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Einleitung. 


Uniior nlloii ICoiixcpiioiidu Jacobis vordiont, woiin man dio doraii 
sich laiilpfoiidon Ji'olgon fHr dio wcifcoro Entwicjcluiig dor Mntliematik 
ins Aiigo fafifcj imch dem klasBisoben Urleilo Dii'ichlofcs dio orste StoUe 
dcr Godtinkoj joiie imcudliclion Produlcte^ diircli dorou Quotionton 
Abol dio olliptiaohoii Fuiiktionou dnvgostollfc liaito, als solbstiindige 
TrnnHcoiidontoii in dio Analysis oinKnftiliron. Als Jacobi dioso Fra- 
diikto in Rcibonforin dnrstiolltc, gdangtu or y.\\ Junon vier unendlichon 
Koilinn, wolcbo naoli dor rein i^tllligon Bcr,oicliniing; untor dor sio 
xuorst boi iliin nut^rutou, boute als Tliotaroihon, spoziell als oinftiob 
iniondliolio Thotnroihon odor ala Thofcalimkfcionon oiuer Yoriindorliohou 
boknnnl; sind. 

lloi don spi'iloron Darslollungoii, woloho Jacobi dor Thoorio dor 
(dliptisobun Funktiouon in Hoinou VorluBungoii gab, hat or dicBO Tliota- 
roilioii Ilia AiiagangHpuiikl an dio Spitsto dor gaiiKon Loliro gostcllt, 
uiid dioBOS Yorfaliren ivurdo vorbildlicli fUr dio Arboiton von Gdpol 
und ItoKonliiun, woloho nun ihi'oisoite ilii'on UiitorBuchungon tlbor dio 
liypoi'olliplisohGn h'unlctioncn orator Oitlnung dio Botrachtung von 
do])])ol(> unondliohon iioihon des gloiolion Bildungsgosolzoa vorims- 
sohiolcton; so onlKluudoii dio xwoifacli unondliolion Thotaraiheu odor 
dio I'liotoJunklionon you »woi Vo^ndorliohon, 

Dnil sioh dns BildnngsgOHotis dor Thotaroilion olino woiboros ntich 
Kur Llorstollung von 2 ^fac]i imondlicbon lloiJion vonvondon lilfit> liabon 
boroils Gdpol und llosoiihain bomorkt; os Hohioiion abor dioso p-faoh 
iiiiondliohon Thotaroilion ilinoii lUr dio boabBiohtigto Thoorio dor hyper- 
ollipbisohon Funktionon uicht branohbar, da sio in ihron Modulou 
J.p(p-|-1) Foramotor onthalton, dio hyperoHiptiflolion Funktionen 
voin dosohloobt p abor nur von- — 1 woseufcliohon IConstanton ab- 
hilngon. Erst Woiorstrafi und liiomonn liabon, ilbov dieses Bodonken 
sich liinwogBotisoud, diop-fholi unondliohon Thotai'oihoiL in die Thoorio 
dor hyporollipbisoliou und Abolsohort Funktionen oingefdhrb und domit 
das mHclitigsto lusia'umont £lir dioso Lohron gesohaffen. Es war abor 
daboi wobl im Augo m bohalfcen, daB die so in dor Theono dor hypoi*- 
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oIlipiiseheiL uud Abolsolioii Fuuktionen auffarotenden Tliotoreilieii nidlif; 
die allj^einen sind, dafi rielmehr ihxo Modulen gewisson Bedingungon 
geiitlgeii; vermoge wclclier sicL die AnznU der nnablifirtgigen Kon*- 
etaiitoii im liyporellipfciaolion Fiillo auf 2p—lf iin Abeleoboii nnf 
3p — 3 rodiissiert. 

Wolclier Ai'b dio Bodiuguugen fElr die Modulon der liyporollipii- 
Hcbeii Thotureihou Mind, ist ziomlidi orkaunt wordon; sie bosfcelion 
in dem Yorsohlviiidon gewiHsei' geradeii l^uikbioiion ftlr die Nullwoi'to 
dor Ai'giniionto. Fiir dio Abolsobeii Thotafniiktioiion bnL gohotblcy 
dio iin iiiodi'igaloii Fallo p «*= 4 (da iioob fttr =» 3 ^ JP (i? + 1) “ 
— 3 iat, dio Aboltichon TliotafimktioiLon also allgoineine sind) sswi- 
Hohoii don Modnloii dor Tholviii'eiJia bostobendo Beziebung in oinor 
llelatiou zioinliulL holion Gi'tidos zwiaolion goradon '.LIiofaQTmUwoi'fcen 
gofnndoii. 

Yon dioHOii apeziollon Abolsclien luid uoob speziollerou hypor- 
cllijitisobon Tbotiit'unktiouon bandelB daa nounto nnd zohntie Kopitol 
des vorliogendoii Bnolioa. Doi* Qodfuiko, eiiie ‘Oboi'aichli fiber dio 
Tbeorio der Abelsciien und bypei^liptisobou J<ViuktioneQ aolbst zii 
goben, luubtc wogon doe goringeii ziir Yerftigung stolieuden Uaiimes 
voii roniboroiii tivi'gogobon wei^dou; dainii; wunlo aber die Abgreuzung 
das DnrzustoUondon oinigoiinaben willkdrlicb; uuob koniito hierbei 
riir dio boidoii ICnpibol nichb der gloiohe Giosiobtspunkb fesigehnlion 
■\vordon. 

Din iillgoinoiuon Thobdiniktionon baben ftleo, um m ihneu ziirUcIt- 
ziikohi'nn, in dor Tlinorio dor Abolsdien Fnnkfeioncn koine Yerwondnng 
gofiiiuloji. Wio sio mit dicsor Theoi’io in Verbiudniig gobranlit wordon 
kcinnou, isb orsfc in dor alJcrjiliigaien Zoib orkaiint >vurdon. Zu dioser 
ISrlcoiintnis bob abor ciii aiidros, davoii gnnz vorscbiodenos Problem 
goflllirt. 

Goriulo iiingokohrb niimlioh mo die Tbotafunkbionon ftlr dio Yor- 
wondiing in doi' Tiioorio dor Abolsclioii Fnnkbionon m nllgoinoiii 
wnron, aobionoii sio m spozioll, wonn os sioli um dio Dnrstelliuig bn- 
linbigor 2p>fn('Ji poriodieolior bbuikbionon Imndolto; doiin man siolib 

ziinilnbBt iiiobt oiu, wio dio 2p*Poriodou (« « i' a* ' ! 2 p) 

allgom<nneii l^p-faelL poriodisclion Fuukbion zn doi' Besohronlcung 
kommoii soilon, dnli dio naoh dor Kormioruiig (vgl. dassu pag. IIS) 
der oratoiip ]^oi'jodoiiayHtoino an Siollo dor zwoiboii auflrobendon drbfioii 

doll iMngnngon (ji, ft’ ^ 1, ^2, 

gonUgon, nnd der woiborou, dafl dio ana ilirou roollon Toilen 
goliildolo qundraUaolie b*oi'ui oino nogative iab. Andi'orsoits nbor aiiid 
dinao boidoii Bodingiiiigon von dor Tliobnroiho imzorbroiinlinli; deuii 
oiinntil kiimiou in dor qundrnbiacltoii Form doe lilxponontoii tlboi'banpL 
uielib niuiir aIh 4' V H' 1) Pnramobor imborgobmoJii worclun, und 
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weitor kiinn die Thcini'oilio ohue die rui is^v^oitor Stollo gonaiiiito Bo- 
dingimg iiiolit; ]coitvorgioron; sie konvoi'giei'fc daiui alloi’diiigs absolut 
uiul ftlr alio jWorto dor Ai'gumonliO; abor eino andre ICouvorgonz 
gibfc OS; >vio i(di gostoigt; habo (vgl. daKu pag. JO u. f.); boJ dor Tliota- 
roOio ttboi'liaupt uichi. 

Kuii bail aber im Gogoiisutsto m doni ebon Ausgofdhriiou liiomann 
schon 1860 doii Bak ausgoaproohou, dafi jodo 3p-fao]i poriodische 
FniikUon sioli diircli Tliobafniilctiouen dai^stollon Insso; und os liabou 
Picard niul .Poincare, naolidoiti vorfier Woiorsfciuili oiiio Boilie von 
Silicon angogoboii liatto, wololic dio IDtapiion i'(iv oinon Boweis dos 
lliomannsolioii Safcstos bildoii kdtiiioii; ilaran iinlcndpFond iatsileb- 
licb dioson Sai^ bowiosoii; iitdoni mo Koigton, daO jodor 2p-faoh 
poriodisohon ]<\iiiktion /' (<’i I • * ■ I ^'i.) Poriodoii 


\« . , ... 

Hcblccbt Kligoordnot wordoii kann, in woicbor «»i, p 

linoamnabhaiigigo TiiLogralo orator Gattung aind, doron Poriodi/jitiita- 


],a, 

i,a, 


’ap) Jibxsao algobraiRclior Ii\inktionon von oiuom Gfo- 


luodnlon (f =. 1 ' 9’ . . ' a*/) Qnorsolinita dor zii- 

golidrigoii liiomaiinscbon Fltlcho Nicli Jinoar nud gan/iXiiblig ana don 


ap) Ana don bokimnten bilinoaron 

Uolalionou '/wisoliou don 12 folgou jot/.i auch bilinonro liolafcionoti 
/.wifloiion dun <0 uiid dinnil iai dio Gnindlago l‘(lr oinon Bowoia dua 
Ltioinniinsohon Balxos gogubon. 

Vou dor Duratolluiig dor ali^iinoiiion 2p-('acb poriodiaolion Pnnk* 
Uuucii durcli Tbotalunklionoii handolt dua viorto Ka])jtul, Daboi 
glaiibto ioh iiiicb fttr dnii Zwook doe voiiiogoiulon BiiohcH aiif oino 
bloBo Slci/iKiormig d(5a Bowoiaca dor Wcioratrabachou BiitKO, in dor 
Woiso wio OH Lauront gotan hat, boHclniudcou und von oinor voJl- 
HWiiuUgon Dnrobflllming thjsaolbou nteohon ku aollon. JSino solclio bat 
iniswinebon Poiiicarn in Hoiiior IclxUm Abbiindlung: Bur low foncUona 
nbdlioniios (Aota math. Bd. 2(i. 1902, pag. 43) gogobon. 

Joiio Klaaso idgobruiaolior FnnkUonoii voin GoHoliloolifc 7, woloho 
in dor vorlior aiigogobonon Woiho oinor boliobigon 2p'fnoli i)oriodiBcli0n 
J^'nnktion, also auoli jodor auH Qnotionton allgoinoinor Tholafunktioneii 
gobildoton, augoorduot werdon Icaiin, cJiarakLoiiaiort dio ISigonsobaft, 
dafi dio 2pq Poriodiailiitsinodulon von p linoarnnabbangigon ibi’or 
Intogralo orstoi- Gattung sioli aus 2p" GrdJlon linear und gaUKzablig 
zusaniinonsotzon Insson, ala oino sporlollo, dioso Intogralo solbst aboi* 
als solobo, woloho duroli Transfonnatiou auf Intogralo von dem 
niodrigoron Gesdbleobt p rodusiiort wordoii kdniion. 

Dio so init dor Tboorio dor nllgomoinon TboMiiiktionou voi*- 
kuttpfto Leliro vori den I’odussiei'bm'on Abolsobon lutogralon wird im 
elfton Knpitol dos vorliogendon Bnobos bohraidolt* Dnsselbe sohlioBt 
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mit dem interessanteu Saisso Wii'tiugors^ durcli welolien die Bosiehniig 
der nl^mcinon Thetoftinktionoii au dor geniuiiLiien Klosse rodnzier- 
barer Abolschor Intogi'ale goiiauer daliin prazisioi't wlrd^ doD es Abelsche 
Thefeafirnktiouen vom Gesebloclit q gibt, wolcbe iiacb einor Trans- 
formation hdhoren Grades in Produkte jo einor Thotafnnktiou von jp 
und einer von s Vnriableu zorfnllon, derart^ daB die ei'stereu nll- 
gemoiue Thotafiinktionen sdnd. In diesor Welse ist es gelungen, die 
nUgemoinon Thotafanktiouon in der Tbeorie dor Abelscheu Funktionen 
nnteranbringon, nicbt boi den Fxinktionen vom Gesohloolit p, sondoru 
boi spoziolloiij reduzierbaron Funktionon eines hSlieren Gesf^leohts. 

Bio zu reduzierboreu Abelsehen bitegralen geliBiigen, also nnob 
einor Tinnsformation h.bUei'en Grades in Pi'odxikte von Funktioneii 
von wouigor Vorilndeiiiohen zerfallondon Thotafunktioiieu spielon uocb 
in nnderer Hiuaioht eine wicktigo Rolle, indem sie stets komplexo 
Multiplikntionen besitzen, d. h. fUv sio Transfoi'tQationen existiereu, 
bei douen die transformierteu Modnlon den nraprtlnglidhen gleibh sind. 
Biose Lehi'o voii der komploxen Mnltiplikation ist, im wesentliobeu 
der Daratollimg von Fi'obenins folgend, im secbaten Kapitel bebandelt. 
BaB dieaolbo einor EigBnznug in der Art bedoi'f, doB anob die „Biu- 
giilftron^' Transfoimationen im Sinne Hunibei’ts berttoksicbtigt werdon, 
ist dort nm Scblnsse orwiibnt*^ anob der Zasammenhong mit den 
roclusfierbai'eii Bitogmloii bedarf noob der geunneren Aueftthmng. 

In doi* Thoorie der Abelsohoii Funktionen werden fast nussohliofi- 
]iob die im siobentou ICnpitol bobaudelten Tliotnfunktioiion mit hnlbon 
Oharaktoristikon vorwondet, nud os spielon, sobnld es sicb um die 
LBsnng speziellei* Froblemo hniidelt, die ziviscbon don 2^^ derortigon 
l<Niuktionon bostolionden Uelatloneii, dio Additioiistbeoromo ibrer Quo- 
tiontou und jono Gleicbungen, wolcho dio nrsprlingliolien und die 
tronsformiorbon Tbotufunktionon mibeinandor voi'kuUpfon, oino wiohtigo 
Bollo. You dieson Boziehungon sucht das vorliegonde Bncli oiue 
mBgliohst voUstilndigo und oinG]i eiiiiioitlioben GosiobUpunkt wnbrondo 
Dai'stollung zii gobeii. Naclidom oingoboiide ITntorauchuugon in diosom 
Gobioto oigoben batten, dnB alio in Fi’ngo koinuiondon Gloichtingon 
zwiachon Thotafuiiktiouon durcb dirokte Brnformung der nnendliolion 
Itoiheu gevvouiion -^verdoii kSnnon, muBto dioses Hilfsmittel, ala das 
uloinentai'sfco, filr doron Abloiiiiiig bonntzt werdon, und da sioh weilor 
gozeigt batto, daB dioso Umformiingon duroliaus iiioht aitf Tbotni'oihoji 
beaolirlinkt, aonderji ohno A.ndoriuig auf ganz boliobJgo nuendlioho 
Koiliou aiiwendbar sind, so scliiou os wtinschonsweii, sie auoh in 
diosor nllgejneiuon Form darznstollon. Dies ist ftir dio ersto dor 
dorarbigon Uinformnngen uiiondliobor Roiheu, nrolcli.e dnrob Einftihruiig 
noiior Sninmationsbuolistaben voriziittolsb oinor liiioai'cn Substitution 
mit rutionaloii KoefHzienton orhalton -wil’d, im zweiten Kapitel, flir 
dio zwoito, namliob ftir dio durob dio Fonriei'solie Formol bewirkto, 
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im dritteu ICapitel gesoliohon. Pio daduroh gewounonen XJniforiiimigon 
eiuor beliebigen unondlidieii Eoibe (VIU. Saiz png. 60 uiid 

111. Satz pag. lOS) liefeiii sodaiin, auf 'r]ietai*oibeu aiigowondet, jeue 
lliotafoi'inoln ganz allgonioniou Gharaktors (IX. Satz pag. 67, XUI. Saiz 
pag. 80 uud y. Saiz pag. 108), donen alio im spilteren Vorlaufe uoi- 
woiulig wordondcn Formeln als apoziello FHlle euinoinmon wei'dou 
IcSimon. I-Iiorzn mOgon iiocli folgondo Bomerkungeii gomaehi woi'den. 

Pio soobeii gowonnonon Thoiaformclii sind, wie aus ihror Put- 
uiolmng folgt, naitlrlioh fUr allgemeino ThotaAinktionon gttliig; sio 
sind woiioi* ftlr Thoiafuiikiionou mii gauz boliebigon Gharolcierisiikon 

[h] allordings (pag. 29) gozaigi, dafi man 

uiiboscbadoi dor Allgomoinboii dioso Gi'OBoii g, U nla 1*6611 vorous- 
a6izen kanii, da jede 'rh6laiiinkiinn mii oiucr belicbigen komjilexeii 
Gharakienaiik oincr solclion mii oincr I’aollen gleioh ist; dies schlieBt 
abor niolit ana, dab l)oi boaonderon Untorsnchuugen die Znlaasiing 
]com])loxcr Oliarnkieriaiilcon vorteilliafi acin kann; fdr dieson Fall iai 
oa nielli nnwiclitjg zn bomerkou, dab alio J<'oi'inel]i d6S orsien Teiles 
auoh daiin noch boalelien bloiben, wonn die GrSbon h aufbbren 
roidl zu aeiii. 

Pio im zwoiion ICapilol dargoabollto Uml'ormnng eiiior nneiidliohou 
liciho war von inir selioii IVtliior niitgeioili wordon (vgl. dazii pag. 50); 
ill § b gohe ioh abor oinoii niolii unwuaoiilliolioii Sobrill ilber dieao 
ll'tllioro Paraielliing liiiiaiia, iiidum ioh zeigo, dab ubenso, wio die dai*- 
goalelito [Jjni'ormiing dor iinondliclion Lioibu solbsi niulii aiii' Tliota- 
iiiiikiionon buaobi'iiiikt ist, ao anoh jeno Oporatiouon, ivolcbo man mil 
dor goivoniionon IMiolaformol vorznnohmen pllogt (vgl. dazn als Bci- 
ajtii'l die an dio Uioinumiaohe 'I'liotiiformol goki)ti]irfc6ii Uniorancliungoii 
pag. bOil u. f.), an dor nllgoinoinon, dio Umformiiug ohior buliobigoii 
iiiiendliobon lioilio darMiolloiidon Forinol (X) pag. 60 ansgofillirl wordon 
kbnnon. Anoli aim ilir kann man iiilmlioli oin Bysiom von Formolii 
abloiioi), wololio, wHhrond aiif dio liiiko Soito immor oino luidoro 
iiiiondliolio Koiho irilt, aul' don raohlou Soiteii allo dio nilmliolion 
nnondliobon Uoihon onilialion, inid Icaim ana diosom Syaiomo von 
Formoln dnroli linoaru Yorbindung allor odor oiiios Toilos von ibuon 
nouo ]<'onnoln abloiloii, wcloho alio linoaro Gloiduiugon zwisoliou don 
auf ihron linlcon Boiion stohondon urapi'lingliobon mid don auf don 
reoliton Soiton stplimulon kaiisformiorbon Uoihon sind, uud man kann 
iiisbosondoro das oidialiono FormoUystoin nmkoliron, d. b. oino boliobigo 
dor ii'anaformiorion lioihon, wio sio anf doi* roohiou Soito dor Formoln 
siobon, durob dio nrsprtlngliobou, auf don linkou Soiion stohondon 
ausdraokoii (Formel (85) pag. 64). 

Boi dor Aiiwondting dor obon genanuten ollgomoinen Umfomuug 
einor imendliobon Iteibo (Formol (X) pag. 60) auf oin Pjfodukt von 
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Thetfli'oilion in § () wird voiRuegoaotzt, dtifi dio Modiilou diosor Tlioin.- 
fbukbionen gansszoliligo Yielfhdte dor Modulon oiiiov oinzigon 
ThetafiinkUoi] scion. FUr dio liitonro Substitiiitioii, diu*cli woloho nii 

Sfcollo der bisKorigen np SnnimaiionBbudiatabGii ^ J' g’ 

die np uoueu Summationabucbstabeu si!®^ (v = i'a'-*'^) 

werdon^ folgt daun, wonn man nnr voi'ausBotzi;^ dafi zwisobon dou 
Icoino lineoro Relation mat goozzabligoii TCooffizionion bostobo, 
nolwoiidig dio ISigouscbafl;, divB sie in jodor ibroi' Gloiclmngon nnr 
Gi'bBou m nnd n luit demsolben uiitorh Index entliolto^ und icdi haho 
fomer bewioaon (vgl. dazn png. 84), dafi imtor dor gleichon Aniialiiuo 
sieb nns Substitiilionen dieser spoziollon Art und don in § 4 an- 
gegebenen Uinformniigon oiuor oiiizolnen Theiai'oilie dio AUgonieinsto 
Substitution ziisnmmonsotzon ^olcbo ilborliaupb oin Frodnkt von 
n Thofcnfaiilcfcionon in oin Aggrcgat soldier Produkto ilboi'fllbrl. IBoidos 
trifft nicht mehr zu, weim dio Koduloii « , in dor nngo^bonou Woiao 
spezinlisioi't, die Thetnfnnktionon also „siiigul(iro'' im Siiino Hninboi'ts 
siud; fill' Bolobo Fuuktioueu existieron nebon den aus den Formoln 
des zwoiten Knpitols bervorgohondou, fdr alio Thotafunklionou gtlltigon 
Formoln iioob spozioUo, clunn niclit ontbnltene, woldio dou »singii- 
liiren" Tinusfonnationeu (vgl. dazn png. 130) Humborfcs ontsproclion. 
So dUi'fto os moglioh soiii^ aiich ^^on diosor roin formolon Soito hor 
in die Tboorio dor singiiliiron Tliotafunktionon oinzudringen. 

JCarlsruho, den 2. Fobriior 1003. 
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Sjfltoin MuaananicnuehOri^cr Ilolbor dor Poriodcn; soino Tor, CIiar.(('), 

— Dinoai'O TruisTorraation der Per. CUar. — Un^iigoiitliclio und 
oigentHoho I’or. Char. Snmmo mohrorcr Por.Gluir. — Unal)hllngi((o 
Pur. Glmv. JCoiubiuatlon v'** OrdiLuug gogoboiior Pov. Oluir. — 

Dhu Symbol I e , 9) I . — BysygoMcicho uud axygofcisobe For, Chur. 

g ft. 1?]iotao1iai'nktorlHtlkoii 24' 

Linnaro Trnnsforiuation doi' Tb. Ohur. — Gorado und ungovadu Th. 

Char, — OhamlctHr I B I , — Direktor KrcIiwoIh, dtiO bol linoiirnr 
TruiiHlbrmation dor Clianiktor nngollndcrt bloibfc. — Dnutinnniiiig diir 
Atixalil dcr goradon uud ungoradon 'J'h. Char. — Suniuiu niolirnror 
Th, Char. — wcaontlicii unabldlngigo Tli. Char, — iCoinbinafcion 
Ordninig gc^bunor Tli. Chnr. — WosuniJiolio Konibhiatiionoii. 

Daa Symbol | t), ^J. — Syxygatiauhu luid axygntisohu Th. Oliur. 

§ d. lioxloliiiiigoii xwlHohoii dull PorloduiioliarnkloviHtlkuu und don 

TlLotaoIinrnlclorlflttkoiL 2 rdi 

Dno vorHohiodonoVorhaUon von Por. Chur, und Th. Chur, bni liiioamr 
TrunsforinnUon. — Dozinliniigon zwiflohon don Syinbolun |a, fdr 
For. Char, nnd I a [, | b , sj, ^ | Tilr Th. Cliar. — (Jharaktor oinor Siiniiiio 
inohreror Tit Char. — Zorlogiing oinor L'or. Char, in zwoi Tli. Char. 

Drat Arton aolohor Zorlugiini^} SeHtrinnining von doron Atixalil. 

— Uio in uiuoi‘ Griippo onthnltonon unci wpnarl (mthaltoinm Tli. 

Clioi'. — PoBbiuimung doi* in xwoi und nioiiroron Gruppun gcunoiii* 
snin ontlialtonon Tit Cliar. 

§ 6. PiiJidunioutnlHyBtojiio voii roiioilonclinvnktorlHlIkon 207 

Doflnibioii oinos F. S, von For, Chnr. — DildnngHgQHoiiK und Anxald 
dor F. S. “ Dnrstolluiig nllor Por. Chnr. duroh dio Per. Char. oinoH 
F. S. — Uborgnng von oinom F. B. von Por. Char, m ollon antloron. 

— Cborming »n don Tit Chnr. — DnrHtolhmg dor 8®*^ Tli. Char, duroh 
dio 2 1 > 1 Por. Char, oinos F. S. — Entsohoidiing, ob oino no dnr« 

gostollto '111. Cliur. gorado odor ungorndo ist — Ilauptroilio von 
8p+ 1 Th. Chnr,, Dnriitollting dor govadon und uiigci’ndon Th, Char. 
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Uoito 

imd rluv oigoutliolion I’or, Ohtw, (lurch die -f ^ 

Hauptroiho. 

{{ <t. Dio Oi'iippo dor mod. 8 l»kon(;riioiitoii ffnnxisnliUgoii liuonron 

TrniiHformationoii S70 

Dcliiiition rUu* (Ii'iipno U <1(>p ih(h 1. 3 iiikoiigriicutnn giUiKZiihligon 
110001*011 'LVanoroniuitionoii. — Jlos&lminung (lor Ordnung von G, 

-- Aiidoro Dofiiiition dor (U'ujiiio^f, — Dio Kur Llriiiiiio G lioloodnaoh 
iHomoi']diH Gru])|K> It von HnltHtilnUonon dor Por. Char. — * oi*- 

xnngondfl KiibHl>itii(>ionon dor Gvnppo II, — AiiflHaRimff dioflor ala 
HiibHl'ilnlionun von Th. (Jbar. — 1'ronaitiviliiU dor Qniiipu. —• Dor 
boHondoro Fall p 3. 

^ 7. I'^imdftnumtnlHyHionifl von Thebitdianiktoi'lKtlkoii 2^1 

Dolinilion oinoH l'\* H. von Th. Char. — S^UHammonliang xwischon don 
1«\ R. vmi I’uv. (.Uiiir. nnd don ]?. 8, von lli. Char. Komploz von 
y^v ]i* }^. von Tb. Oliiir. Aiixahl dor vorBoliiodonon B’. S. von Th. 

(!htir. Aiiziihl di'r uiiKonulon nntor don 3/)*-|-2 Th. Ohitr. oinOH 
K. S. "• Jhu'Kt'Ullinig dor gorudon iind dor tuigoriidon Th. Char, dnroh 
din Tb. Char. oinoH i'\ S. — Damtolhing dor I'or. Chur, dnroh dio 
Th. (’har. oinoK ]<'. S. — Aiixuhl dor B'. 8. mil: gog«>bnnur Xahl ungo- 
rador 'I'h. Char. - Ni'iio Dohailion oinor Hau])troihu von Th. Char. 

- ]•'. 8 . von Th. Char, boi gauzzahiigor iiiicarrr TrauRronnuUoii. ~ 
lliHloriHuhoH. # 

H 8. Dnippon von I’orlodciKdinrnktoiinUkon 301 

Dolinilion oinor (Jruppo von Dor. rflnir. - > Kang, Ordnung und IbiNiH 
finor (b'upiio. ~ SyaygoliKoho Uidi^nipjH!. Dio mod. oinor (lrn])i>u 
Ibinivalonlon I'm*. Char. - Noriiialu Ihuiiti oinor Ornppo. — (Irupjinn 
von J*or. Char, boi ganxKuhligor luioaror TraiiRl'annation. — Ad- 
jnngiorto Crupiio. — ICon,jngiopfc« tlrimjm. - Hyaygotirtcho Crnppo. 

— • (Dipnlnohn Cmppo. Amtnhl dorvomnniodniiun (IhpalHohon Uninpoii; 
Ohorgang von oinor xii dun andomi dundi gmiKxiilifigo linouro TraiiH- 
ronnation. 

H f). Syaioiiio von TIiotaolinrnktflrlHtlkon 33(1 

Dolinllbin oiiioH HyKLnniH von Th. Chur. — Ziuiainiiionhang miL oinor 
(b'ii]i|H) von Dor. Char. — IhiHiN oinm RyKloniH. • Koinplox dor kon- 
JugiorLun Ryatoiuo. •- AcljnnglorU} HyHtomo. — JloHfcimmnng dorAn- 
xahl dor in oinoin HyNtinno vorkomuiondon goradon nnd ungoriidon 
Th. Oiiar. > - UbpoiHulio Hynlioino von Th. Char. Anzahl ihmr go- 
riidon nnd ungoriidon Th. Char. — Mo xn oinor HyxygoLiaulion flriippo 
von Dor. Char. gohUrlgfui HyiiUnno von laulor goradon nnd lauior nn- 
gi'i'iidon Th. Chur. — Dborgang von oiiioni Byuloin von Th. Clliar. »u 
oinoin andom iluroli giinxxahtiim iinom'o Triinuformaiion und duroh 
AiidiUon oinor boliobigon Tli. Chav. 


Z>voitnr Absuhiiilt. 

Dio Addltionstlioorcmo dor Thotofnnktlonoii. 

{f]0« Dio HlfliiinnnBolio Thotafdrmol bob 

Ahloiliung dor UiomaniiBclion Tliotaforinol aus dor l^ormol (DVIII) 
nag. 01. — B'olgormigpn auB dor liiomannsohou Thetafonnel. ~- 
iliBtoriiidhoB. — Islno Ifinvoitcrniig dor Biomannsohon Tliottironnol> 

1 )* 
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Hoito 

818 


g 11. Dor Vail pcssl 

Dio ItioinaniiHolio Thotatbi'raol iiu FaUe pi^l. — Dio Jaoobischen 
Tliotafoi'moln. — Dio Woiorstraflache Thetafoimol. — KusaramobliUngo 
awiicLon dor liiomannBohon, don Jocobiauhoai and dor WoiorRfcrafl- 
solion 'J'liotiiformot. — HifltoriHchoB. — VcrHchiodono AbloitniigR- 
mofchoden dei* HioinannHolten, Jacobisohen unci 'WoiorBtrofiauhon Tliota- 
forinoln. — Erwoitoruog der Wcleratrafisolion Tliotaforiiiol auf Pro* 
diikto von mehr ala vior Tliotafunktionon. — Vornllgonioinoruiig dor 
WciGralmSBohcn Thofcnfbnnol f<lr |> > 1. — IDinc Folgorun^ aua 
dorRiomannsdionThotafomet — Kistoriaohos. — llolationonKWiBcliQn 
don vior Thotnibuktionen. — Additionsthooi'cnio dor Tlicbanuotienfcon. 

— Dio Ponuel ti*!! — — Dboigang xn don olUptisohon 
Fanktionon. 

glS.DorVall ji = S 88fl 

CharakboriHUkonthoorio: Dut 10 gorndon und die U uiigoradou I'li. 

Char. — Dai'stolliiiig dor 16 otgonbliohon Por. Char, imd dor 10 go- 
vadon 'i'h. Char, durcli dio 8 ungorodon lli. Chiu*. — Dio voi- 
aohiocloncn Zorlcguugon oinor oigontliohon For. Cliiir. in xwei Th. 

Char, — F. S. von J^or, Cliitf. — nnuplroihon und F, B. von Th. Chw. 

— OOpolaoho uud llOBOiiliaJnHchc (irmipen von Por. Clinr. vnd Systoino 
von Th, Char. — Tliolnrolnkionons Dmoaro Rolationou xwiHchon vior 
Tlichiqundrnton. o- Darsbcllung allor ThotiLquiidrato duroh 1 linoar- 
unahhiLngiga. — Qloichuiig viurtou Uritiloo Kvviachon dioaon. — Ad* 
ditionathooroiDU dor 'L'licinqnotionton. — liiotorisohoB. — Tabollo doi' 
DoKoiohintnffon dor 10 'J'hotafunktionon bui (iOpol, HoBOnhain, Woior* 
sfcrnfi. — Voraioiohiing dcr 'riiobu'oliibionon mib don Bodingungn* 
gloiohimgon ofiior orUiogoDalrn SubotiUibion. ~ Dio Kumniort>olio 
Fliloho. 

gl8, Daa AildlUoiiallifloroiii dor nilgoinoiiiou Thafiiriiiiktlonou fKr j>>8 Hio. 

Abloilung doBMolboii^ aim dcr lUcinanuKokim TlioUromiuI. ^ Bnd- 
formol, — Dor Hpoitiollti Fnll — T[ia(.nriKi’h('»<. 

gl4. IVoltoro I^ilgoriirigOJi aim dor liioiiiiiiniHciiun Tliotnforiiiol . . . . 881 

Abloitiing uinur Forinid nwitichon 8 > 'I’lmlapi'oclnklon. — Kmt- 
formol. — Bpoxialiiiiorungou. 

gl6. TJiotAfiiiikUoiioii IiSlioror Onlniing tiiH knllioii Oluirnktni'lHiikoii 887 

dorado iiiul ungorudu 'J'hobafimktioiion n'** Urdiuing. — Anxalil dor 
Hnoarunabkttngigon Hololion Funklionon. 

gl(J. 'ilLotarolatloiioii 808 

DiuoiiBoliaTton jodor Thntiirolabion. ^ Oborgang von oinor au oinor 
nnaorn duroh Vormolirnng dor Arguinonbo um halbo Foriodiaitllta- 
niodnlon uud duroli linouro Ubransrormabion. — AlgobvaiBoliu Ab< 
hkngigUoib dor itolationon HwtRohoa don 2^^ 'L'hotaquadratoii. 

Linoaro llolabionon xwiRohon Thotaqiiiulmlun. — IjcHciinmung von 
linonniuabhUngigou. — Eolntionim KwiBobon dioaon. — Vora.ll* 
gomoinorung dor iOinnnorBohon FlUoho. 
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Aohtos ICnpitol. 

. Dio Thetafanktlonen, deren Ohorakteristiken aiis Zaklen 


goklldet Sind. 

Bolto 

§ 1. Dlo Fiiuktionoii B70 

Doflnitiou uiid Hituptoinr^^iiflobafton von — Atissahl ilui' vor* 

Holiiodonon li’unktionon ; Zugiunmonhaug dcnulbou untorainiuidoi'. 

Porladouolinrnklorigtlkon 878 


S^stoni xtiwuiitnciigohOi'igQr dor Poviodon; suiito Por. Olinr. («). — 
Tiinoaro Transformatioit dor For. (iliar. — ITiioiffoniilioho iind oignn6> 
lioho For. Oliiu*. — Snmmo ntohrorcr I'or. Onar. — Uimbhilngigo 
For. Char. — ICoinhination ft*"' Onlnung gogobonor Por. Char. ~ 

Diih Symbol jg| tt|> — Hyxygotigdio and axygofciooho For. Char. 
Doiinibion oinov (iruitji^io von For. Char. — llimg, Ordnuuff imd Banis 
oinor Gruiipo. — Atyniigicrto Gruppo. — Systyj^iisoho Untorgnippo. 

— SyMygotifluho (Irniipo. — Cdpcliiolio Urnppo. 

tt. TholnohnrakiorlHtlkou 878 

Suininu iitolim'or Th. Char. — > Konibinalion n**'' Urdnnng gugobcucr 
Th. Char. ->• WoHOiitlloho iCombinationon. — WcBonlUch nnilbhilngim) 

I'll. Char. — Ihiliiiition oiiiOH Syaitmui von 'I'li. Char. >- Koinnlox tlor 
konjugiorlon SyatoQiu. ' Adjuiigiorto Syattnno. — Ghpulocho Syatomo. 

{|4« Bio Yorallgomaliioniiig dor lUomainiKohoii Tholaformol 870 

AbloHung dm* Vurallgoinoiiionuig dor llicmannachon Thohiforuud ana 
tlor Formol (FiVni) pag. HI. — Folgorungon aas dor gowonnonou 
Formol. — niatoriHuhoH. 

{|0« JlaH AddUloiiMlliooroiu fUr dlo ({iioUonton dovl''iniktlonou 887 

Abloilung doa AddilioiiflllioorcmH dor TholaqiiottontOn ana dor Yor- 
allgomoinoroQg dor lUoinannbohen Thotai'onnol. 

HO. t)bor dlo xwlMolioii don FuRhiloiiuii hoMiolioiidon 

Itolaltnnoii 880 

'L’lioiiaputonxoii uiul vollntilndlgn Tliotaprodukto. ~ AbluiUing von 
Uolatioiion xwlKuhon (loitanlbon iuia dor VaraJlgomuiuornng dor Llio- 
inaiuiHchon Thofcaronnol. 


H 7. Bor boBOiuloru Full 7'~Q 800 

OhavaklorialfikoiillliooriQ. — Bio 0 ThotapofconKon iind dio 18 voll- 
rUlndignn Thotanrodnkto. Barstolliing allor Fnnkiiionon duroh 
8 voUBfclliullgo 'Luiotapmduklo. — Hclivtionon awiaohon don 'Dioiia- 
nnllwovton. - - Auwendung auf <Uo Knrvon 8. Ordnung. — Gloiohnng 
dor Kuvvo boxogon aiif oin Wondopnnkfcdroiook. — Uborgang von 
oinom 'Wondopunklidrolork xn oincm aiuloron. — Dio Totraodorgnb- 
abltnUonon. Barstollung allor Puitktionon duroli 8 Thotapotenxon. 
(jlololmng dor ICrirvu B. Ordnimg boxogon auf 8 Wondotangonton. 

g 8* Bio ollipllflolion Norninlkurvon 808 

Doilnitlou dor ollipbigchon Normalkurvon. <— Ordnimg. — Kollinoa- 
tionon in sidi. — Goomotrigoho Eigonsoliafiion. > Die (lundvatigohen 
lidationon xwisohon den 0 ^. 
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Soltc 

§ 0. t^borffnng: von dou Fuuklionoii don 'Fiinkilonoii 

d-felitt*) 40d 

Barstiolinng dor zn 8 gekniigon vollstilndiffoiiTboiiaprodulcto imd 
Thetnpoicnxon dwroh dio 9®^ Fnnkfcioncn -O-faJiM. — DiirstoUunff 
vo» 'lliotafimktionon f'*’*' Oi.’dmuijf init bolioingoir imlbor Chnmkto- 
vietik dtiroli dlo Vunkiionon (h). 

|10« Dlo TrnnHfoi'iiiatlou dot Fuuktlonou 407 

Zwoi AroUiodoii zui' TiOaiiDfr dm Ti'iinKlbi'miilioimin'olilonifi dor Funk* 
tionoii I^heC spoaiollo TranAformafcions- imd dns Bpoziollo 

. 'rpUuiigBproMoin. 


Britter Teil. 

Dio spezlelleii Tiiotafiiuklionou. 


Neuntos TCnjiifcol. 

Dlo Abolschon Thetafunktionen. 

g 1. Vorlioniorkiiiigoii ana dor Tkoorio dor AlJoJxoliuii Fiiuktlonoii . . 410 

2fonnn1intogrulo I., IT. nnil ITT. Gnbtnng. — AbolsoIiOH 'J'licoroin, — 
lliLMnimn-llocliNclior tIuUt, — Fiinlction I. Gatbnng. ^ PnnktBjysloin 
I. GnlLiing. — 'VollflUliidigeB PniikU}'Bloiu J. (fiiibung. — lloHtpunkt' 
Hysbein. — IComBiduiilo Punkiaystoino. — Ibing, Cboi'fiolniB unci 
Dofokt oi])OH PiniklisytiieinB oratciv Claltuiig. 

8 2. Dlo lUoiimniiHolio Tludnl'iiukUou 4Jft 

Dciinitioii dor Fnnkbioii 'O'fHTtf) — e) (Inn PiniktoB » dor Jbioiniinn- 
KL-liflii Flllolio T'. — Ihr vorliaUuii cm clou Qiioi'BcImiblicni, JIo- 
dingtiugon fdr dio Atodiilcn dnr AbolHohoii Thobitfunkbionon. 

8 fi. Dlo Anxnlil dor Niillpiinkto dor Kloinfiniiftclioii VliolAfiinkiloii . , 4.11) 

UuBtiiniming dor Anzniil dor ^ullpiinkbo von vuriiiitbolal 

oinciH dbor dio gnnzo BcgroHKung von V" orBlroukton TntngnilB. 

8 4. KuHaiiiiiioiihniig' xwIhoIioii don Paramolorn nnd don 

Niill|iiiiilctoii ViJ'-'tVp dor BloinniiiiHohoii l'liolal'iinkfl(Mi .... 18 J 
Knuibbluiig dor Doxiohung KwlKobon doin rai'aniul.or mid dnr 
Sumnii) dor 'VVorlo doH Inbogrtila in don ;> NiiHininlctOii voii 
4^ ![»(») — o) vomiitlolKb oinoi dbcir dm giinzo Dogronxitng vim 7'' 
orKti'Ookbon TnbografH. — Aiiwlobnnng dor Iboaiiltnto dim InbxLon uiui 
doH gogonwilrbi^ii JL*ariigi'ap]ioii nuf niiio 'L'lioliiDinktion hlMioi'or Ord- 
niing mid iiiif dlo gonioliiHtinionNiilljninkto nicbTOroi'ThobaAtnklionoii. 

8 ft. Dio lioiiro voiii IdontlKolion TorNolnvlndou dor DlonmiinKoIioii 

TlioiaDiuktlon 480 

Tlnuptnnbx^ wonooh Ib^ » 0 ist I'dr nllo I^ugon dur 

^ 1 I’linktu «. — ilinroicltondo Dodin^ng fflr cltiH Aullii'Qboii oinor 

jduiitiBob voTHObvrindondon Tbetofbnkbiog. — Naobwola, daJQ dio 
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Holto 

a ofimdono Uodiiigiing auch iiotvoadig ist. — Idoutisohos VoiDchwindon 
or iHwtiollou BoTiTiorton dor ThomAtukbion. lilndroHultat. 

§ 0. Zitoraniiug toii Wnvxoiriiiiktionou isu doii ThotAfiinktionou . . . lAB 

] lilfHSlltxn, dlo BurstoUnng von GrOBonsyRtoinon duroli Intogralfnimmon 
botr, — ZuordnuDg oinoi* in don y Hullituiikiion dor Thotufiinkidon 0" 
woitlondon VunJction <0, ssu jodor dar 8^^’ Thotafunktlonon und xwnv 
oinor in oiuon Innoarfoktor nud obio ip-Bhinktioii xorfnllondon xu 
jodor dor ungoi'adon, oinor nicIitxoi'Fallondon xn jodor dor goi'adon 
Tliotafunkbioncn. — Zuoi'dnuiig dor 8^^ Wiirsolfbnkfcionon 
XU don 8^^ Tliotafuuktionon oliuo lionutxnng dor Nullpunkto. 

§ 7. l)aH Umkolirproblom Ui 

Dio lidaung dox Jacobiachon UinkolirproblKuiH. 


Zohutos KapUol. 

Dio liyperelllptlsohen Tlietafunktionon. 

^ 1. Hoxloliiiugoii dor I’orlodixlllUxiiiodulon oliius liyiiorolltpiltiohon 
liilogrnlH orxtor (Milling xii xolnoii Worloii In don Yorxwoiguiigx- 

piinkUm ‘i'Jfi 

Xugrundidogung oinoH ojiuxiollun (piuraolniilfctiyHlomH tl<>r Jlicmami' 
hoIk'ii L'’]|loljo Y". — AtiHurficko dor L*uriodixitiltriinodiilon oiiiux Inlo- 
gralH orator (liiUuiig iiii don (juorschnitilou duroii aoino VVorLo in disn 
Vorxwm^imgHpiinkton. Wurtc dux Syatoina dor p liiumunnaoliuu 
Noniialintogriilo von oiiioni yorxvmigtiugapimkto xii don 80 ^ 1 
aiuloron oi'Hlrookt. — Aullrolcii oinoa !<'. K. von Por. Chur. — Andu- 
rnng doK (jnoi'HolinittHjrKttnnH. 


§ S. lloroohniiiig dor Rloiiiaiinaoliou Konxtimtflii /f-i , • , /i> 4 tu 

NonmaniiHClio MoUiodu. — CliriatolTolacItn Mothodo. 


% OnH VorKchwiiidon dor IiyporolllptlKolion Tliotnfuuktloii 4r)4 

Aiiwondnng dor f^ilbxo doK t} 5 dna tsounton Kapitola iiul' dio hypor- 
utiipUHclioii 'I'liotafimlcUonon. — iCoiiWomligo mid lunroichoiidu Du- 
diiigitng fiii'iluH idoiit'iHolio Yurauhwindon dor hyporolliptiHclum 'J'lintu* 
runkiionon. — l''olgoriingon. 

^ it Dlo xwiHolion don Ariidiilon oliior byporolllptiHulioii Tliolahiiiktloii 
liOHtolioudoii lloxlohiiiigoii. Pryiiixoho Blotiiodo xiir JlOHtiiiiinuiig 
dor lUomiiiiUHoIioii KiiUHtiiiitoii kn '‘'i A71 

NuchwoiH, daU X'l. • > - i A';, oin Syabmi korroapondiorundov Ilalbur dor 
i’oriodixitlllHinodulou. — Voi'Kuiiwmdun gowixaor 'L'hotatbnkiionon 
mid ihror Duriviurtun ['Hr dio Niillworto dor Argumontu. — • Pryniaolio 
Doxiiinmung dor liiuimvnnHohon Kouatanton — Yor* 

Mohwindoii gowiaxor gorador l^unkliouon I'iir dm Niillworbo doi* Aiv 
giitnouto ala Dodingiingon filr dlo Modiilun dor liyporollipUaolien 
Tliofcai'iiiiktionon. — Aiixalil dor goFnndoiion Dodingungon. -< lio- 
diiktion der 10 im Pallo p «« 4 gcAuidouon anr 0. •— Iiiaboriaoboa. 

§ 5. Dah AdiUtioimfliooroni dor hyporoIUptiooIion Vkotafniiktlonon . . 40d 

Ablolfcung oinos Additionabhooroina idr dio liyporolliptiaohon Thota- 
fbnktionon aua dor Porniel (XLII) pt^. HOO, >-< Polgornngou. 
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Elftes TCapitGl. 

Die rednzlerbaren Abelsohen lutegrale nnd die 
zug'elibrlAen TlietafiULktionen. 

§ 1. BodtiUtlou Abolsolior Iiitogralo aiif olllptlRolio 

Nobwondigo nnd hiniwcliinido Podiugung ftir dio PoriodUitiltamodnlon 
oinofl nuf otlipbisoliua rnfcogriil rodiisiorbarGii AbolBohoii IniiOgi'nlH 
Ton bcliobigom Goactilochli p. — 'Pmnsfoi'niiitlon dioaor nuf otno oin- 
fnchsto b'orin. — KtinoniBolio i^orm fdi' dio Poriodivsibltainodulon niiiOH 
I'oduziofbnron IiitcgralR. — Zorfallun dov zngoliUi'igon ThotnAtnktion. 
— HiutoriHobcH. — llodukUoii doa liyporalUpbisclion Intogmla 1 . Oi'dg. 
niif oin ollipliHciiOH dnroh nine SiibstitrUbioii 2'*"*, 8'"“ and 1'*"‘ Qrada. 
Uoduktion binomLBobor Tiitogralo nuf oUlpliaobc. 

I 2« SpoKlollo niskuSHlon dos Bnllos 

Notvondigo nnd liinroiohondo Hodiugnng fUr die Thetninodulon boini 
Vorlmndonaoin cinos roduKiorbaron fnlogrnlB dor KlasBo. — lilxistonK 
cinoa nwoiton roduziorbnron Iiitogrula. — Jiodingnng I'dr dtia Aul- 
troton imondlich violor roduaiorbnYor Inbogrnlo. — Vornllgomoinorimg 
dioacB Satxos ffir boliobigua p. — Dborgan^ xit doin nigobrniaehon 
Gobildo, — Dio Tiodiiigiing Air dio llosouluuiiaohou Modiidon k, p 
und dio VerKwoignngsiiunkto in don li'illlou X; » 2 nnd 4. 

g A. Itodiiktion Abolflohor Tntogi'nlo voiii Gosoliloolit q nnt Rolclio 
ulodrlgoroii UoNehlooIitn p 

KxUtoiiK von p rodnxiorbnron Intosralou, Bobnld einoa vorhnndon iab 
— Jiodingunif filr ibro 'ipg Foriotlnsitllliunodnlon. — Tranaformntion 
diosor Auf uino oinfaohHto iform. — KanoniBoho Form fdr dio Perio- 
dinitdlismodulon dor |) rodusiorbaron Integralo. •<- Exiatena von il-~p 
woitorou nuf Holobo vom Qoaobloolit 0 — p i-odtiziorbaron Intogmlon 
dor KI11R8O. ~ Zorl'allon dor zugohOngon TliotaAinkfcionon. >- An- 
wundiing iinf dio nllgomoinoii ThetnAmklionon. Dor Satx von 
Wirtlngor, 


Autoroiircgialor 
Sdclii'ogiator . . 



Erster Teil. 


Dio allgomoinen Tlietafnnktionen 
init boliobigon Cboi'akteristiken. 




Erstes Sapitol. 

BoHnitlon niul Ilauptoigonscliaften doi* 
TholaftuiJctiouon. 

§ 1. 

Ble einfooh uneiidliolie Thetoi'ellie. 

Untor ainor oinriicJi uiiundlit^on Tliotiiruiho voralolifc man uiiio 
luioudliclio llci]i<3 

(1) 

bai (lor (lor liOirarilliimm (less allguincliiou Gliodoo oino ^aiiKO rationiilo 
Eunkbiun Kwoitun OradoH doH SuiiimaliioitHbuchsbtibcMiS; alao; 

( 2 ) 

iafc, wo (tf hf 0 vom SnminalionBbnclifltiabon iina])lia]igigo Gi'bfion bo- 
Koiclinoii. 

Dio UnlorHuolinng Ubor dio K«nY 0 i'g 6 ]iK dor Thobvroiho xorfalll. 
in Kwoi Toilo. Im ovsfcon Toilo winl oino uolwondigo Jlodingung dor 
XonvorgoiiK onnibloll;; im Kwoiiou Iloilo wird gozoigl, daO dio go- 
iundono notwondigo ICouvorgoJiKbodingung auoh liinroiolmnd iob, 

Soil oino lioilio (1) konvoi'gioron, und »war in dom Sinno^ duti 
Rio aiiR Kwoi BolbNUlndigou konvorgonlon Uoihon: 

(») + 

iind 

W ^0 ^-1 "1“ ^-a H h ■ 

boBiielib, so muB: 

(fi) lim4»^.B, »" 0, also auoh 

niBaw ~ ffm<e 

soin. Nun iRb aboi* fUr dio gogobono Tliotnroibe: 

( 0 ) 


1 * 
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T. 1. Dio oinfiioh luwmiliolin Tliolaroilio. 


iind OH orgihb sicli dnlior alH unhvoiuligo Konvorgeuzbodingiuig dio^ 
(1»B (lor I'Qollo Toil r dor QruSo » 9* -j" si eiuon nogativou Work 
hunilKO. 

Dioso Bodh^ung r<0^ oliiio ^rolclio, wio soebeii gosioigb, you 
KonvorgouK Icoiiio llodo soin kann, voichlj al)or ancb dnzu Inn, (laB 
diu 'Tliubai'oilio koiivorgiorb^ und xwar filv alio ondlicbon Wortn dor 
GriiBon 7) »» v -h und e » & -|- U, und woiior absolnb, d. li. ao, dn(5 
iiiioli iliro Modulroilio: 


(7) 


Iconvorgonb iab. Dor Bowois fttr dioso BcUauiitung orgibb Hicli sofoii 
aiiH dom Snbxo: 

jJOiiio Roiho Oo + % "h + • • • H' »« + • • • *nib posibivon Gliodorii 
konvorgiorb, woiin: 

(8) Jim '%H1 < 1 

iiis 3 ce '•’jfl 

lab''; odor iuih dom Sab^o: 

Koilio Oq + ®i "i" ^*8 H" ‘ ‘ ‘ + + * * * posibivon Gliedorn 

konvorgiorb, woini: 

(«) lim < I 

M=SO 

ial“, woil fill’ dio Modulroilio (7): 


(10) 





8 i> 


(iIho^ Holmld r<0: 

(11) liin - 0, 

tdu-CO '*ilM 


fnise» 


UtiH IboNnUiit dor angoaboJlton Uiiboi’fluclning Inuiub also: 
I. Sabst: J)w nm/'urit wmidlieJio ThtiUmuhe: 


(i) 


^60 

'2 


'ibm •I'O 


'kommrtju'ii ««(i! awar ahmlnU tmd fiif alic mtUich&% W(^ip. (hr (Uvfkn 
b mid rt, wonn dcr nmlh Tdl t tier iJi'ofio a “=> r -I- si neijalw ist. 

Man iiolinio mm an, daB dIo GrdBfs <i «= r -f- si dio fflr dio Kon- 
Yorgoim dor Tlioirnroilio iiobwondigo nnd liinvoiohondo Bodiiigiing r<0 
ornillo; dio h bobrnoliio niaii als nnabliiiiigigo komploxo Yor- 

Hndwliolio uiid oiitspi'oolioiid don Worb dor lloilio nls ]<Hmkbiou diosor 
V(u'iindurliflh(3ii; dio GWlUo n ondlioh flotxo man gloioh Null. Dio so 



Do/initiou. Konvorgoiiis. Eigonaoliafton. 
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(loniiioi'to Ftinktion wire! 'I'hetafnnktion goiionut mid, indom slialfc dos 
BnchstiiboiiB b dor Bnolistnbo u gowiUilt wird, mit <0'(u) bozoiobnok 
Die Tlwtafii/ttktion ^(u) ial definioH dv/i'clh die 





SWK . 


m*a— eo 


die (h'bpe u ial eine wmWmyiye km^lexe V&'dnderUvJie imd wird das 
Arymnoni dar Thclafmkiion yemimt; die (hii/k si isi an die 

IConvoryenehedinyiiny r < 0 yekniipft und hoifit day Modul d&' Thetor 
ftmUioH. 

Dio (linikiih uiiuiidlicho Tliuluroiho iindot sicli ssuoi'st boi Foiu'ior^) 
iui vioi'tiun Kapitul Koinnr Thc^orio antilyliquo dn la clialonr; in dio 
)'\iiiktinnoiifDiuorifl (nngnfdlu't. nnd in ilu'or groOon IJocloutniig Itlr dioso 
oi'kaniiii wurdo hIo von Jauolii.’’) 

Auh dor noiiiulioiisgloichuiig (II) oigibt sioli sofurt ala oi'olo 
IDigoiiHchari dor Thotafunlction: 

( 1 2) J>(« -h Jti) ^(w)i 


dio Tliubarmikliion iat alnu oiiio poriodiHcbo Funkliou niit dor I’lU'iudo 
Tci. Wuitor ial: 


(111) 


<)•(« H- «) 


+eB 

^1/ Hi* H- S w (m I », 


mt-t—iD 

|-3t™ \ J)«^ 

mss— 00 


Boaclilot iiuui abor, dull dio imondliclio Koiho (il) imr oino [Jmslulliuig 
ihror Gliodor, also koiiio Andoriing iliros Wortos orloidoli, wonn man 
don HummalioiiHliuchfllabon m urn L vomulu'fc, daO also aiicli dio am 
ISiido von (III) slolioiido lloilio doii Wort 4>(«e) bbsitzl, so orgibl stcli 
auH (1)1) als zwuilo ISigonsuhnlli dor TbotaTnuktion: 

(M) -(^(i* -(-«) = 

3')urch wiodorliolfco Anivondmig dor Gloiohuiigon (I^) und (14) folgb 
fill' lioliobigo ganzu Znhlon A: 


1) li'onrior, 'llidovio analyliqno do la ohalour. Paris IBSS, png, 8S8. 

8) Jacobi, Puiulamonbn nova Iboorino Amotionnin ollipblcarum. 1880. 
(Ins. Worko Ikl. 1. IJorlin 18K1, png. 888$ insbosondoro aboi't Jacobi, Tbeorio 
dor ollipUsohon Punlcbionon, aus don ISigonaoliarton dor Tliotaroilion nbgoloitofc. 
Naob oiuor VorloHung Jaoobis in doBSon Auftrag niisgearboitofe von Porohardb. 
\V. 8. 18D0—40, ebonda png. 407. Wogen doa Datums dioior VorloBung vorgl, 
Kvonookor, Ubor die Zoit und dio Art dor IUntsbobung dor JnoobiBohon Theln> 
Ibrmobi. Borl. Der. 1801, png. 068 und J. Air MnUt. Bd. 108. 1801, png. 880. 



1. 1, hill oiuraoli imumlliHlio 'DiutMiroihu. 


(! 


(Ifi) #(w I- na -I- ;i«*) 

ithio (jloicluiiif;, voii (loruii litulitigkoib man sioli uuoh dirokfc mit ITilfo 

^ “h iJw(H H- xa -f- 

«(w '| x)“ I- y(w -I- x)« -1- — 2}t« 

IcHiui; woiiii iiuiti lioiuiliiotj (liiU Giiioruoilifl dio unondliclio 
KimIii' (II) ilnii Woi'L 4^(u) bnli»Uj woiiu inftii m um x vunnolirl;, 
iniiliM'ormiilH ullo Ziililon m iind A don Worl 1 lint. 

I'iiiilHoli HUH (II) iliiL’tdi ffliudwoiHo BiiTtiroiiiintion dor unond- 

lii'luni Itidlio (lio driUo Kif^uiiHohiiH dur '{luifiafnnkiiion: 

da 


Mull 1ml. HO dun 

II. Hiiiyi: Dili tlmrJi (th (rlaiisItHny (II) daftniiarb Tlitilafw\kiion 
IMm) iiniiitjt tin' (llrirltUHtf: 

(III) i^(h |- x/t “|- Aafi) 

itt iltr ity X lit'lirhiijti ijtiusn Zftlifm bfetiwlmm, Alls cliestir GleicJmio 
ftflu n , iiitlmr wan tlus k~ i uutl x « 0, dan undoru Mid 

s I null A ' 0 wY*!/, din sfM'zinlltn (UiiivJMnynn: 

(IV l »■(« |-xr0 -^>(«). 

(V) -O-lH I a) - - c“'*"“''-O'0e) 


^^n■vn^'^ tins drum mini nmtfrkt'hrl dir {UninhiiHi/ (lU) wmlnr rra'iiom 
hami. Pir in dm (ilnrltftut/m (IV) itiitl (V) tils Jludmiut/nt^ drs 
Ai'ffiuumlt's H iin/h'iiriidt'n (InifU’it sri mid tt ivin'dm din Pri'indislltifs- 
mttdidtn dn- Thvhfnidditm yrmaml. Wniinr t/nmyt din ThcUifaiddUm 
dir Piirrmdiidtifnii'hiiui/: 

(VI) ^ i)a 


l)iu iiii II. Stii/n iiiod(ti‘iip>l«gfeun .KiffuiiHuhiifton dor Kuiiklion 
ulmrnlilni'iHii'ii'ii /imuiiininn mil ilui* jiodiiigiinK, dnii dio l'’uiikl)ioii 
t'inworl.i|.f imil iiii Kinlliolinii iiirsondwo iniHfcotifit Hoi, dioHO l^inUtioii 
voltidilndiff. I'Ih ^ 111; nilinimli <l»r 

III. HtiU: f'lrfiilU ninn ciatmidijn mid fiir idln mdiiohnn Wnrln 
vnn it sfrlii/n MtuHhu dir knm'idrxcn VarmdedirJwn *e din (Htii- 
I'll H Ilf fni! 

(VII) fr'(« |-3i:0''' 

(VIM) 

hid bdinhiifiin ymmddiijGn Wtrlon von x nnd A die 
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]*jigon8oliulton. Bosbimmung duroh dioso. 

(IX) 6?(« -f- xa + 

HO Jcunn Hte sicii von Her JhwHtUm <9'(u) mr urn cpiten von » 

Faktor mteradhehlen; erfvXU m mfierdm Hio DiffcrmUdyluidlmig: 

«u> a'a > 

80 ist ilimr Faktoi' auelt von dom Modul a mdbJUkigiy. 

Bowois: Botrnolitob mnn 0(tt) nls Funkbion dor iionon Yor- 
liiidorlichou 

(la) ^ = 

so isii sio oinu oinwortigo itir alio vou Null versohiedonon ond- 
lichoii Worfco vou 0 sbotigo Fniilcbion diosor Voriindorlidhoii und lliBb 
sich domgomllB fUr alio gcniuinbon Worle vou 0 in diosolbo iiach 
posiiivon mid uogabivon PobouKon vou 0 fortsoliroiboudo lloiho oiiir 
wiokoln. Kolirb niuu sodaiui xur ui’sprdiiglichcn Yariablon t( 2111’Uok, 
MO orhiilt uuiii die ftlr tillo ondlicliou Worbo vuii u gilbigo !Qiibwickluiig: 

-h'o 

( 1 !)) = 

w- — « 

woliui dio yl„, von n miiibliiiiigigo Milon licKoiohuun. Fllbrl mini 
diuHo liuilio HU Blollo von 67(fO in dio Gloiolmng (IX) oiu, so vur- 
wuiidoU Hioli dio liiiko wio dio roolibo Boibo dorHolbou in oiiio imob 
doll gmiMoii PoboiiKoii von (^'* furbsoliroibondo Uoilio, und os orgibb slob, 
wouu man burilolcMiulibigb, diiU Kwoi Holclic lleihmi nur dniiii filr uUo 
Woi'bo vou it oinaudor glnioh soiii kdnnon, wonii dio ICoorii/doubou 
gloioli hohor L’oloii/on von 6'^'" boidoi’seils diosolboii sind, fdr dio Koii- 
Hliinbon A dio Boxioliuiig: 

(ao) = 

hIm uolwoiidigo und hiumicbundu Bodiiigimg daftlr, daO dio h^niklion 
(l{ii) dor (lloioluiug (IJC) gondgl. BoIkI man in (20) m = 0 und 
hiortiur in alabb x, ho orhiilb man dio (Iloicliuug: 

( 21 ) 

in wololior in oiiio boliobigo gatiKO' Znlil vortribl, und auH wolobor 
wiodov iiingokolirb dio GHoicluing ( 20 ) orhnlboii worduii knnn. Fttlirb 
lunu nbor dioaon Worb an Sbollo von A^ in dio roobbo Boibo dor 
Clloichuug ( 10 ) oiu, ao orhiilb man oudlioh: 

(22) ^(m) -= Afi^ ^lo«'(w) 

und bab dainib bowioaoii, daB dio Funkbion woim sie den Cllei- 
obungon (VII) und (VIII) gendgb, siob von der Funkbion &(u) nur 
um oinon you unabhtlngigon Fakbor unbin^obeidob. 
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I. 1. Die einruoh nuomlliolio TJiotavoiho. 


ErsebL man nan ^oitor auf der Knkou uud roohten Soite dor 
Gloichung (X) die Funkfcion auB dor Grteiohimg (22), so orhillt 
man, weil von te unabliHngig isb, xuniUdist: 


(28) 


8 «> 




d&(u) 

~~ba 


and liiomiiB soforb iiiibor 
(24) 


BoHlolcsiolifcigung der Gloicliuiig (YI): 


Damil; ist nbor bowiosoii, dnO '^ronu dio Funlcbion Q(u) dor (Boi- 
oliimg (X) gonilgb, nuoli toii dom Modal a dor Tliotnfimktion uniib- 
biliigig isL 

Ropi'iiKOiitierb man dio Worbo dor unabbUngigon Vnritiblou n durch 
dio Puiikbo oinor Ebeno, so bostimmoii die vior Worbo » » 0, a, xi, 

a oin Fni'nllologramin Zicdib man 
fornor durob. nlle Funkto u = xa and 
H Xxi, wo x und X ganzo Zublon bo> 
Koiclinon, Gj-ovndo parallel den Seiben dieses 
Piu'nllologrnmnies, so wird dio gnnzo Ebono 
in kongruentoPnrallelogramino zersohnitloii. 
Einom jodon Pntikbo u in oinem boliobigon 
diosoi' Pai'allologi’amme oubspriohb nun oin 
ihm „kongi‘nentor“ Pnnkt it ^»a—Xxi 
odor kQi'sser » = «(□ in J/q, uud os knmi 
dor Wcrb dor Tliotafunktiou im Fuukbo ?( 
init Hili’o dor Fonnol (III) nils ibrem Worbo iin Pnnkto boi*oohiio( 
woi*dou. Ill diesom Siniio goiiUgb os, don WerboTorlaiif doi’ l^uiikbioii 
^(ii) in iZg m unboi'Buclion; iusbosondei’o vorscliwindeb dio Tlieia- 
funkbioii in oiiioin Pnnkbo » daiin uiul iiur diuin, wonn nucU '0'(jto) — 0 
isb. Eb soil liior dio Frago boimbworiob .wordon, in wiovicl Fuiikbon 
von IIq und in wololioii '<}'(») voracliwindcb. 

Dio AiiKfthl dor Nullpiiiikto von ^^(tt) in und dio Sumino 
diosor Nullpiinklo wordoii diircb dio Intcgi’ole: 

(26) . /rf]ogo(«), ^ yirflojf a-(M) 

*ifu 5/„ 



yiB. 1 . 


goliolbrb, dio in posibivor llioliLitng um ilg oralrookon siiid. bTun 
isb abor nllgoinoin: 


( 26 ) 


tti rtl-\-n a 0 

j /■(«) till — I /'(«) (lit H- j f(ii) (hi -I- J f(u) du -I- I f{u) (hi 

i?# *0 trl fft+a « 

Hi » 



^gonHobnitou. Nullintnlclo. 


0 


iind dft woilior don Gfloidiniigon (TV), (V) zufolgo: 

fii' 7 \ eilogiO-ft*) dlog 4 )>(»-|-a) tflog- 0 '(«) „ 

" (lit dtr~* rftt ^ 


Ml 


isi^ »o orhillt man: 

( 28 ) 

imd fornor: 

ni Ml a 

*^8 ” ^ij ~ a^t,/ f 

0 so' 

*-!-«- y « + «). 


( 20 ) 


jrt 

"i 


Eh vorHcliwiiidot alHo dio KiiukHoii iinr eiiuual in IT^ uud Kwar 
an dor Stollo u — {sti H- a), Mjuj iiul Iblglich don 

IV. Satz: J)h Mtiikliim '&(«) tviixl 0 * fiir dw Wmia: 

(XI) it - '!-■*)« + (aA+ 1 )kj|, 

wu X, ^ bdivbiyv. ymm Zidilm (moidiiien. 

Doiudiiot mail oiidlicli, duQ dio uiiondlicho lloilso (II) iiiii' cine 
LJiiiMlonung iliror (iliudcn* also keino Andoriuig iliroH WortoH erloidot, 
wonii man m dui'uli —m ui'Hoty^ so orliillt man: 

(«0) 4>(rt)-^^(-i0 

lial uIho doll 

V. Satz: Dh isl Qine ytiradn Funklion ihrus Aryit- 

ihvmU'h a. 


§2. 

Die }7»fiioh imeudllohe Tlietareihe. Bvmlttelimg elner not- 
weitdlgeu tmd hliweloUeuden Kouvei'geusliedingiing. 

Uiilor oiiior ji-fnoli unondllolien I’hotaroilio vorstobli man oino 
^I'fuoh imoiidlicho UoihO; boi wolohor der Logai-ithmus dos all- 
gomoinoii Gliodos oino gaiisso rntionalo Funkfcion zwoiten Qmdos doi* 
j7 Sninmationsbuohstabon isli. Bins sololie FunkMon kann uimi, wonn 
man dio ^ SummaMoiisbuobstabon mib fffg, Mj, bozeiobuob 
nud ft!r die GIliedor zweii»m Oiados sioh dei* bei den quadratisdien 
Formou tibliolion Sobi'oibwoiae bedient^ in dor Gfeatoltp: 
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I. 2. Dio ji-fauh unondlioho Thotamho. 


(31) 


n=l #e‘= 




5>. 








(Ini'^telloUj und os wire! daher oino j9-&oh uuendliolio TJiotoreilio ii 
oUgomoiiistor Foiiu duroli dio Suinino: 


p p p 

(32) 2 /.=i 

ropHisontioi't, boi cloroii AusftibTUiig jodo dor p Gr9fiou m unabliiiiigi^ 
YOU den audoi'eu die lloiho doi' ganzon Zabloii you — oo bis -\-cx 
dni'chliluft 

lijino uotwondige Bediug\ing fUv dio Koiivergenz der unondliohoi 
Roiho (32) isi dio, cln3 das allgemoino Gliod doraelbon gogon !Knl 
Iconvoi'gLoi'b, Tvonii irgend wololio der p gauzon Zahlen m, eiuerloi wii 
dio llbrigou slob gloiobzoitig bG>Yegou^ ilirou absoluten Werton naul 
ilber alio Gronzen waobson. Sotzt man dahor im ollgemoinon Gliod 
dor lioiho (32) an Stollo von %, • • >, m^, dns oine Mnl dio Zaliloi 
Wif • ■ dns rikIoto Mnl die Znhlon — jw/, . . so miifi 

'\YOiiii dio Itoiho konvoigent sain soU^ eiu jedor der boidon dadurol 
oiiUtohoudoii Ausdrliolco und dahoi* niiob ilir Frodukt: 


p p 

(33) 

gogon Hull koiivoi'gicu'Oii, wonii irgoiid wololio doi* 2^ ganzon Zahloi 
m' ihrou ubsolutou Worton ntioli (iber alio Gronzoii waoJison, und mm 
orliiiK; damns sofort dio folgoiido noiwondigo JConvorgonzbodingiuig: 

Yl. Sate: Jiotseidmei tnan dm rcdlen Toil der Grope mi 
nobrnniHijo Ikdiitymig /‘Hr Hie Konvmjeiu Her 'f/wUt- 
mhe diOj dap d&‘ Amdi'itck: 

(xn) j{ ()K, I • • • I «g ^ m„ My 

ffC}/cn — oo (fdhtf mim iiyend wela/io dar ymmm Zahlen m ihrn\ 
almhieii Werien nuclt iiher alia Grengen mtdtscn. 

Es soil jotet wGitor gozoigb wonloii, daU dio soobon gofundonr 
Bodiiigung, oliiio wolobo also Yon IConYOi’gonz koino .llodo Hoin kamij 
dazu liiui'oicbt, dnfi dio Tliobamilio Icnnvnrgiorir, und zwur fllr alio 
ondlicbou Worto dor Gx-fiflon imd e = Ji + li, imd 

woitoi' absolufc, d, h., so, daB nuoh ihro Modiilroiho: 


Dolbiition, Roiivor^fonss. 
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(!U) 2 /.-i 

konvorgoui ist 

Boi (liosor Untorsuchuiig gowisso Vorbiudungoii dor G^rdDoii 
ttiif; wolcho sioh aiiintlioli ak Dotormiiiantoii von dor Foim: 
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»•« 

••• 

*1« 

91 

% • 

* ' * *t,»--l 


.-1,1 

*‘.-1.9 

* ■ * *‘i— l,r-l 

*V-i, « 


**(.9 

' ‘ ‘ 



dni'otollon litHsoti, woboi v, q, 6 Zahloii uii« dor lioilio 1, 2, • • •, 
l)u/(jiidinonj die iiiich loilwcitio odor iille oiiumdor gloioli Roiii kdiinon. 
J)or k'nll = 1 int in dor Woiho aulKufnsaou, d»b tdodiinii dio Doioi'- 
niinunfio sicli nuf daa uiiixigo USomont rodnziorbj ho dafi also 


Ml 

rj,,; mit idoufcisch iat 
aloliundon Uolnliouon 


lufolgo dor Kwisoliou dou Qrdikn r bo- 
^ 0*> 2, • • •, 2^) llndorb dio Do- 

tori!iiuuiito iliron Wort niclit, wcnii }niui q iiml tf vortmiachti as 
iati diilior stota • JJoitohtofc mini dimn, dali in dor Dotormi- 

niuito {tf <p) dio ml dou Blomoiilon r^,„, r,.f» ^ *’(..■ goblirigon 

Uiitordotoriniimnlioii Grndos, dio mit bozoiohnot 

wordon aollon, mit dou JlotorminBnlon —*'1,1 idonlisoh 

nind^ iiiid bildot dio Dolorniiuanlic: 

(M(i) 

I '?»■ '?« 

HO ol'ililll) inmi imi' Grund oinon bokanuton SatKoa dor Detovininanton- 
thoorio, wonn miin iiooh diiroli m’aotzt, dio iin b'olgondon 
\viodorholt zur Ainvondiuig kominoudo llolatiou: 

m 


vr (fo tQ ftf 


Jr^i) ,,(»■+!) 

' r—l, I’— 1' ^cr > 


dio fttr jodoH v von 1 bia p gilt, wonn man nocli im ]‘'aIlo v «=* 1 
iiiitor dor dmin luif doi' roohton Soito nufbrotondon QrSfio J'fj dio Ein- 
lioit voratoliih Bioso llolntion ist f(ir dio jotzt vorzuuobmoiidou Zor- 
logungon doi' Eoim J2(%| ■•■!%) stoi® Ango zu bohalton. 

Man uobmo nun an, dnfi dio Form | - • • | Wp) die fllr die 
Konvorgonz dor Thotaimho obon als notwondig orkannte Bedingung 
orfdUo, dafi also ihr Woj‘fc immer gogen — oo gehe, wonn irgend 
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I. 2. Dio aiiendlicho Tliohiroiho. 


woldio der p gaiizeu Zohlen m ihreu nbsoliiteii Worton iiucU flboi* 
alle Gfrenzou wuobsou, eiuerlei wio die tlbrigou siob gluiobxoitig bo- 
wogen. Daim mufi spoziell &uch: 

(38) ^ J2(%|0|..-|0) = »-1>; 

gegeu — 00 goben, woim »ij fiber idle Glrenzeii wll^si;. Dios zioht 
ftber ftir die Bodiugung < 0 naoli siob, und man knnn 
I ••• |»}^) zunSdist in die Form: 

JSK I • • ■ I »»,) + -If m„j 

' Ml ’ a •' 


(89) 


^ Ji ’"' 




bringeii. Welter mufi nber ancb: 

/ !■(*> \* 1 ‘W 

(40) JiO», I 1 0 1 ... 1 0) = < (,«, + !»»,)+ ^ 


( 1 ) 


gegeii — 00 goben, weun man unbegreuzt waobsen lafit. Wilblt 
man jedosmal an dem boti'eifondeu Werlio ron den WoH von etwa 


M) 

M * 


der Bedingimg 0 ^ < 1 gemiifi, so erbHlt man ffir don 

*■ 11 ^ 

Kooffizienteu von ni| nuf d^ roobteu Soite der GBoiclmtig (40) dio 

r (*} 

Bedingimg -~ < 0, imd man knuii nlsdonn | • •• | w/^,) in dio 
Form: 

r['J I'i'i 


( /a /a \i 

'«! + '".1 + ■ • • + ,i'i^ J 

Ml Ml Ml ' 


(41) 




•S’ 

•iV 




uu 

Wj + + 

*811 

» /(-s 

briiigeii. Woiler mufi nber aitcb: 


,.(« \ 


m 




(42) 


J^(«Hi I w, I Wg 1 0 1 ... 1 0) = r'S (fl«i + mg + Tfj ) 

' *ii *11 ' 

)\ 


riy / X *" I ' S ? . 

"W 

gegeu -< 00 goben, weun man mg uubegrenzt wacbsou Ibfit. Wilblt 



JConvorgonR. 
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mail jodosmfll m dein liofci’offondou Wortio ron 7iiinliciiBfc doii Work von 

45 

Wj (lov Bodingimg 0 ^ «ia + < 1, iiiid olsdann don Wort von 

M) M) 

w*i dor Bodiiigung 0 ^ + -4®. «/, + -^"r < 1 gemilB, so erlilllt 

4/ 4i 

man Atv don KoofllKieuton von 9n| anf dor rooUiou Seito dor 

ua) 

lot»ton Gfloiolning dio Bodiiigung < 0. ITHlu't man so fort, so 

4a 

orgibt sioli schlioOlioli ftlr | ••• | w^), imiuoi' untor dor Voraus- 
soUiing, daO os dio iin VI. Satx ang^^bono mv ICouvoigoiiz dor Thota-* 
roiho notwondigo Bodiiigung oi’fllBi^ dio Darstollimg^): 




('!») 




a. ^ 


+ 


JO 

%P-J 




,.{i) \ 


t0»~0 , / \ 


yW 


/*— Ui 


,p-i 


iind man lint xugloioli gosoliou, dab dio p aiif dor rooliton Soilo dor 
lotxton Gloicliuiig vor don fClammoni stoliondoii ICooflixionton 


(44) 


.,in 
’ II } 


J8) 

*SI» 

;a)» 


J/'-O 

» rO»-S) > 


yit) 

/p-O 


siimllich nogalivo Worto habon. 

Hiu judor dor p Smnniaiidon, aus donon sicli dio rochto Soito dor 
Gloichiiiig (48) suisainmonsotKt, iel das Produkt awoier Falctoroii, von 
donon dor orato oino nogalivo Gru8o, dei' awoito das Quadrat oiner raollou 
GrOOo ist, und os Icaiin dalinr koinor diosor Biimmanden jomals positiv 
MTordon, woloho Worto dio ganson S^alilon m auob aunohmen indgon.' In- 
foigodosson kanii dor Wort von niomals don Wort dos in dor 

jfi'”” Zoilo stohondon Snimnaudon tlborsolirciton, und os bostolit dalier, wonii 
man nooh mv Voi'oin8ioluing dio Dotorininauto dio mit dor Dotoi-mi- 


1) Jacobi, ttbor oino olomontai-o Transformation oinos iiiBoRUg aufjodoa 
von Kwoi yaviabloii-Svstomon linoiuron and bomogonen Ansdruoka, Gos. Worko 
lid. B. Borlin lB8d, png. 688. 
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I. 1!. Did unoiuUiolio Thotaroiho. 


nimtn ^'"l: >‘,i Tjo ■ * ■ il<jr qwulmtiHclion ]i*orin J2(wii | • • • | idon- 
Lisdi iHl., mil A, di« Dutorminaiilo insofovn sie dio 7.u doin 

Mlimioiili) UntordetcrmiuiuiLo 2 > — 1*™ Glrados dor Dolor- 

iiiiitaubo A ihI, mil: bovsoiohnob, dio BoKioliimg^): 

(-15) ,-<0. 

Vpp Vpp 

Nun hoBiixb iibor l»oL der Fcn-m i£(«ti | • • • | «>_) keino dor Zajilon 
9n uinon Vorxiig vor don niidorou, tnid oa bostolit dalier^ voraiisgoaolzl 
iiniuor, dali I * ‘ luigegobono Bcdingang orftUlfc, fUr 

jodoH ff von L biH p dio Doxidhuiig: 


(4(i) 


/i(m^ 


I 

VvK 


M. 


~<o, 

Vvy 


^voboi (j,,, dio v.\\ doni Ifllomoiifco gobSrigo Unterdetorminanlo 
p.. i»»i‘ (IrndoH dor DotormiiiRnto A *« r^raj • • • «• bozoiobnot. 
Hol'/i iniin hiorin an Slollo von v dor lieiho na(^ dio Zabfon 1,2, 
ninl luldioi'l dio p 4io ciitaliuidonoii llolatiouen zuoinandor, so orbiilt 
limn znniloliHb: 

('17) I |«*P ^ 2 


inid woilor, indoin nnin linlco imd roolito Soilo diosov letzfcon Kolation 
dnrob p dividiorL, gloiti1i/.oilig Kur iVbkftrxung 

MS) AA«_/c ./') 

^ Qrr 

iiiid ntr /£('W>i I • • * I «*,,) dafl Kotxt, wuh oh LudoiiLot, din TJozieinmg: 

J’ J' 

(I''') ^ ’ 

fi I (7^1 »— I 

vvohoi (lio /: Hiindilioli i^ioHikivo rwillo Oi'iUioii bozoiclinon. 

AhJ' (Jriiiid dor zulotzfe gowoimonoii Bozielinng orgibt aioli abor 
Hiil'orl: ilio Konvorgoiiz duv gogobonoii Modiilroilio (U4), indoin man 
iliomi luit dont IVodukto dor p oinliioli imondUciion, fllr nllo ondliidion 
Worto dor v konvovgonloii lloninii: 


■m 

vorgloioiil. 



(•■=.-.1,9, ••',/») 


I) \*'m IhI. daiiiib anoli dfo bfri Aiinoaimg dor Gdniolrangon (04) bonulasto 
'ritlnmilid (irwHwnii, ilatt dio DofcftniiiiNinlo • *>iji bIoIb vmi Null 

voi'Nolnuduii iHt 



KonTorgr^^ni. 
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Dainifc isi: abor bowiosen, daB dio im VI. Sab augegobeno not- 
wondigo Konvoi'genssbodingnng iu dor Tai auoh dassu hiiireiolit, dafi 
die Thotaroilio Iconvoi'gioviij und zwar ftlr alio endliclion Werto doi* 
GrOBon 'b^^ und c, und woiiior abaolubj d. h. bO; dafi auoh ihro Modul- 
roiho konvorgont isb. Das Roaulbat doi' aingoabolliion Unboi'auohung 
lautofc also: 

VII. Satz: Vie jp-/acA mmdUclie Thetm'Cilie: 

p i» p 

-•lUl-I-* -2 + + 

(XUI) ^ 

*•1 1 ' " » 

kanv&'ffimi itml mm' tthsohtl mU fur alia endliclien Wei'lo der Ch'often 
und 0, wenn der Wart das mil dm rcidlcn Tdlcn dor 
(h'llfhH a^^^. tiohiUlaU'n Atisih'udisx 

(XIV) I • . . I wg * ^ ^ w,, W/,. 

fli'fim — oo (fald, sahdd irfjend wtirJic der p ffungan Zahlm m ihron 
alisuluim Warlan nacU iihr alio (h'ougm ivaaMm, aUierloif uno (Ha 
iibrifian skh uleinhgt'Ulff Itafoof/en. 


S 8 . 


Audere Fornien fflv die Konvei*geuzbediiiguug. 


Dio filr Jt(ini \ gofundoiio, zur Konvoi^oiiz dor;j-faoli mi- 

uiulliolion Thotai'ujlio notwoiuligo und hini’oichoiido ilodingung kaiiii 
(lurcli oiii Kyaboni von Doilinginigon, woluliu aioli auaaohliofilicli auf dio 
ICoofdziontmi dor h’orni /^(Wj | ••• |w<p) boziolioii, oraotzl wordon. 
JOri'ltlll; nilnilioli dio J^'urm Jt(ini | • • • | dio angogobono Bodiuguug, 
HU ])OHlo1iun immur, wio frilhor guxoigi: wnrdo, dio p Uiigloiohhoifcoii: 


(ni.) 


< 0 , 



JP) 

ItP-^ <-o 


.TOh gilb abor auoli dna Umgokohvto. Gontlgou nilinlioli dio iCoof- 
(izionbon r ii'gond oiiior l^orm 7i(W| | • • • | ntp) dioaon p Ungloiohlioitoii, 
HO lilfib aioli dioso Kunllohsl: immor in dor ]?orm (43) zerlogon. Boi' 
dicsor Zorlognng iab abor dio Dotoi'iniuaiiiio dor p auf dor roolitoii 
Soibo vorkoinmondon, in Klainmorii oiiigoaolilosaonon liomogonoii 
liiioaroii Fiinkiiionoii dor Zahloii %; • • •, ntp von Null voraoluodon. 
(aio liak, wio unmibiiolbav »u sohon, don Werfc Hina), und os onih 
Hproolion da hor ondHohon Worton dieaoi* hkmlctionon immor auoh ond- 
lioho Worbe dor ganzen Zahlen w. Woohaon dahor iigend weloho 
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1. 8. Andcro Fotinoji fdr dio KonTOi'gensbodingang. 


dor j) gfuiswn Zahlon Wf einerloi^ wio die tUDrlgeu sioli gloicliKoiti 
bowegeiij ilu'en abBoluton Weitea nnoh liber oUe Grentson, so mv 
TTOnigatous eiiio der gennniitoii Fanktionen ihreui absoluteii Wor 
nooh llboi’ olio Grenzon \TocUeou, iind der Wort von U(«ij| •••!»« 
gebt (loun gogen — oo, dn die vor den Qaadraten diosei' Funkbionc 
stehondon Hoeffizienton (44) siimtlioh negativ siud. Jode ForJ 
i2(% I • • • I Wj), deim Koefdzicnteu r den p XJngleichboitou (61) g 
nUgen^ didier immer ancb die obeu angogobene 0 Ui' Kwmn'gei 

der p-fa(3i imendUi^m Thctmaihe nakvendigo md 'him'dfdimdo 1) 
dUtgix/ngy und es Icnnu dnlior diese Beclingmig dure/» da^ Systam dt 
p Sedingtmgm (61) oder, tvas dasseUbe, dwch das System der p B 
dingmgeit.' 

(63) (-1)'»-1,'2>0 

ersetet rntdeii. 

Dor geftmdeneii Konvergenzbedingung soil oudlicli nocb oin 
flndei*e Fom gogebou warden. Zu dem Fude betraobte man die m 
Hilfe der Koefdzienten r der Form i2(9% | “ * | gebildofco quadii 
tiacbe Form: 

(68) -H («, I • • • I ^ ttfy, 

boi dor die x nnabbdngig^ reello Vorlindorlicbe beseiolmon soUe 
Diose Foi*m IHfit sicb dauu, wenu \ die im 7II. Satz ni 

gegobeiiQ Bodingiing erftlUt oder, tvns dasselbo, wenn dio JCoofilxioufco 
r don p Uiigloiohheiteii (61) oder (62) gejiilgen, in clGraolbon Wois 
xorlcgon, wio vorhor li(Wi^ I " * I brnuobt in der Gloioluiiij 

(43) ; dio eiiie idoniisobo ist; und iiiso gilt; was aiiob dio Buchstaboi 

m bcdooteii; iiur dio Buebsiabon fn diu'ob die Buclistabeu x zn or 
Botisou. Dioso Zorlogung zoigt diuin, dab die Form Ji(xi | ** |•'Vp) ohn 
negative qundiatisobo Form ist, odor, was flassolbo sagt, atots oiiioi 
nogativon Wort Imt, wonn niebt gloiobKoiiig » 0; (r, « 0; • • « ( 

ist. Da iiumlich dio p boi dor Zorlogung anfbi'otondoii JCoeffizioiiloi 

( 44 ) siimllicb nogntiv aind, so Icaiiii dio Form oiuon poaitivoii Wori 

liborbau|)t niobt; don Wort Null abor mir danii aiiuolimeii; woiiii die 
p in don Klaininoni atoliondon bomogonou lincarou Formou doi* a 
gloifllizoitig veraobwiudon. Dios lotztoro abor ist; da dio Dotorminanto 
dorsolboii; wio vorboi' orwiBiut; von Null vorsebiodon iat; mir dann 
mSglieli; wonn alio 01*013011 os gloiolizoitig vei'scliwinden. Bozoiolinot 
nmgokohrt dbio negativo qnndrntiacho Form; so Icann 

mail diosollio in dor iiUmliolion Woiso zoi'logoii; wio os fi'Ubor mit dor 
Form jf2(wi| ••• f9»^ goaoliohon ist; man braucht dazu imr dor Boiho 
naoli dio Formon 7^ (a^ j 0 1 - - • | O), 7i(iSi ( ai^ 1 0 1 • • • 1 0), • ■ • zn liotraohton 
iiiid foatzulinlion, dnO oiiio jodo diosor Forraon; sobald niobt dio silmt^ 



Konvoiigoiiebodinguiig. niotoi'iscbos. 
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liohon dnrin vorkommoiidoa Gfi’dfioii oo Null siud^ nogaiiiv aoin miiB. 
Boi diosor Zorlegung oigoben sioh danii fUr dio Koofflzionion (44) 
wiodui' die Torlior aufgostolltou XJngleiohhoiton (51)^ und es ei'^llU 
dohor die zn -K | * ■ * | gohdrigo I'orm JR | • • • | stofcs dio 
vorhor nngogobeno m' Konvergent (?ei‘ p~facli wnendU^ien ThetauUio 
mhvendigG md h^mohmtde Bieso Bodiugung kann daher 

aiioli durelh die JkKUngmg^ daft ••• eine negatm quadraHsche 
Fom sei, emkt miden. 

Bas JSndrcsultali dor ganzoii biehorigon Uiitorsuoluing lilfit siob 
nun ondlich wio folgt aiiaaiiroohou: 

vni. Sata: J)io p-fadi mmiSliclui Thetm'eihe: 

p f j; 

(XV) 2 

lionvergicri und eioar ali&oluL und (ik aUc cndlichcn Wcrte (hr Qwfion 
und c, lomn die mil dm reelbn Tnilm tbr Grii/ien 
^ildcle quadi'aliHciic Fom,' 

(XVI) ^ 

fl ml /I'mml 

cine ncgalivo Fom hi. Diene Vcdingung ht dann uVcr aurh nur dann 
ct'fiUU, wcnn die Koeffhknten den p Vnglciddmton: 

(xvii) 

gtstdigm. 

Bio ill don iioidon lolxlou Poragnipbon iniligntoiHo Unloi'siiolnnig (Ibov 
rlio Kunvorgoitz dor jp-racli iinondliclion Tluilai'oibo wtinln von IToii'ii Pryin 
mid mil* ini Juhro IKHA nngoitlolll.^) Dor Orundgodankc dos liuwoisos, 
auf (irniid oiiior Xorlogung dor J*'<mn "* \mp) von dor Ooslialfc (<18) 

XU oinor Ungloiohniig von dor Form (49) xu goliuigon, iindoi. aioli xuoi'st 
wolil boi lU'iol;^ dio vorliogoiido Ooxtult Iiabo ioli dom Konvorgonx- 
ixiwoiso in moinor Abhandlung: Bbor dio Oonvorgonx doi* Tiiofcoi'oibo^) 
gogolion. Boi dovsolbon trilt aobUrfor] als oa bio daliin botonb woHlon war, 
xit Tago, dad, aobald man dio Bodingnng atolU, os sollo dos allgonioino 
Gliod dor 'X'hotai'oilio gogoii Null konvoigioron, woiui ivgond wololio dor 
Hunnnafcionsbuclistalion iintin absoluton Worboii imoli tlbor alio Gronxou 
waoltaoii, diosos Yorlangott alloiii acbon xn jonoi* BigouMolioili dor Porm (XVl) 
itllii'bt wololio nun ihi'Oi'seila dio abaohito Konvoi'goux dor Itoibo ilir alio 
oiidliohon Worlio dor Gi'dBon t und e naoh sioh xiolit. 

1) ICraxor und X’rym, Nouo Grtiiullagon oinor Tboorio dor allgoinoliion 
'IliobiuFimlctiononi bcrausg. von JCviusor. Loipxig 18DS, pag. 8. 

S) Briob, TJidorio dos fonoMons Abiillonuos, Paris 1870, pag. llfi. 

8) Kraxor, libor dio Oonvoi^onx dor Tbotaioibo. Matli. Ann. Bd. 40, 
1807, pag. 400. 

KritHor, 'niotnfnnkltonon. 
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1. ft. Andovo Formon fdi* dio Koiivargon»bodiiigiing. 


Bor orsto Toil dor IConvorgonssuntoraticlmng, wolchor deu Naohwoi 
cnthiilt, dali das NogutiYSoiii dor Foim 2i(iDi\ “ * [ oiiio me Konyorgoi) 
dor Thoturoihe notwouiligo Bodiiigung Inldot, ist wenig boni'beitet wordoi 
Boin VorfasBor sitid luiv joiio BuAVoiso bokatuit, wololio WolorstraO nn 
Ghristoffol hiofllr in ibron Vorlesungon tlbor dio Tiioorio der liyporallii 
tisebon uiid Abolsobon Funkiionou gogobou habon; diosolbon InKSon sio 
kurK so doratollou: 

Qubo os raoLlo GrUfien fAr woldio | [oO > 0 ist, s 
gUbo os aiitib niilonnlo nnd dalior anoh gaiiKo Zablou, rar wolcho dii 
BtattHiidol. Wu.ro daim abor 11 | • • > | > 0, so wArdo It | • • • | hm^ 

mil li Ubor alio Gronxon -wachson, Zur KonyorgoiiK dor Tliotaroiho if 
also jcdonfalls uolwondig, daft { • • • | fAr koin ivolles Wortosystoi 
doi* X positiv isfc; dann Bind abor nuv fiwoi Fftllo ntUgUdiy eiitwodor isl di 
'Form (fVj I • • • j , wio bowioson ‘werden Boll , oine oi'dinAra negati\i 
Foim, odoi’ do isfc Hingnlllr, in dor Woiso, daft sle, in Quadinto lincim 
Formon xorlogfcf nls Suinmo von (/, q nogatiyou Quadraton oi'ScUoiu 
Baft aboi* iiuoli boi lobKfcoror Annabino dio lioiho nichfc konyorgioi'on kaiu 
xoigfc ])mny indom man Gliodor dor llciho nacluvoist, woloho dom absolute 
Worfio iiuoli grUftor Bind, als oine voigogoliono Gh.'ftfio, ^vU11rond iniudostoi 
oinoL* dor Suinmalionsbaobstabou m oine boliebig gi’ofto positivo gaiizo Zal 
tiborstoigl. 

Boi' xwoito Toil dor KonyorgonxmiiorBuoluing, woloUor den l^nobwo 
onthJlll, daft das I^ogatiysoin dor Form | ' * * | oiue sur absolute 
Koiivorgouz dor 'Jliotaiviho fAr alio oudliolion h iind o liinroiohoiido B 
dingung ikI, bnl dagogon violfacho Boarboitniig gofiindon. Bio salilroiolii 
liowoiflu lassoii aiuh in xwoi Klasson oinfcoileu; dio Boweise dor orsti 
Kliiflso orbringon, obonso wio dor obon niifcgotoilto, don gowAnscliton Niio 
woifl dndai'oh, daft sio die Modulroiho (34) dor jf-fhcli nnoiulliolion Tholi 
roibo mil dom Brodiikto von p oinfauh iniondlichon Ifcoihcii vprgluiolini 
dio Bowoiso dor xwoifcon Klnsso dugogon dadiirob, daft sio dio jifodnlroil 
(34) (lui'oU griippoiuvoiNos Zusaminoiifbsson iliror Gliodor niit oinor oinzige 
oinl'ooli unmidlicliou Boiho yoi'gloiohon. 

Bewoiao dor oraton Klasao. 

Von Woioi‘Hiraft‘) rAlirt dor folgondo Bowois lior: Gobi dio Fon 
if/ (fVi I • • • 1 0 !-) diirob ohm ortliogonalo Substitution in — Aim 

I'usl 

uiid wird mil h dio kloinsfco dor p poRitivon GrOftnn Z\, • • •, bozoioliim 
so ist fAr alio roolluii Woi’lo dor a': 

p , 

(B4) I ■ • • iiCp) Vl 

r«uL 

1) 'WoinrstraQ, Vorlosungon Abor dio Thoorio dor liyporollipliHolmii Fnnl 
tionon, W. S. nloIio Slalil, Tlioorlo tlor Abnisolion Fimktionoi 

Loi)Mig pag. 804. Wonigor oinrnoh inb idii auf dorsolbon Gruiulla^ 

riiliondor Ilowois dos Tlorrii Thomaoi Sainmlimg von Forinoln, woloho boi At 
wondung dor olliptisohon iind Itosonhaiiuiohon Ifkiiiktlonou gobrauolif. wuvdoi 
Ilallo tK70, pog. 88. 


ICoiiTorgouKbowoiBO von WoiorsU'aO n. A. 
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odor, da wogon dor OrthogooalitUt dor Substitution ist, anoli: 




vml 


( 66 ) 


V=1 


Auf Ghrund dicsor Ungloiobung orgibt sioli abor dio IConvoi'gouK dor Kodul- 
I'oiho (84) Bofort, indom man dioso luit dom Frodukto dor uinfaoh un- 
ondliolion koiivorgoiiton Boilion: 

(60) 
yorgloiohi 

Ohristoffol ^) hat dio XTugloiohung (66) auf folgoncln Woiso nb- 
goloitot. Man bossoiohuo mil — It don gi*68ton Wort, don dio Form 
Ji (» J • • • I «p) fttr alio jono Wortsystomo , ■ • • , aJp iiununint, fttr wololio 
p 

^xl=‘ 1 ist. D'ttr oin bcliobigea WortoHyslom arj, • • *, OL, ftlr wolclios 

I'-ai ^ 


s 




P_ _ 

~ 8«i, ist dann ^^(iPi ! ••• |®p) <C“ woraus Hofort, indnin man 

vail ^ 

duroh ^Xr nrsotxt, dio Uiigloieimng (66) folgt. 

I'lBlJ 

Nooli oini'achor kami man, wio lion* Frym in nitittv VorloHimg nn- 
gogobon hat, xu dor Ungloiclrang (66) duroh dio tll)oii«gnng golangun, 
da0 difl Form | * ’ ‘ | •Tp), wonn sic oino uogntivo iHl (wuh hIoIk uihI 
nur untur don p liodingungon (51) dor Fall ist) oino Kolohn Idoibl., wonn 
man allgomoin duroh + orsoijst, woboi =«» 1. odor 0 [hI<, 
jo naohdoni ^ ist odor nioht, nnd h oino lilnroioliuiul Iclohio posil.ivo 
ClrOdo boxoichnot; os ist dann f6r nllo roollon Worto dor .r: 

p p 


(67) 

odor 




lt(xi\“-\x^)<~k^xl. 

real 


In dio omto Klasso gohlh'on fomor dor nur fUr y) 9 angognbono 
Bowois von Uosonliain^, als dosson Vomllgomninoi'iing inoin obigor an- 
gosolion woi'don kaiin, insofoiii or filr p‘^2 mib ihm idonlisuli wild, und 
oin Bowois dos Ilorrn v. Balwigk^). 

1) Chrifltoffol, Dio Oouvorgone dor Jacobioohon •O’dloiho mit don Moduln 
Itiomanns. Siitiriohor Viortoljnhrssobr. Bd. 41. 1800, pag. 8. 

S) llofloiihain, Mdinoii'o Bur los fonotions do donx voriablos ot It qnatro 
pdriodOB qui sent los invomos dos intdgralos ultra- ollipllquca do la ijrainibrn 
olnsao. Mdm. prds. par div. say. Paend. doa ao. do I'inat. nab. do Ifrancc. So. 
math, ot pl^B. 1. 11. 1861, png, 888 { auoh (leutsoh in Oatwalda KlaHsikorn dor 
oxakton Wiaaonaobafton Nr. 06. 

8) V. Dalwigk, Boitrfigo xur llioorio dor Thotafbnktionon von p Vanablon. 
Nova Aota Loop. Bd. 67. 1803, petg. 28S. 
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1, 8. Andoro ITorraoii fflr dio Koiivergonabodingniig. 


Bewelee dor oweitoxi XIosbo. 

Doi' Biemannsohe Bewois^) bcmutzt oinon Hilfssatz, dor in dev 
I<^kssung dos Horni IIurwitK^ folgondermaOeiL lautet: „i}s sei b eino 
ondliolio GrOfio, a elno Vnriablo, dio nur dio Wevto, wolebo gloioli odor grdiior 
Ills b Bind} tumoliinon soil. Sind mm f(ic) und ff (sti) xwoi Fnnktioiion, 
die bosUlndig positiv siud und von donon die ovsto mit wnobsondom v 
abniinmt, dio swoite (bis ins Uuondlioho) sunimmi, nnd ist dio Anxitlil 
dor Q-Uodoi' oiner Boiho mit positivon Gliedom, dio gloioh odei* gi'dOor ills 
/’(a’) sincli gloidi odor lileinor als g(so), so konvoi'giert dio Boibe, wonn 

to 

das Intogrnl J f(x) Ax konvorgiort.** TJm die Konvorgonx dor Modul- 
& 

roiho (Sd) auE Gruud diosos nUfesatxos zu boweisen, brings innn das all- 
gomoino Gliod dersolbon, indom luau p roollo GrUfioii diiroli dio Glui- 
olumgon : 

(69) 

bostimmi, in dio Form: 


(oo) 





p 

H- + * 

p^i 






und logo dor Konvorgonzuniiorsuoliung dio von (34) nur nm oinon Fiilctor 
vorsohiodoiio Boiho: 

p P 

( 01 ) ^ = 

iHir-*Wp 

m OruiidH. Diiroh die Qloiulumg 

wird, wonn dio x dio rochtwinkligon JCooi’dinaton oinos Bniiincs voii 
P JDlnionsiojion sind, oino goaohlossono, sioh iiii'gonds ins Unondliolio oi'- 
Nlroolcundo Hnnnigfaltigkoii von p — 1 Dinionsionon donniort, diireh 
wolelio doi' ganzo Baum von p Binicuisioiion in zwoi Toile gotoilt wird, 
oinon inuovon^ fiir dosseu Funkto dio linko Soilo doi* Oloiohung (G2) < /»^ 
ist, mid oinon iluOoron, illr don diosolbo > A* isi. Dos Volunioii dos 
lunenraumos wire! dtii’oh dos Iniogral: 


1) Itiiomnnn, Convoi'gonz dor p-fooli unondliolion Thotn-Iloiho. 18Q1. 
Qos. lualli. Worke. roipxig 1870| png. 468, 

8) IliivvritSi t^bor lliomanns Oonvorgonekritoi'iuni. Matli. Ann. lid. 44. 
■ png. 88. 
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(63) ‘ 

geliofort, wonn desson Qi'enzon aiis dor Gloiohung (62) bostimint wordou. 
Dio Anssidil nlloi* „Gitlori)unkto'* • • •> flL “ (woboi 

dio gMizo Slinhlon, dio i dio obon oingoftlhriion Gi'dflon bozoiobnon), 
wololio im lunorn odoi* atif dor Bogi'onzimg von M)^ liegon, mSgo mii 
bozoiohnot werdon> Dioselbon sind dio Dckpunkto einoi* Anxnhl von Po- 
inllolotopon, von donon jodoa don luhalt 1 lint, und dio gnnz innorhnlb von 
liogon. !irtb' dio Anxnlil diosoi* Parnllolotopo gilt donn, dn jodos 
Pnralloloiop 2^ Eckpuiikto hat, don im lunoron von liogondon 
Parnllolotopon nbor oiii Toil ibror £okpimki» gemoinanm ist, die Ungloiohung: 

(64) 

Nnn stollt nbor Ktigloicli den Gi»anitinbnll dioaer gnnz innm'hnlb ]l^)^ 
gologonon Fnrallelotopou dnr iiiul isi dnhor < t7)i; also iat a fortioii: 
(60) ^*<2''/, 

nnd dn, win dor Iiiiogralaiiadriiok (63) zoigi; 

(66) J* - 

iat, 80 lint man ondlioh:') 

(67) 

Ana dioaor Uiigloioluing orgilit aicli nbor aoibrt dio Konvorgonz dor iloilio 
(OL) tiiitor Amvondtiiig dua obigon TIilfaantxoa, iudom man: 

(68) i7(^)“(2a^)'*j; 

80tzl. 

Nnulidoni dio Uiigloicbuiig (67) goivoimon isl, knnn man dio KoiivoT’ 
gonz dor Iloilio (61) nnoli olino Ikmitziing doa Jlionmnnsolion Ilillbanizoa 
rolgoiidcrinaUoii bowoiaoii. Ulan doiiko siub dio Mannigf'nlUgkoiloii 

Jlij, il/,, • • •, M„i ' ' • konalruiort uud fnaso dio Olieder dor Iloilio (6l) 
gruppoinvoiHo xnsaniinon, indom man in dio n'" Gruppo jono Glioder anf- 
niniint, fill* wolclio dio Gittmiranklo + 

xwiaolioii und ilf„, dio Ilogronzung dos loUtoron inliogriiron, Uogon; 

08 itil dunii dio Anznlil diosor Gliinlor nnd dor Boti'ag jodoa 

flinzolnon Oliodoa Dn nbor 

(oa) 

ist, so (U'gilii sioli snl'orl dio IConvoi’goiiK dor Iloilio (Cl), iudom man dioao 
niiti dor oinfncli luioiidliohoii konvorgonton lloiho; 

(70) ^ 

vorgloioht.*) " 

1) lliomniin boniilzb atati dor Ungloiohung (07) wouigor omfnoli dio Gronz* 
gloiobung llin {ZfJT^ 

Aa» 

8) Dioaor Qodanko ist von Uorru Thoinaoi KonvorgonM dor 'X'liofcnroihon, 
Z. fUr Afatb, Bd. 80. 1880, png. 18 undi t)bor oino aposlollo Elosao Abotaobor 
Piinotionon vom Qoaohlooltb 0, IIaIIo 1870, pog, 80 «u Konvoi'gonzbowoiaen dor 
zwoilhob und droli'noh unondliobon Tbotaroibon vorwondob wordon, dodli sind 
boido fiowoiso niolib foltlorlVoi. 



2^ 


I, 4. IDio Fnnkiion | I * “ I 


Von Klinliolion Gosichtspunkton golion dio gloiohfalls in dio xwoito 
KliiRRfl gehOrif'on KonvorgoiiJsbo'Nvoiso dor Horron v. Dahvigk^) iind 
Jordan^ 


§4. 

Die Duuktion <8'(4<i | Ug | > • • | tt^). 

Yon dun i ) OrdBoii nolimo man nu^ dafi hio dio iiu 

VIII. SiiiiK luigogobono iUr dio KonvoigoiiK dor Tlietaraiho nobwoudigu 
und liiiiroicliondo Mingling orfQlloii, nllinlicli claI5 dio huh ihron 
rooUoii Toilou gobildoto (jimdruiiiBcho J<*oi'in 

,,«1 I^L 

cino iiogabivu soi; dio GrdBon bolraolilo innn ala ua[ibha>ngigo Icom- 
ploxo Vfli'liiidorlidio mid ontsprochciid don Wort dor Iloilio »Ir Fnnktion 
diusnr Voraiidorliclioii; dio (^‘56o a oiidlicli sotsso iniui gloicb Null. 
Dio flo doiLiiioriio Funktiun wird Tliotafiuiktion gonuiint und, indom 
Btiiit dfls Biiulistiibuns h dor BiicListnbo go-wablt winl, mil 

(ki I I * " I ftp) buKoichuot. 

I)k Tiicta/mMioii O \n^ \ » • • 1 isi (infmhrt dv/rcUh die Gleiohuitg: 

p p p 

(xvni) ^ ; 

Wj. 

difi p (jriif*^cn «£, «y, •••,«,, eiirti mitfhhniiffiffe kofnjdtvee Vta'andaiiahc 
Mid tmdeH Hie Ai'ymnmte thr Tbahtf'nnliUon (jenmmt; die wciler vot'^ 
kowmmdm I p(p -I- 1) (irepea (/a, /t' 1, 2, • • •, p) sind 

an dio hi VUJ. Sals unr/t'gciioiiG A'ouv&'ffonshodinffwiff ffehiiipft und 
luiifkn dh Moihden dvv ThoUtfmtliUon, 

Dio xwoifauli unondliuhoii . n^hubiroibon bnliun KiomUoh gloiohxoitig 
Cldpol”) iiml liosoiihntu'^) mtfgostulll und dor Tlioorio dor hyporollip- 
liiNoluiii l^nnkliouoii orMlor Ordnung xu Gruiido gulogi.. Fdr boliobigos p 
wimlfl]i (11(1 'rhuliiroihoii von Wolorstraii^) niid liioiniinn'') nufgoslolU, 


1} V. Ddlurigk, J)«itr}lg(j xnr Tlicorio oto. png. SRO. 

8) Jordan, Cootr fl'amilyHa do I'Jiioolo polyloolnuqito. Dil. 8. Pni‘iH 1804, 
pug. OJR. 

H) (Itijol, ’I'liooi'ino IrnnocondonUinii Abolinnarum pi*inii ordiiiiH aduuibrutio 
Invlx. .1. fnr Mntli. Md. sr*. 18d7, png. 877; ibuoh doutnoh in OabwnldH KlnsBikorn 
dor oxnidioii WiHHoiiBobafton Nr. 07. 

I) llnsunhnin, M($inoirn mir los fonoliouH ufco. png. S87. 

6) WaiovMlran, lioitrng xnr Tlioorio dor Abolndlien Infcogrnlo. ISIO. Mnlh. 
Woi'ko 11(1, 1. M(srHn 1800, png, X81, 

0) lliomntiii, Thoorit) dor Abolselion Fnnktionon 1807. Qob. mnbb. Worko. 
JjOipidg 1870, png. 180. 



UGflnitifln. ISigonsoliafton. 


23 


(louli war dio Mdglichkoit dor VoraDgomoiiiorung doi* sswoifaoh iinondliolion 
Uoihon uuf boliobigoB i) solion von llosonhain^) und GOpol^ boinoi’kfi 
wordou. 

IX Satz: JMe durcii dm Qlcidmig (XVIII) dof%nmta Thetafkvttklion 

^ I «s I * • • I **ii ) Gloidimg: 


(XIX) 


^ ^ I • • • I Wj. 

\ /<'“J /Iwi > 


P P *» 


^sai H’si 


/•“I 


in dr.)' hdidnyn yttivsc Zalilnn hcgeiclmcn. Atis 

dienar Oloiciiung tjehm, rndmi man das aiim Mid die iihrigm 

p~l Zahlm A und din p Ziddfin % ghicit Null sidet, das andeti} Mol 
X,.— 1, diP. ubrigan ;j — 1 Zulden u und die p Zaldm X gluirJi Null 
spM, die Sjwidlcn (ileitiliungm 

(XX) fl- (« J . • . I + jc I [ . . . I »,) - fl- (»j I . - I n,. I ... I u,,), 

(XXI) .fr(«i -f- «xj l«^ + *■' l“/<) 

(m(,S, ,p) 

luiivar, am damn man migakrliii dh Glmhang (XIX) wieder WMmgen 
h'lmn, Jn dm 'Jp GkipJ^w^//f}f^, ivelcim iwh dim P'omeln (XX), (XXI) 
/‘Hr »M. I, 2, ..., p hiirvorgehm, U'clnn auf den linken SnUon dh 
2 p (JriilMwjshnm: 


(XXII) 


JT'/, 0 

0. 


; 

3ti, 


a 


Ilf 


a 




^1»» 


•■in 


*vi 


0, 0, . . ., jti a^pr ' ' 'i ^hp 

nls Hynlemn ghwhspiUgpr Andpmngen dor Vuridhhn Ui, • . ■, h,, auf\ 
J)m(i 2p Hgdcme von jn p Orii/iPM waden iHe 2p ^/stnma stmmmm- 
gnldirigor Pm'mlisitntHmDiiHlcn der Thclnfimfdion gtsnmnl. Au/2(a' don 
OlnitdMnfjcn (XX), (XXI) gen&gt die 2'hetafunklion den jiiJ(lJ+l) 
JHlfmmUdylehUungan: 

<«■“) 

M dmen » — 4 isl, toenn v; dagogm n » 2, wem if 





1) Uosonhaiu, AuKug mohroror Sohroibon das Dr. Aosenhain nn Ilorm 
X’rof. Jacobi flbor (Ho hyporolliptisolion Tmnaoondonbou. 1. Brief d. d. 8. XX. 
1844. J. fHr Matii. Bd. 40. 1860, png. 887. 

8) OOpoI, Theoriao traneo, etc, pag. 880. Anm. 
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T. % Die Foaktiott '9' (»! | «a | • • • I «/»)• 

Boiveis: Um die Bichtigbeii der Giloiohuiig (XIX) m xoigoii, Insso 
man in der Gleichung (XVIII), indem man miter 
h} •■■j Znlilen vomteht, die GrilBeu %, Wp in tfio 

GirBfieu: 

(72) 2 #•' + 

Ubei'golieu; ea gelit dann der Bzponout des oUgemeinon Giliodos dor 
auf der recbten Seite stehendeii unendliohen Beiho in 


(73) 


pal pSi /lal \ fiCl 

p' (W/I + */r) + *,(■) + 2 ^ (m^, + Kp) Mp 


') 


#.=1 ^*'-1 


/.-I 


/( = 1 ft^l ^'*1 pe-l 


tibor und man erhillt zunilcbat, da fiir nlle Woi'te dor gouzon Zahlon 


m und X’. 

»i*. 

(74) 

ist, dio Gfloiohung: 



,iti 


\ /c'«l psi 


(76) 


p p p 


p 








BcnoJitot man nun, dafi dor Woi‘t dor in dor lotztou Zoilo sfcohomlon 
Boihe sioJi iiioht Hiidorb, weiin man dio Summatioiiabiiohstaboii m inn 
boliobige gauze Zablon iindort, mid liiBf: demznfolgo Blr ju » 1, 2, •••,)) 
in tn^ — flbeigelien, so gobi; dio geiiaiinto Beiho in dio umpriing- 
Hobo die Junbtion ^(tfi | '** |t^p) deiiiiioi'oudo Beiho (XVJII) tibor, mid 
man orhiilt so ftir dioso Aiubtion die zu boi^oisendo GUoioliung (XiX). 
— Bio Bioliliglcoit der Biifei'oniiinJgloiohiingon (XXIII) orgibt sich, 
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wonu man die Yorlangton Di^reiitiatioiion nn der die Thetaf^inkUon 
(larsfcollonden Uoihe gliodwoiae ansfUhrt. 

Dio im IX. Sais iiiedorgelegten Digenschaftieii dor iFunktion 
!••• |»P ohnrnktorisioron zasammon mit dor Bodiugung, da6 dio 
Fnukliion eiiiwortig uud im Endliolien nirgeiidwo unstotig soi, dioso 
FnnkMon yollsfcilndig. Do gilb n&slioli dor 

X Sato: erne einwertige md fivr aUe endiit^im it sieHge 

.VhmhHon («! | • • • | ifp) der komplexm VerdnderlicJien «i, •••, die 
2j) Gleichmgcn: 

(XXIV) + 

(XXV) e («1 + flip I ■ ■ • I (Mi I ■ ■ ■ I *0 

,rt 


odci't teas daaselbe aagtj hci 'bdi(d)igett gmieealMgen W&'tm der it, X die 
Qleiehmg: 


(XXVI) 


® ( *** + ^ */*■“*/*' + ^ I ■ ■ ‘ I «p + 5 


0 


1 * 0 ; 


Hit kmn m M von der FtudiOon 0'(«i | • • • | it^ nur urn einen von dm 
n umdihi'mgigen FijdUor mterschcUten; erfHUl sic milkrdam die J p (p + 1) 
Biffo'CiUialgloicImigcn : 


(XXVII) 


• • • I d ff(«i I 





hit deiien m »= 4 i4, mnn v' ^ v\ dugcgcn n <= 2, mnn p''^v, so isi 
tliescr Fiklor mcit von don Moikdm a mdOhmgig. 

Jkivcis: Au! Gruud dor Gloiohnug (XXIV) iab dio Fiinkbion 
(} (»! I " • 1 11^ I'dr allo oudUolioii Worlo doi' n dai'sbollbar dnroli die- 
Holbo nuoh posibivon und nogaiivon rotouKon dor Grdfion 
forbsolu'oifcoiulo Uoiho von dor Form: 

(7G) " ", 


woboi dio A von don u uuabHIlugigo Gi'bfion bodoubon.^) Fdlirb man 
dioso lloiho an Stella von | ••• |w„) in dia Gloi(^ung (XXVI) 
oiii) 80 varwnndolb sidi dio linko wio dio raalibo Soibo dorsdbon in 
oino nnoh don gmizon Potenzon von fortsolireibendo 


1 ) Vgl. Slahlt Tb. d. Abelaohon runkbioncn, pog. 109 . 
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I. d. Uio Funkiion <8' (t(] | ttg | ■ ■ ■ | »fi) • 


BeiliQ, imd ea orgibt sicb, wonn mnii borUcUBichtigi;, dafi zwoi Bobbin 
lioihon nnr dnuii fUr alio Woi'to dor u oinoDdor gloioli aoin Icuiiiion 
wonn dio Kooffizionlon gloioli bohor Potenzon der Gb'Sfion • * *> c*". 
boidoi'Boits diosolbon siud^ fUr dio Koustanteii A dio Bozioliiuig: 


(17) 


••• Wjl+*p 



P P 


alR notwondigo nod hiuroiohcnde Bodinguug dufilv, dafi dio Fiiiiklioi 
(t («! I • • ■ I ?(-p) dor Gloioliuiig (XXVI) gonilgt. Setzt man in (77 
B « 0 und orso&i biornuf don Buchstabon » diiroh doi 
Biiohstebon m, ho orhalb man dio Gloioliung: 


p p 

(78) 

iii ivoLolior dio m boliobige ganxe Zrililon yoi^iiroton, und aiis wolclioi 
‘wiodor umgokolirii dio Gloiohiing (77) orlialtou wordon kauii. 
innii abor dioaon Worb au Slolle von in dio roclilo Soito dui 

Gloiohuiig (70) oiu, ho orh^b man: 

p p p 

— •iixi-w ^ ^ "/I Vi* ® JS* 

(79) ^ 

odor oiidliob; iiidoin man Aq,..d k(Ii%or init A bezoiolinoi: 


(80) ••• l«p) = I f«p)- 

Biunil. iaii bomoaon, dull dio k'niikfcion G' (»| | • • • | woiiii mo don 
Gloioliungon (XXIV) und (XXV) gontigb; hicIi voji dor li'unkliuii 
'l>'(»i I • • • iiur inn oiiiou von den Argnmonton » due Tliutaliinkbion 
iniiibhiliigigon I'akbor unboraoboidoU 

Braob'/b man nun ivoitor aiif dor linlcon nnd raolifcon Soilo doi 
Gloicluing (XXVII) dio b'nnklton 6r(M^ | ■ • • | aus dor Gloiohuiig (HO), 
so orhitll; man, iroil A von don tt unnbhllngig inb, zniiHchat: 


(HI) 


I ••• |«P BA ,08'(«i 

^ QHd'u “ « ^ C'^1 I • ■ • I «!») + - - 


««) 


I'l^ 


da 


und JiioraiiH aofurb unloi* Bertlcksiuliligiiiig dor Gloiohiingon (XXIll): 


(82) 



0. 


Daniil iat abor bowioaoii, dnO dor Fakbor A, wonn dio Funkbion 
6^ I • • • [ t^,,) don Gloiobniigon (XXVII) goiiUgb, niioli von don Mo- 
dulon a dor Tbokfunkbion imabbllngig ist 
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Intorpretierb mnu dio roollou und imnginiirou Toilo dor Yaviabloii 
ols rachtwliikligo PniUcbkoordiuaton in oinem Bnumo von 
2^ Dimonsionou^ so oiitspnolifc oiuom GhrSfiongobioto 

p p 

(83) + + 

ffBl fi^L 

boi dom dio li, I dio Worto 

( 8 ^ 1 ) ffn S \ ^ < A/, -h -.rt 

wo dio ff, h gogcbono ICoiiflUiniion siud, slobig diivclilnnfon, oin F(U'a11o1o- 
lop doH llainnos. LilBb man fornor an Sfcollo dor It ttllo mugliolion 
Sysliomo von 2^i gtinxon Zahlen broton, so urliiUb man don ganzoii 
Uanm in sololio niiborointuidor kongi'uonto Pai'nllelobopo oingoboilb. 
Nonnb man daa dom Wortosyatome g^^' • • *• = Ai ■“ 0 

(mtaprooliondo ParalloIotopJToj aoonbspnohboinoin jodoiiPiiiikbeUi, •• •, 
in oinom ])oliobigon dioaov J^arfdlolobopo oin ihm ,,kongnionbor^' Pnnkb 
m}®J, • • •, in IJq, fill* wolohon boi ganz/.ah1igon a, A: 

(8fi) _ ,t|«) = ^ ai, . . •, ^ + Aprti 


/«»1 /mJ 

odor ktlr/ors 

(HO) , 


ialj nnd os kanii dor Worb dor Tliebifiinkbion im Punklu a,, • • •, n„ 
iiiib 1-lilfo dor Formcl (XIK) una ikroni Wcrfco im Pniiktu • • *, 
boroohnol wordon. in dioaom Sinno goiingt oS; don WorlovorlimC dor 
dor Funkbioii ‘0'0b|"*|i(p in /Tg mi niibormicliou; iimboaoiidoro vor- 
auliwindot dio Thobafimktioil in oinem L^unklo Oj, > • dann nnd 
mil* dann, wonii auoli ••• |ttp>) — 0 ist Ea soil hior dio Frago 

naoii dor Aiiznlil jouor Puiikbo in boaiibworbob wordon, wolclio 
;) Gleicliniigon; 

(HV) 

gontigun, in doiiun dio n gogobcno Konsbonbon boxoiohnoii, dio nnbtlrlich 
NO gowilhlb soioii, dufi nidib aus dom Bosbohou oinor diosor p (iiioi- 
okungon diis Jiosbolion oinor dor dbrigon folgb, d. ii. so, diiB koino 
zw(ji dor p GrbBonsysborao • ♦ •, (/» « 1, 2, • • •, p) oinandor 

kongrnonb siud. 

ZimiUdisb Icann man dio gosbollbo k'rogo i'dr eino apoziollo Arb 
von Thobafunkbionon boanbworbou. Habon nilmlioh alio Thobamodulon 
bei douou Jsb, don Werb ITiill, so zoifiUlb ‘0'((t|] ••• 

1) Man voi^loiolio dasu don Anibng doe folgradon Favographon und dos 
§ 1 doB ly. Kaplbols. 
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I, 4. Bio Fnnktion ] iCg | • • • [ »j))< 


in <1a8 Prodiikb Ton j> Thetnfunkbionen je einor Yer^dei'lichon; voi 
clonen dio als Argument iiud nls Modiil bositzi. Dne Glei 
cbaugonBystem (87) aber hat danii nnch dem lY. Satz j?! Lfisiuigoii 
welolie dnrch die Kongruonzen: 

. . «1 ^ Sai + i + «Jl)» «11 ^ 

gelioferfc woMon, wenn jnan danu an Stello yon a /3 • • • p dor Roilu 
nnoli dio pi Formniationon der Zohlen 1, 2^ ’ ‘ P Bei»t. 

Dioses Ilosnltai gilt anoli Mr ullgemeiiiG Thetnfunktionou. Naoli 
ICroueoker*) wird i^lmlioh Mr p Gloiohungen: 

(89) = 
zwiachon p komplexon Yoi^nderlicben ; 

(90) = + 

die Aiiuilil der innorhnib oiner geschloasenen Mamiigialbigkoit: 

(91) ■F(»J'-'l»,kil"-|!/,)“0 

gologonou Wurzelii durch eiii fiber dieselbe orstrooktua 

Integral geliofert. L»i3t man jotzt die iCoeMzienten dor Fuiikbionou 
/!,•••, /i sich atotig Undoni^ so knnn sioh nuoli der Wort doa go- 
iiAunten futogrels iitir atotig ilndoiii; bloibt alao^ da or aeinor Natiu* 
imoli immor gaiizzablig aoin mufi; nngeUndert. Barana abbliofit mau^ 
daA dio Anzahl dor Ldaungen dos dleiolniiigasjatoma (87) Mr alio 
WorLo dor ThoUmodiilon dio gloicho Jatj idso atots pi botriigt. 
XI. Bats: Die p GUit^mngm: 


(xxvm) 


■O’ I Mj Cia I * ■ ■ I **#) " ^Lp) “ 
^ (wi “ rgj I Wg ~ *^8 1 * ' ‘ I **ji ^*ap) “ 


|«p-e^^ = 0 

tiaben p! inkongm^i^ L^mgcn Id gef/dbenen Worten der Komtanien e. 

Dor XL Batx ilHn't vou Poinoard^ her. IMr dio Sumino doi' pi LO- 
aiingon (88) orhUlt man, da -^-pl alola oino giuizo Zahl ist: 

(92) = (P - 1)1 ^ = (P - 1)1 ^ V, 

(*=•1 

aiicli dioso ICnngiiionxoiL bloibon, wio Foinoard'*) goxoigt hat, Mr nllgomoino 
TIioLariinktionon ricliiig. 


1 ) Kronookor, Ubor SyBlemo von FimcMonon inohror Vavinboln. Borl, 
]k>L'. 1808, png. lOO. , 

2) Foincai'd, Snr Ion fonotionn abdliotmoa. C. It. Bd. 02. 1881, pag. 9C8 
iind: Sur los fonotione &. 8iil]. B, M. F. Bd. 11. 1888, png. ISO. 

8) Foinoard, Sur los i'onobions abdlionnos, Am. J. Bd. B. 1880, png. 280. 
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§5. 

ElufUluMiugr der Ohavaktevistiken. Die Duuktlon 

Aus don 'oben angosclinoboiion 2p Syatonion kon'oflpondioroudor 
PeriodiKitHtsmodulou (XXII) dor Tbotuifiuiktiioii lilUfc nioli inifc Ilill'o 
$'edlGr GrOflon Aj, • • •, A^ ein jodoa boliobigfo Syatom von 

p Grdfieu c^, • • •> iiomor mid mir anf oino Woiao in dor Pormr 

p r 

(93) c, H- V* 

liiioar KusammensotKon. Bessoiohnot man nSmlioii don ruollon Toil vuii 
a^f^ wio schoii fiilhoi* mit r^f,, don lalioralon mil: don rooUou 

Toil von 0 , mit A,, don latoralon mit l^i imd li'ounfc iilsdiiiin in <h»i 
Gleidnmgon (98) dio roollon und iatornloii Teilo^ so ortullt initii dio 
zwoi Syateme von jo p in Bozug aiif dio GitiBon g, h liiiuaron (lloi- 


oliungon: 



(94) 





fitatl 

(96) 




/«— i #i«i 


YOU ilonon das oralo, woil dio Dotonniimiito *** 

§ 2 gozoigt iviirde, stoto voii Null voraoliiodon ini, dio p UvnUnti // oiii- 
doutig bostimint; und bioruul' day zwoito, naolulom mnit darin un Kbidlii 
dor g dio gofundoiien Worto oiiigoRotxt 1ml; dio xiigobiiri^tn Wnrto 

doi* A liofort. JDor Komplox (J* dor 2p so bustiinnitoii roullim 

GihIBou g, A soil dio Pariodimcharakl&'idiU dns On’iliciiHyHlnniH r,, 
gonauut wordoii. 

In die ku Aufiuig doa § 9 aulgoatollto iinoiidlinho 'I'liotiv- 

i-oiho (32) fUliro man jotzt an Stoilo dor MBoii 7 ji, ■ » A^ dio (JWJBoii 
«i + Ci; • • •, Mp + ^ WH; iiidoin man untor ■ •, nnabliilngi^^o 
komploxo VeriinderlioliO; untor Cj, • • willktlrliolio kojnploxo Kon- 
atauton vorstoht. Bringt man ^im dna IConaliantonsyHloiu ‘ 
in dor soobon nngogobonen Woiao mit Hilfo roollm* GWiBon g^ h in 
dio Gostalt (98) und aotzb gloiolizoitig an Stoilo dor im allgoiuoinuii 
Gliodo doi* Thotaroiho nooli vorkommondou Gi'BBo e don Auadruok: 


(06) 



^ffn'Onfffi' "k ^ 





80 wird der ISxxionent (81) doa allgoxbeinen Gliedoa von (82): SfS^ 9 

— - 



30 I. 6. KinfflliriHig (lor (JlmraTcInriHlilcnn. Dio Vuiiktion J . 
p A /' 

2 2 “I- ^ 2 *■ 

fi.^L 

P ^ J' / P ' \ 

~ 2 *1' ^ ^2 ( 2i fffi'*^fifi’ “h h„ xi |?K 

fl i\ jTTTi / ' 

i» |i j» 

2j ■'1' ^ fffi Ov "I" 


(97) 


/• ■! 


P. _» 


2 2 K -I .7,.) -I- .V,.')-l ■ 2 ^ (»»„ + !!,,) (»,, -I- li„«i 

JHI-.I 1 ,1, . i 


niul OH uiitHtohii oino noiio oinwoHigo luul Dir iilln ondlichon n Hf;o|.i 
Knulctioii lior koniiiloxoii Vuriliiilorliolioii ?(,, • • <, ilio glniclilii 

nclafiaiMioH goiiiimit iind mil |5[* ! J'J («! ! • ■ • 1 «„') l'oy.nicliii 

wonlon Hull. 

Yiifl I ^ ist. (Ir/iuhH tluvNi f 


(Haivlnwy: 
(XXIX) 




I' j' 


y fP '« /«• 1 1 


r(i|| ,p«^, 


.Dim .FwMun ini Him I'intHtchmn ymuill) tnil ihy unhr (XVIJI) ai 
Hfifilhrtm J^'nnktion (», | - ■ | vvrkniijifi (finrft flip, airirlnittif: 


(XXX) -I I", -I I 


h •> 


/• .1 

V r i> 






«)J(/ mm liiii {iriilM'ii rj, h mimtlirh tim 'WrH Null nnw/iwi 
hi (Imdhii iikr, d. h, im hi: 

(XXXI) l«p)‘ 


J)rr Komplr^ |^‘ ...y liiilifhijfint milcn Wjv'i/Jm //j, • - / 

//i, •••, funl.H dw (ifitmtliittnittik dtn' Thfinfiiukthn; //„ •••, // hdjJ 
diti ohmit hif ■ • «, A (AVi »]}2rre)i .l^uimnltf dur CUarakleiHsHk, 
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Die Ghamkteriatik [Jj " 1 wonn dodiiroli koin MiBver- 

stiinduis zii bofUrelitoii iefc^ Kur Abktiming mit j , und ontsprcobond 
floll die Chiii-akloristik [— Gliaraktoi'istik 

mil; [®J, die Ohnmkteiistik [oZ’.'o^] mit [J], endlioli 
die Clinrnktoristik jjj mil |^J[J bozoiobuet wordoii. Dio Ohamk- 
toviatik soil die Summo, die Oliarnkfceristik 

[Jj _ ftj' . . . __ ftp'] DiftiaronK dor Chavakteristikon ^] und 

gonnnnl wordon; zur AbkUrzung boU die oratoro mit dio 

lotztoro mit bu'zoioliiiol wordon. In don Fiillen, wo dio Ai^i- 

inonto dor 'I'holafiiiiktion «icli nur diu'oli luitoro liidicoa untorschoidoii; 
ni()go OB orluubt Boin, hinlor doin Iikinktiouszoiolion nur den allgojnoinen 
Aiindruck fUr dio Arginnonto mit Wegltissung doa Index in dnppoUon 

Kliiinraorn zu auhroibon, also ^[ft]W statt 

AiiHoliliisso diiran indgo diinn dafi GrSBotiHystom oinfaoher 

mit (») und oiii SyHtom «i + I • ■ ' I % “H “'ii* (<* -h odor, wonii 

(//’ • • ' L^orioduiiciinraktoriKbik don (IrdUonHyatoniK 6'^, ■ • int^ 

mit bozoiclmut wordon. Dub Yorhandoimoiii dor Modiilcu a 

in dor dio Tholniimklion darHtolloudon Uoibo Boll nur daiin und zwar 
in dor I'^onn ®'[^]CmL ^si dor Bozoichnung dor li’unktion ziun Aus- 

druok gobracht wordon, Avoun gloiclizoitig Fimktionon mit voi'Holiic- 
doiiou ModulRyHtomon botraolitot wordon. 

Dio b'uiiklionou ‘^[ftJC’^1* dnrnn Chai'uktoriBtikcmolomonto p, A bolio- 

liigo mollo GWSBon Hind, wiiidoii von llorrii l^ryni') in dor zwoiton dor 
rUnl' imlor dmn 'L'itol: UiitorBuohimgon Ubor dio llioinaimBolio Tliolafonnol 
und dio lUomaniiBoho OluirakteiuBUkouthoorio voroinigton Aldiandlungon 
xnorHt aufgoHtoUt. ISmv in dor Boxoiolinnng von ibnun vovBuliiodon sind 
dio WolorBlrailflchon Yunktionou ••• u^\ v), wolobo llorr 

Muhoitky^ ini Anfungo aoinoa A])riHS 0 S oinoi' Tlioorlo dor AbolBohon 
Vniiktionon von droi Variaboln oinXQlirt. 


1) I’rym, Untoranohungoii ilbor dio liUoinannaolio Thotnforinol nnd dio 
Itiomannaobo CShavaktoriBlilomtliooiio. Loipssig 1883, pag. 86. 

8) Soliottky, AbiiQ oiiior Tlioorio dov Abolsohoii Fnnktionon von droi 
Variaboln. .Leipzig 1880, pag. 1. 



32 I. iDSinffllitung dor Chivraktorisiikon. Dio Fimktion 




Aus dor am Anfojigo diesoB Ai'tilcols angostollten Uniioi'fluolmng orhflllt 


zngloioli, daO mail Icoine nllgoinoincron Fuiiktionou orziolt, wonii 

mail fflr dio Oliai’akfcorisUkonnlomonfco h auoli komploxo 'Worto ziilllfit. 
Da llbrigaiia im ganzeii orstou Toiki davon koiii Golirauch gomaolib wird, 
daft dio GrbOou h rooll sindj so bloibon dio dovt abgoloitolon Fonnolii 
auoh (laiin riohtig, wonn man dioaoti GrUBon ii'gond woloho komploxo 
Woi'bo ortoilt. 

SH. Sata: J)ie tHe Gleichmg (XXIX) defitiierte 'fhela- 

fmtUm GUicJmtff: 


(XXXII) 


. ^|S=1 /l«*l 


in d&' Njj • • •, Xpj Xi, • ‘ Xj, bfilidjif/ff gmiec Ztdilm hngeiegmm. yl».s' 
(limy OlGiclimg ffclien^ indtoit wnn das eiuc Mai X^ « 1, die iihriym 
— 1 Zatihn X md die p ZaMm a ghicli Nnti setei^ das vaidoi'e Mai 
= dio dbrigm — I Zahien x md dio p Zafilen X gleieh Null 
sclel, die spenkUM Oleidimf/m: 


(XXXdf) 

(XXX] V) 


«•[*](«. I 

»K](«I + «lrl”-|'V-f- V) 


homn'i auH <himi #«rff^ amgckohrl (Ho (Hckhung (XXXTl) wMer or‘ 
A’rtHH. Au/Jmhu //fnidf/l die .l*hadilion don Ip (p -I- 1) 

IHfjhmlwlgleichmigtin : • 


(XXXV) 






let dmen n « 4 fmwi ^ ■ • v; dngegon « ~ 2, ivmn i/ ^ v. 

Jimois! Urn dio ]Ucliti}(koit dor Gloiulinng (XXXll) m Koigon, 
IfWBo mnn in dor GloioUnng (XXIX), indom Jimti nnboi* Xi, • • •, Xpf 


1) Wio Craig, On 'riioln-IVuioiioiis wiUi (loiiipb^x olmraotorialioB. Am. J. 
M. 0. IHS'i, pag. »87. 



JSigoiiaohafbeti. 


n» 


SSablon vorflteliii, die GrOfieu u^y • • •, in die 

Grfifion: 


(98) 








+ Xpiti 


liborgeliou; oa gobi douii dor Hlxponout dos nllgonieineii Gliodoa dor 
nuf dor rooblon Soito stobenden tmoudliclton lloibo in: 


V .P 


2 2 ("*/* + K' + ffp’) 

/ml pal 

P / P 

+ 2 ^ (»v + ffp) ( -I' 2 

iml \ ra 


(99) ^ ^ 

2 j Zi */*) ("*i-' ■^‘ ^') 

u»l 


+ ^ («#,. + i//. + *;.) OV "1-^. -I- ^ ^ 

iU>k| /ml 

/, .al/ra /ml /T3 


Obor, mid inaii orldlU xiinlichal, tin Tdr nllo Worto dor gnnKon Ziihlou 
m tiiul A 

p 

(100) = 1 
ial, dio Gloiohung: 


^>K]((«+ir)))-" 


p p p p 

— I/('«I /l»«J /t>»l 


(101) >£, 
.H.o» »/,/,'(»«/, -hff/, +Vt’"/«'+Vd'V’^'l'* 

wi, 


BoRohtot innn nun, dni5 dor Wei't dor in dor letxton Zoilo atobondon 
Iloiho aiob nichi; Undorli, ^ronu man die Siumnafcionsbucliatnbon m nm 
boliobigo ganKO Znbloii iiiidor^ nnd lilOb domzufolgo fUr ft » 1, 2, • • •, j) 
in ^ Xf, tlborgolion, ao gobb die gouauntolteilio in dio nraiirtlng* 

lioho, dio li'unktioii doHnierondo Iloibe (XXIX) tiber, nnd 

man orbitlfc ao fttr dioso Funktion die zm boweison.do Gloiohung (XXXH). 
— Die Kiobtigkeib dor DifFoi'onbiQlgleiohnngeu (XXXV) ergibt aiob, 

Xraiiqri 'i'hotafiinkllonon. 8 



84 C. Einidhning dev Charaktevistikoii. Dio ITiinlction & . 

wenii man die verlougiion Diffei* 6 nti(itioneii on der die Thetafiinktion 
darabelleudon Beibe gliedwoiso ausfUhrb. 

Dio im XU. Sntx niodorgelegten Eigonsobnften der Eunktion 

cbai'olctoi'isiei'eii '/iusammeu mit der Bedingungj dafi die 

Vunktion oinworbig und im Budlioben nii^endwo uiistetig sei, dioHo 
liSinktioii vollattindig. Es gilt iilimliob dor 

ZIIX. Satat Ji^fUlU ehte eimoei'Hge und filr aUe endUdlim u sHiya 
Fuiiktion der liOinf}lGxen Vei'HnilerUidim itj, • • •, die. 2i) Ulei- 
ekmgen: 

(XXXVI) I . - . I «, + I • * ’ I «,) = a(«J ■ ■ • 1 I • • • I 
(XXXVII) (?(«! + + « G‘(Mi|---|Mp)c-«r.-K- 8 M', 

odcTf teas dassedw sagt, tei heUebigm geuzseeddigen », X die Qleidimng: 


(XXXVIII) , 

1 


> 


so leann sic sich von dor JiknMon um ainen von den u 

unaWingigen Faktor imUirscImthn; orfiillt sie aupeidm die | p(p -|- J ) 
Diporcnlialgiewhimgen : 


(XXXLX) 




,p) 


Im denm n “ 4 isi, wenn v' ^ vi dagegen » =* 2, wem v'^v, so isl 
dmw 2^'idctor auch von den Moduien a unahluingig. 

Dor Bowoie kanii wio dor doe X. SnbKos dui'dhgofllhvt; woi'don, 
nnohdom man durdi die Gloioltung (107) dee nnebsten Fm'agrnphon nus 
dor FiiiikUoii oiuo llilMunktion fibgeleitoii hat. 

Es Bollon jofcab nocli oinigo b'oi'molii niifgosfcellt werdeii^ die bui 
UiifcorKuoliuiigoii Ubor TlioiafmLkbionoii liiiuiig nla Hilfaformeln zur 
Aiiwonduiig kominon. 

xrv, SatBi li&seiehmn gj*, • • •, i/j,', hj*, • • •, h^' ugmd ivelehu 
mdlo /ConslaiUen, «(>••*, ■ •, Xj, irgend weMe game Zdhlenf 

so gallon die 


(XL) 


» 


«+{?;})) 



"* 2 2 /«' */« 2 < V + V 


) 



liSigonsoliaftou. llilfiifonuoln, 


05 


p 



(xui) fl. d] I _ „,) = 0 [_ d («, I • • • I «,) . 

Ill BoKug Auf die Abldiung dieser Formoln nmg das Folgoiide 
bomerki; woi'don. Die BiobUgkoil; dor Formol (XL) wird am oin- 
foobstoii orkannfc, wonii man die boidou in ibr vorlroinmondon Thota- 
luuktionon durcli dio ilinon ouispretdiondou tinoiidlioliou lloiiion orflol^b; 
ohiio Mtlbo kaim man daun dn^ allgomoino GHod dor an Siiollo dor 
linkon Soito gotrotonoii Roibo in das allgomoino Qliod dor an Stollo 
dor rocbtou Soito gotrotonoii ttbor^bi*on.^) Uin dio Formol (XLI) ku 

orlmlton, braudifc man nur ^'[3 ((** j ))) Grimd 

dor Formol (XL) dui'oli aiuloro Mai auf Griniil dor 

Formol (XXXII) durob #[3W anBzudrllckon nnd dio boidon wf er- 

hallonen Aiiadrttcko oiiiaiidor gleich /.u sot/iOn. Um oiullicb dio 
Fomol (XLII) m erhoUon, boacbto muu; daU dor Wort dor dio 

Fimktioii '0'[j|]W dofiniorondoii Roiho sicb nicht iludort, woiin nmn 

iin idlgoiuoincu Qliodo dorsolbou oinigo dor Zablon fa odor utieb alio 
mil Miiiusnoicbon vcrsioht. Rr8oty.t man abor • • •, dnrcli 
— so orgibt sicb ssunaoliHt dio Glolrlning: 

( I ^ [J] ("i I • • • I «,j = ft] ( - "i I • ' • I -- «,), 

imd aufl dioHcr dunn, wonii man dna Systoin (ti) diiridi (— h) orsolxt, dio 
Formal (XLII). Aus (XLII) folgl insbosondoii} fflr //j = r/j, 

^ cza () (lio Qlciclmiig: 

( 103 ) 4 I(~ «i I " • I — »p) « «•(«! I • ■ • I Mp), 

wolobo Koigt, doll dio li'nnktiou &(U| | * " | u^) oino gorado Fnnlcbion 
ibroH ArgnmontoiiRystoinoB (u) ist.”) ISrsoi^t man ini allgoinoinoii 
Gliodo dor Roibo (XYIXI) imr oinon Toil dor Summatiuiisbucbatabon^ 
ofcwa iiidom man init q oino 55ahl <i) vorstobt, f»|, • • •, »», durcli 


1) ]!]ino Aliloitnng doi* Fomol (XL) gibl Oayloy, On a Uioorom rolating 
to the miiltiplo Thobalbnotiona. Matb, Ann. Bil. 17. 1880, png. 116. 

2) Wann oino Funktion ZnJdon p, k don 

Wort Null babon, oino gorado odor augorndo Funktion dos Argnmontonsystoma 
(») iot, vird oi'st iin siobenton Enpifcol orOrtorb, 

8 * 



B 6 


]. 6 . Tliotnfiinktiouoii hOhoi-oi* Ordnung. 


* w w « * 

goHudort^ so orlmb ina» dio &loidhuiig: 

(104) wj . . . I - I Mg+i I ■ • • hfp)a “ ■0-(«i I • • 
Ijoi dor dio Modiilon durob dio GHoichuiigon: 
(106) K = a,f, 6., o.,., 6, 


• • 

un 



sal, a,' ,V 



'•.w 


boabiinmt siiid. 

ISino ChAraktorisfcilc, doron Moinonto doii Bodiiiguugon 0 <//,,<! 
0^7»,, <1 t; 2, • • ►,ij) goiillgeii; soil oino NonmkharakUiridih 

gouEuml; w<n.'don. Zivoi Cbavnktoristiken nnd solloii komjnuitti 

gonannii \7ordo]i, woiin iliro ontspreoboiideii Ulomonto sich miv iiin 
ganKO Ziihlon uiitorsdioidon, Nonnt innn doiin Kwoi J^'unkiioiioi' 

nud wesmUicU varschicdan, wonii niu hicIi 

nnr urn oiiion konstaiiten ITakbor iintorsclioidon, so siiul dio Clitmiktio- 
risbikon Kwoior iiichi woaontlidi vorscblodouor l^iiiktionoii, wio di( 
Fonnoln (XXHl), (XXXIV) s<oigou, nobwondig oiniuidor koiignionl 
und tiuigolcoliri sind, wio dio b'ormol (XLT) mgb; dio xii 7AV(d kon- 
griionboii Cliaiulcboristikon goJidrigon 'nLotofunktionon luclit wosoiilliuli 
Yorsoliiodon. 


§ 6 . 


Tlietnilinlctloneii htfherer Orduuug. 


Ea soil Hie atiffcmoinuto emua'Hgc und fiir endliche Wvrk Hn 
jirgumcnfo sicHf/e I'^inktion G(hi | • • • | te,,) dor komiAmm VminHr.iiivhvu 
Wlj " •> tjefundm dio fiir alia Wcrh Her n uwf h:i (w- 

lidiigen gimmfdigen Wcrlm dor Owfien ■ ■ •; dm 

Gkidiuu//: 


(too) 


J> p p l> 

jK>ss*l 




t» » eine gef/ehme ponUm game Xahlf die g, h gegeUne Ko)v- 
atanien hetseidmenf genilgt. 

Yorsbolit mail nntor oino dor gosbelllen Bodingiing go- 

utlgondo bNmkbion uiid sotzb daiin: 



( 107 ) 


ISinfflbruQ^. 


87 


so ist oboiifitlls oino oiuTrortigo und fltv ondlioho u stoi;ij;(o 

Fiiiiktion dor komploxoii Verandorliclion • • •, u^, die boi boliobigon 
gaiiKen Zahlen x, A dor Gfloiohnng: 


(108) {ill 

^ p p p / p \ 

fi^i ^—1 V«i / 


gendgt. Sotxt man in diosor Gfloiohnng » 1, dio tlbrigou — L 
Znblon A und dio p Znhlon x gloioU Null, so daraus die Gloi- 
chuiig: 

(109) ii(Mj.-.|w, + «j|-.-|ig = i/'('»J...|Mj .-.Itg 


horvor, nus wolobor folgfc, dofi dio Funkbion fttr nllo ondiiobon Worbo 
dor i( d&rstellboi' ist diircb diosolbo nncb posi tivoii und iiegubivoii Potonzon 
dor Gfrofion foi'tsohrui tendon iloilio von dor Form: 


p 

- ,H-J9 3 " W 

(110) 2 , 

Ml, ,Mp 

wuboi die A von don » niinIMngigo GfrS^on bodouloii. FUlirb miui 
diosu Uoibo tin Btollo you JI(h} in dio Gfloioluing (108) oin, so voi** 
wnndelt sicb soivobl dio linko wiu dio roohto Soilu dorsolbon in oino 
niicli don gtuizon Potonzon von • • •, Ibrlscliroitoiido tloilio, 
uml os ergibt sicJi, wcnii mtin bcrUckBichligt, daU zwoi solulie Ueiboii 
luir dnnn I'Clr ullo Worto dor n oinandor gloicli suin kuuiiun, ivonii 
dio Kooriizionton gloicli bolior Putcnzou dor GrolJon o*"*, • - e"/* 

beidcrsoits diosulbon sind, fUr dio Konstantou A dio lloziohung: 

P p p p p 



als notwondigo und liinroioliondo Bodingung dnfttr, dnfl dio Fnnktioii 
dor Qloicbnng (lOK) gonltgt. ISrsobzt mnn nooh in dor lolzton 
Funnol dio Buohslabon »» dnrcli dio Buolistnbon v und dio Buoli- 
stabon x duiub die Buclislaboii so orbiilt man dio Forinol: 


*1 i' P P 

*2 


/|Bu|/|'sasX pKal 

in wolobor dio m' und v boliobigo gmizo Zablou voi'troton. 


A,...v,0 
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Mail nelimo nun die aus don Q-leichtingen (107) und (110) aicli 
orgoboudo Gloiohuiig; 

p 

(113) Z A,... 

uud donlce sicli daiiu dio gaiizon Zalilon fHip • • •, in^ in dio Form: 


m, 


JW/» + Vi, 




m'n + V. 






(114) r,,^ „.j_ , ^1, , ..„p ..,p .w I -j, 

gebrnobt^ ^oboi v^f •••, d£o Idoinston positiven Beste von 
inboKug nuf den Modul » bezotehnon sollon, die m' also gauze Zablon 
aiiul. Eb uimmt danu nllgemem olio ganszabligcn Werto von — <x) 
bis - 1-00 und zurar jodon nur oinmal any wenu man fUr p^, dor 
Roiho nnoh dio Zahlen 0, 1, • • ~ 1 sebzi und dnboi jedcsinnl 

m* dio lloiho dor gnuzoii Zablon von — oo bis + co durcliliiufon 
bifit. Auf dioBO WoisG orbiUt man zunnohst: 

_p 

(llfi) GM « ^ V Ai,',,+ n . . . 

Fdbrt man bier auf der rochkon Seiko an Btollo von 

don vorbor aufgostollion Ausdniok (112) oin, sotzt zur Ablcdrzung: 

^ p p 

und boaobkok. dnU 0 .. , , . ^ von cion Summationsbuchekabon m' voll- 
sUindig iiiinbliiingig ist und domniKdi vor die betreffoudon Summen- 
zoiclion goskcllk woi'doii knnn, so orlilvlk man woitor: 

(IIV) 

— "I ' »+■» 

und scliliefilioliy indoin man berUolEsiobtigf^ dafi die zweito p-fnob nn- 
oiidliolio Snmmo oino Tbetofbiikfciou mik den Ai^menton don 

+ *~ 

Modulon und dor CbarakteiiBkik 




( 11 «) 


±£\ 

» isk: 

ft J 

0 , 1 ,^-.! ro±s\ 

2 " J 

L ft J 


a' 



IDinfttbrung. Doflnitlon. 
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Eino jodo (lov aiif doi* reoliton Soito dor lehian Gleiohiing 
vorkommoudon Thotnfiinkbionoii lot, wio aus dor Qloiobiiiig (XXXII) 
folgt, oino pariikuKli'o LOsung dor fAr die Fuuktion Q{u} aufgostellton 
Bodingimgsgloiokuiig (103), uud os stellb didior der fUr go- 

fiuuloiio Ausdruok dio gowttiisohto allgoinoinste Losuug dar, Aronn man 
unbor don G willkflrlioho Koiisbanbon voi'sbeHb. Berdoksichbigb mim 

“g-jrV 


nod), dafi dio Fmikbionon & 


’na) 


mo ein Bliok nnf dio 


sio darsbollondon UoiUon zoigb, IkearuiiabhUngig sind, so folgb woibor, 
daft man dio Anzahl nP dor im allgomoinstou Ausdriidc fdr Giu} vor- 
kommondon 'willktlrliohon Konsbanboii 0 nioinals dui'oh oiuo ITmformuug 
dos Aiisdriioks auf oino goiingoi'o roduzieron kann. 

ISine oinworbigo und fllr oudlioho u stotige Funkbion doi* koin- 
ploxon Yorilndorliohou u^, • • •, wolcbe filr olio Werbo dor dor 
Gloiohung (106) gentigb, wird oino Tliotafiuikbion Ordiiung inib 
dor Charakteristik jjj genaniib uiid mit 0«[J|j«]} bozoiclinet. 

TheU^uiiktioit n**”" Oitimng mit dey Chm'cdilemlik j&le 

pinwertige md f'iiy alh mdli(^m « stdiffc Fiaddioii 

humitlp.rni Vm'iwiorUfihm , • • •, wolcJie filr aUe Wnrtti dev u don 
(HeifJiHngm; 

(XLiii) 0. [Jlo,. ; . . . 1 -M i 1 . . . I = 0„ [»]m 


,.ir< 


mJc 


8n»,i- 


(XLIV) “ 0 . 

(1=1,8, 

odor, tvuH damlbe. srtgl, hoi helieldgeti ganggfihligm x, K der GUidmtg: 


(X1.V) 


0. 


“+(:i)) 


V 


/l = l /I>sb1 


gmiigt. 

Spoziollo solcbo Funkbionon 0„ 
(), 6 bdiobigo gonzo Zablon vorabant 


nubor don 

on wordoii, dio Funkbionon : 





9 

A + tf 


r«f+o"] 

(110) ^ 

n 

h 

(»»)«.. «■ 

M.. «■’ 

T* 

n 

7i-|- 0 



~ w 

n 

. » - 


Ans doin obon gofundonen BosuUato (118) oi'goben sioli dio folgondon 
ftiudamoubfdon Sabzo: 
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1. Q. Tllcta^llnkbionol] h((horor Ordiiuug. 


XV» Sata: Die aUffefnoinsb Theiafw^Hon Ot'dming mit der 
GliOi'aJtteristib t&ii'd dw'cJt die 


(XLVi) e„|X|W“ 2 




n 

. ft - 


dargestellt, wenn man tmtcr deu ...» von den Vm'Uddcn u^, ■ • >, 
wiabhdngiffef im ilhngen aher votlstihmg wilUMicIi wiUdbaro (hiiftm 
verstehi. 

X71. Sats: JSs gibi mendlieh vi^o TheiafaMoncit% Ordntmg 
mit gegebom Ckm'aUmstik [^; sic lassen sich dber alle dardi w'* 
UnmmittbMngigc imter ifawi, 0 , B. dmdh die 1 ^ l^Mionm 


(XLVII) 



(»ll ,H-1) 


Ihiear tmd liomogm mit ICoeffigionlenf wdclie die Variahhn u nicid 
cilfhaUon, mamnumselgeii. 

XVIL Satz: f^tvMen ^ Tkeiafwiklionm Ordnung mU 
der idiiHUeim Obmiktemtift fndoi Hleta eim homogmi Umutrn Jte- 
lalion aktU, dmn Ktnif'fiemdcH von dm Vat'iablm h ft'oi ami 


Thotarauktioiioii h^liui'ui' Oktlming wui*don znordl von lloniiilo*) 

oingofQlirti Dio abigo DurHloIhuig dor ttllgomoiiioii Fimkliou 0„ k 

*■// -I- »■] 


diii'oli (liu fi' spoxiolloii O' 


0, 1, 


i) 


91 

L ft > 

Ul von ITorni ungngoboii Avni'doii. AuP andornm Wogo golangLo 

IIoiT Scliofctiky *) m oiiHir Dnrblolliing iloi* l^tnklion 0„r?lCtt]) dundi dio 

’1 

(^i» ' ’ 'j ^j» “ 


91^ spoxiollon VunUtionon O 


ft -I- X 
« . 


■, n •- 1;. 


1) KunniU* Siir la tlidonn do la fcriuifiroTination dos fonobionH AbdliunnOH. 
0 lb, Hd. 40. iHfili, png. 800 und Exbrnibs do donx lobtron do ClmvloH l-Iorinibu 
ft C. 0. J. .Inoobi. a. Drlof d. d. AuguoL IHdd. JiicobiH gun. Worlco lid. 8. 
Itoi'lin 1868, iMbg, 06. 

8) Pryin, Uutui'H. fl. d, llioiuniiruiolio Tholaf. obo., png. 88; vorgl. dnxn 
llovmito, a. n. 0. C. K. lid. 40, png, 488 und .rnoobis Qqs. Worlco 13d. 8, xnig. 109 
und Tliomao, Dio nllgouioiuo 'I'ninorovinalion dor O-Pnnkbionon inlb boliobig 
violon ynrinbobi. Tnaug.-Dioo. GOtbiiigou 1864, png. 7. 

8) Soholtky, Abr. 0 . Tli. d, Abolouhon b'liiikb. ota, png, 0; voigl. cloiu 
llormlbc, t^borsicht dor Thoorio dor ollipbioohon lj\rakbioiion; doutfloh von 
Nnbmii. Dorlin 1608, png. 80. 
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Alls (ler Dtu’sfcollung (XLVI) folgfc uutor Auwoiidung dor Foimol 
(XL) f(h* boliobigo roollo MBen h': 


H: 

n 

L + J 


(120) 0„H ((«+{":))) =0^ 2’ 

wo ziiv AbkUl'Mung: 

(121) q> ^ “ 2 ^ 

|Usil f?Sl fisal 


gosot»t isk Man siohi; darniis, dnfi man wio boi don gewbhnliuhoii 
Thetofiinktionon so niioh boi don Tliotafunktioncn liOlioror Ordiuing 

dio Funktiouou mit boliobigoi' Cliiirakterisfcik durcb die Funktionon 
init dor Chamkterisbik niisdrilcken konn. Dios goslattob boi dor 
jofizt folgendeii Untersiicliuiig sioh niif Tlietnfunktiouon Ordnuiig 
mit dor Cbarnkteristik [J, welohe kurz mit 0„W bezoichnot wcrdou, 
XU bofloliriinkon. 

Jndom man dio Untorauchiiiig uiit dom Knllo j) «« 1 boginnl, 
bandolt os sioli in Aiinlogio mit dor am Eiido dos ^ 1 angostolltoii 
IJnLorniuilmng iim dio Niilliniiikto einor Kunklion Dio Anxnbl 

dor Nullpunkto dor Kiinkbion 0^(10 im Pnmllulogrnmme iiiul dio 
Snmmo diosor Nnllpuiikto wordon duroli dio Intogrnlu 

(122) . /fnng0„(«), ,7^ = I «f/Iug0„(H) 

ff n[ 

golioferl. iuiblgo dor Qloiuhuugon (XLIII) mid (XLIY) orhillt nmn 
tiber itlr diusu liitugralo ohno MUho dio Worto: 


(12tl) = u, (7j, = y (.Ti + rt) 


iiud hat damit das Resultnt, daA jodo Funkliou 6„(u) in n Fnnicton 
doH Piuiillologramms J/q voi'Hohwindot; iind dafi dio Siimmo diosor 

n Fuiikto (jti a) botiilgt; so voraokwindot x. B. dio Fnnktion 
in don n Punkton: 

(124) M = “ rt -H 

Fill' deii Fall > 1 wird in Yei'oUgemoinerung dor am Bndo 
dos § 4 ongostollton XJntersuohiing iiach dmi im Farallelotop JIq ge~ 
logenen LBsungen oiuos Gloiohungensystoms: 
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“ 1 


(126) 

0«.O*i-e2il«a 

“ ^a 1 

■■‘|m,-08p)”O* 



0pS i 

o 

II 

«** 

1 

«*■ 


gofrngt. Um dio Anzalil diesor Lfisungen zu beatiinmoii, deiilco man 
sioh dio Tliefiafirnkbionon hSlieror Ordming s&mdicli atif Grniul dor 
Forjnol (XLYl) duroli gowdbnliclio Hiotafunktionon dargostollt. Dio 
Anzalil dor LSsimgon dos ontstolioiiden GloioKuiigonsystemB bloibb dtmn, 
irnoli dom in § 4 Bomorkton ungoilndorb, woiiii inan dio in don Dav- 
stollimgon (XLYl) anftroiondon GrSfion 0 stetig liudert. Jndom 
man abor jodosmnl olio GrbJSon G bis nnf dio orsto Null wordon liilU, 
oi'h^t man das Bosuliatj dafi dio Anzalil dor LSsungon dos Gloi- 
obnngonayatoms (126) dio gloiclio iali, wio dio Auznbl dor Ldsungon 
dos apozielloTon Gloiolimigonaystoina: 

- »,c„ I «,?(, -!»,(!„ I I » 1 «, - = 0 | 

(126) ~ I - «>«M I • ■ • I = 0, 


H«,«1 - I V'» - I • ■ • I “ 0. 

Um dio Anziilil diosor Liisnngon zu bostimmeii, losae man abor alio 
TbebamodiUon boi demon iat, Knll woidoii, ISh zorfillU 

dnnii jodo dor p TLotnrunktioiioii in daa Frodiikt; Ton p ThoUifunk- 
tionon jo oinor Vei^dorliolion imd das Gloichuiigousystom (120) hub 
den Gloiohiuigou (124) ontaproolioud dio Lbsimgon: 




«, 2 = e* 


-h + 


8 i, + l 






woboi on Sbollo vou ttp q (Ipr lioilio naoh dio p 1 l-^ormubabionon 
dor 55nhlon 1,2, zu soiizon sind, und fllr — 1,2, •••,;> dio 
Zahlon 0, 1, • ••, 1 dnrcblllufb. Man bnt bo don 


jLviii. Sate: Dio p GleieHumffon: 


Imm - I . = 0 , 

(XL VIII) 0*1 “ ®ai I * • • I «jt “ “ 0, 


- 0,1 1 I • ■ ■ I “ 0,,) 0, 

ioi dcMeft 0«gW, • • •, 0„ ffiej TAota/UtiMonm von dm 

0?'dmtti//on %, ttg, ••*,«* AeoMnon, die e„„ abet* geg^me Konsimtm 
Sind, habm . 



G-loidieoitdgOB Yersohwiuclon von $) Funktionon 6. 
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(IL) 

iiihongi'umto Lbstmgoiu 

Dor SniiK XYlIl ist moi'st von Horrn Poiiicar6^) nngogobon iiml 
nuf (lio ubigo Arfc bowioson woi’don; nuf andeToni Wogo ist m diasom 
Sateo Horr ‘Wirtingor*) golnngt. Ftlr dio Summe dor N Ldsuugoii (127) 
orgibt sioh; 



/«=.! 


(128) 

E- «iB5 . . . “ 1)1 ^ %p\ 

/i-l 

Horr Wirlingor xoigl, dnB dioso KongmcmxQn nnch i'ih* doK nllgomoijio 
(rloiohungonsystcm (XLYHl) giltig siiid. 

Din Fi'ago iiadi gnradon iind ungoradon Tliotai'unktionou hdlicror 
Oi’dnnug >vird im sioboiiton ICapitol oi'Urtori. 


1) Poiuoard, Siir loa fouotdons 0. Dull. S. K. F. lid, 11. 1888, pag. ISO. 
8) Wivtingor, 2ur Thooiio dor allgomninon Tliolafiinktionon. Wionor 
AtiK. I3d 88. 1800, png. 58; iind: Zur Tlioorio dor 2»-IUch ponodificlion Fiiiik- 
tionon. (8. Abbaudlmig). Monululi. f. Math. Jld, 7. 1800, png. 1. 



Zweitea Kapitol. 

tJbor oil! nllgomeliies Prlnzip dor Uinfoimung 
niiondllGhor, liislbosoiulcro molirfncli unondliGlioi* 
Eolhen uiid dosHoii Anwoiiduiig aiif Tliotartilhen. 

§ 1. 

Umfonmiug’ iinendllolier Relheu 
duvoh BluftUuniug neuev Buimuatlonsliuohstabeu 
venulttelst eluer llneoren Siibstltutlou. 

JSh soi gcgobon oiiio iiiioiulliclie nbsolut koiivorguiibo Jboilio 



Bll , • ■ , 


doron AllgoinoinGfj Qliod | ' “ | Ubrigcn oino bulioliign 

Fiiiikliiou (lor Snmmatiianskiiclvibnbon • • •, und iindoror OrdUon, 
YAriabloii uml Konstniifcon, soiii mbgo, und bei dor dio Snmmiitioji »o 
nnsKuftlhrou itiii, (IaO jo(lo dor q 0ruB(3ii m nnabbilngig voii doii 
niidoi'oii di(3 Koiho dor gaiiKon Zalilou you — oo bis H- ^ durciiliiui'i;. 
Ill diosor q-huh unondliolioii Uoilio fdhro' iyiaii jolxl an Btollo 
dor biHliurigGii SiiiDiuabiunsbncliBtabon • • •; »» uono • • •, 
oin inii Hilfo oiiior linoaron Snbsbihitio]i you (lor Uostolti: 


( 2 ) 


rm^ 


-1 


(tfiyn,) 


0.«1, 8, •.•,») 


boi dor r oiiio posibivo gaiiKO Zabl, dio a gniiKO Zaliloii mib iiiolib 
voi'Boliwiudondov Doborininanbo sind. Man oi'Iiiilb daim, wonu man 
don Ansdriiok, in dou das nllgomoine G-liod /’(m^ | • • • | m^) dnroli Eiu' 
fltbrung dor QrdOon n ilborgohtj mib ^(»i| “* bezoiobneb) also: 

( 3 ) 

sobzb: 



lilinfflhrung noiioi' SninnintionHbnoliBliiboii. 
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w p~'2iihh\-\n,), 



iind os isi; dio l^rngo, nuf dio uUos ankommt; toie hi&t' ilber die n 
mmmieyt wenUn muft. Dioso Frago ist vom'si folgendorinafion /.u 
boaiitworloii. Bozoioluiol: man dio Dotoi'miuaiite dor Zahloii 
niib A und dio Adjuiikfco von in diosor Doteiminaniie raib so 
folgb aus don Gloichnugen (3) durcli Anfldsniig naoh don n nls Tin- 
bekanntou 

(5) = •»> 

/‘“I 

itnd os iniiO dio aiif dor 1 * 00111:011 Soito you (4) angodoubeto Suinmafcion 
naoli don n in der Woise aiisgofillii’t wordon, doB man on Siollo des 
Systems dor q Snmmationsbaclistaben ein jodos der Worte- 

systome und jodos oiiimal setxt, wolobo sioli aus den Gleiolnuigon (5) 
crgebou, weun man darin an Sbello des Systems dor q linchstabon 
eiiio jedo dor Vaiiationon mit Wioderholiiiig znr g:*“‘ iClasso 
aus don ftboi'baupt oxistieroiideu gauzon Zablen ills ifiloineiiten 
ti'olen liiBt. 

Ziir direkten Bostimmung diosor Worbosysfcoino^ von douon man 
jodonfalls siigen kann, daB koiuo zwoi nnter ihuon inibuiiiaiidor llbor^ 
oiustiminun, inuB dus Systom der diu'oli die Oloiobiuigon (5) ills 
bkinktioiiun dor gaiixon Ziiblon »i deiinierion Grofioii n geiiau initoi'- 
suclit wurdoii. Zu dom Endo bozoicbno man mit don kloinstoii 
positivoii Rost dor Zahl iiach dom Modul A und sotzo: 

(()) »= Wi/'A -1- (/«=*=!,«, ,v) 

Fllbrt man dioso Ausdrilcko in dio Gloiulmngon (5) ein, so /.orfiilU 
jodo GroUe n,. in oin(>ii ganzzahligon Toil mid <dnon llnicli, in 
dor Korin: 

(7) -I- I ^ «,, , Qf, . {r=l, , V) 

Dio n' sind gonzo Zahlon von bosondoror Art; anstatt auf ihro Ans- 
drtloko in don m' oiiizugolion, bomorko man, dafi fUr dio n' jodonfalls 
tinr Holobo gouzo Zahlon auftreton, wololio naoh Einftllmmg dor ilinoii 
ontspi'oohondeii ilusdi’Uoke (7) in dio Gloioliungon (2) fUr dio m 
ganzo Zahlon lioforii. Botzt man aber aus (7) in (2) ein, so folgt: 

( 8 ) + rQf,, (^= 1 . 8 , 

VbI 

und man orhlilt daher ftlr die ganzen Zahlon n' die Bedingung, dofit 
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(9) = 0 (mod, r) 

Roi. Siud dioRO Bodinguiigeii orfllll^ dniin oiitsproobeu don »n solclioii 
»' gomiifi don ^loioliimgoiii (7) goli6rigoii GrSfien n in dor Tnt gnnxo 
Zablen »). Man bildo nun dio Sumuo: 


2 , 2 , 


( 10 ) 

boi dor ziii* AbkUming: 


( 11 ) 






(•-“>, a.'", ») 




gosotzfc ist, und boi dor, iiidom V don nbsolnfcon Wort von A bo- 
zoiobnofc, ttbor jedos ^ froi von 0 bis V — 1 oummiort wird, fUr das 
Systom dor q SnmmabionsbucbBtnboii nber nur jono aiifl ganxon 
Zablon gobildoton Vannbionon mit Wiedorbolnng zuv (/**”' IGosho m 
iroton haben, wolobo in ihron ISlomoiiton don ICongriioiizon (0) go- 
iiilgon: dnim cntblllt dioso Sirnmio naoh doin »oebeu Bomoi'kton alio 
Giliodor dor Snmmo (d) und Icoino nudoron Glioder; und os fragt sioh 
niir uooli, ob sio auch jodoB Gliod dor Suimne (4) nur oiuinnl, odor 
ob oio oa molii'oro Malo ontliiilt, odor, was niif dnsaolbo hinniiHlcomint, 
ob alio Gliodor dor Summo (10) von oiuander versohiodcn, odor ob sio 
toilwoiso oinandcr gloioh aiud. Urn dioso Frngo zu ontsoboidon, groifo 
man oin bostimmtos Gliod dor Summo (10) borons; os isb bosbiinmb 
dui'ob gowiasQ don Kongrnonzon (9) goniigondo ganzo Zahlon »' und 
gowiaso positivo gnnzo Zablon q' aus doi* Boiho 0, 1, • • •, V i. Soil 
uin ondoroB Qliod, oluirnkborisiorb dui’ob andora Zablon n" und {>", ihm 
gloiob Boiu, BO isb diizii nobivondig und hiiiroichond, dafi I'ttr 
V =« 1, 2, • . ■, q: 


( 12 ) 


/l=.l /l«.l 


soi; daiiu inufi nbor jodonfulls: 

(18) ~ ?;!) ^ 0 (mod. V) ‘ 


soiu; isb nmgokobrt dioso Bodingung ovfdllt und sobzb man: 


(14) 



f4^1 



V 9/4 “b ^ffv 




so brauobt man nur 
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DoBbiwmuug dor nouoii Summaidon. 

(16) <*-=1,8, ■■•,8) 

zu nehmen, dauu sind in der Tat die beiden Gliodcr dor Summo 
oinandor gleioh. So oft also dio Kongruouzon: 

(IG) (mod. V) 

duroh Zalilon x aiis dor Roiho 0, 1, • • •, V — 1 befriedigt wordou 
konnon, so oft kohrt jodos Gfliod dor Summo (10) boi woitorom l^orb- 
gongo doi* Summation wiodur. Hoifib man dahor dioso Aiizabl o', so 
isb dio Summo (10) das o^-foobo doi* Summo (4), und man hat; 

In diosor Gloiobung bedeutet also o' dio Anzahl dor Losimgon — um 
anzugobon, doJi os sioh daboi nur um joiie Losungou liaudolt; dio aus 
Zablon der Roibo 0, 1, • • •, V — 1 gobildot sind, soi goiiauor gesagt 
Noi'mallHsungm — dos Kongruouzousystoms (IG), ftbor jodos ist 
froi zii summiereii von 0 bis V — 1, ttbor die «' von — oo bis -j- oo, 
jodoob ddifon bier nur jono Zablousyslome gonommou wordon, wololio 
dio Kongruonzoii (0) oifllllon. Von diosor Boscbrilukung dor Sum- 
mation kanu man siob aber loiolib auf folgondo VVoisu bofroion. 

MnltipLiziort man das allgomoino Gliod dor Summo in (17) mit 
oinoin Faktor, dor don Wert 1 bat, wonn dio n' solcho gaiizo Zablon 
sind, dio don Kongruonzoii (0) gontlgou, dagogon don Wort 0, ayoiiu 
dio Zablon n' diuson Kongrnonzon nicbt gouilgen, so wird durcb Eiii- 
Hcbiobung diusos Faktors (D, dor in seiner Wirksamkoit mit dom 
DiriuliloiHcboii diskoiitinuiorlichon Faktor dor Integralrocbming zn 
vorgloiubon ist, znidiclist dor Wort dor Summo (17) niclit goiliulorl; 
iiaulidom or abor uingosohobon ist, daid' jotzt dio Bosobriinjciuig dor 
Summation noub don n' oiiilaoh woggolasson wordou, und man darf 
scliroibon: 

(i«) 

wo jotzt tlbor jodos q froi von 0 bis V — 1 und tibor jodos n froi 
von — 00 bis H** ^ summioi't wird. Es liandolt sioh jotzt nur nocli 
um dio Bildung oinos solohon Faktors 0. Boaebtot man abor, daB 
dio GrQBo: 
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don Wort; r beaibxt^ wen» dio Znblen n dio Kongraensi: 


( 20 ) 




r=1 


orMlon, dng(^n don Wort 0, wonn sio dioB iiioUt tun, oo Riohl man 
Bofort, dafi: 

V 9 

0,t , ^ 

(21) 2* » 

oiu l^'akiior dci* Yorlior vorlangton Art mb. SoUtt man dioBon 
Ausdraok an Stollo you 0 in (18) oin uiid vortaunclib iiocli unlor 
dor yoraussotjsnng dor absolubon Koiivoi'goiiB doi* nouon unuiuUiclion 
Iloilion dio Summafcionsordiiinig, no urliiilt man dio Gloiclinng: 

(22) 

V tf 

SI rt ^ ^ I 

— 1 t r-w.’-i-h-o ~ r ^ 




+ X-) 


vroloho dio gowtineolitn Umforiming dor gogribonon unondliolion lloiln* 
dai'BtolU, iind dor nnui »o]ilioJ51ioli, woil 


(23) 


teal 




mid iiifolgodoBBon (tlr alio gnsiKxahligoii ^ uiid 
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8 « < X» V ^1' 

“r~ ^ **/' •' *V‘ 

(24) 0 

iot; dio itlr dio Aiiwoiidimgon buqaomoi’o Form: 

(25) 

■2 2 [2 • '(’■+11 

gobon kaiiii, boi doi' iiooli Kur Abkdrstiiiig 

goBoisb iflb. 


I«.+ A-) 


/«a<l 





yorllluflgCN mndroBultat, Diskusaion. Boispiolo. . 
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Bei Bofcraolitung dor gowonuoiion Budformol wird mau zuniicbst 
das Bosultat boinoi'kou^ dnQ die gegoboiio tinoiidlioho Beilie in eiue 
Siimmo mohrorer iinondliobor Boilion tlborgefiibrti wurdoj bei gounuoi'or 
Botmobtuiig dos Ganges dor Uutorsuohung orkoimt man sodnnn, dafi 
diosos Uosultat oinmal 4111*011 gi'iipponwoisos Zusammonfasseu dor 
Glioder dor gogobeiiou Beilio zu Toilroihon, danii abei* weitor durob 
Einacbiobon von Gnippou uoiior Gliedei*; dio zusninmeu den Wori 
Null liabon, orroioht wnrdo. Aus dom lotztoren Umsiiande oi'kount 
inan uuch, daft anf dio am Solilnsso oingefUhrto Bedingung dor abso- 
lution Konvorgeiiz dor iieuon unondlicben Boihon nioht vorziehtot 
wordon kanu, da sio nioht oino Eolgo dor absolution IConvorgonz dor 
ursprtlngliclien lloiho ist. 

Obwolil die Umformung (25) ihro waliro Bodoutung erst fllr 
mobrfaoh unondlioho Boihon erlangt; so ist sio dock anoh nuf oin- 
fach imondlioho Boihon auwendbar, uiid os liofeni hior dio boidon 
oinfaohsten Substitutiouen m » gn uud rm n zwoi TJmformungon 
oinor oinfach unondliohon Beiho^ boi donon dio boidon obon gonanuton 
Frozoaso dos grupponweisou Zusammonfassons dor Gliodor dor go- 
gogebenon Beilie zu Teilreihon und dos Einschiobons von Gruppeii 
ncuor Gliodor mit dor Summo Null goU'oniil auftroton, und dalior ]) 0 - 
sondors Idai* orkonnbar sind. Es ontspricht nilmlich dor Substitution 

( 27 ) m — gn 

dio Umformung: 



-\m +/■(!/) +/*(2tf) +•••! 

+ \f0) -|-/■(l/ + l) +A2!7+1) + *--1 


( 2 H) -I- [/■( 2 ) -I- fig + 2 ) + /•( 2 ff -h 2 ) -h • • •] 

+ l/*('Z ~ 1) + /■(2ff - 1 ) -h m - 1) + . . -1 *), 
willirond dor Substitution 
(29) rm “ m 

dio Umformung: 


1) Daboi Bind, oboiiHO wio boim swoiton llotBpiolo, die don nogntivon Wovbon 
do8 SnmmalionBbuolistnboii n ontaprodiondon Qliodor dor tlborsiolitliohkoib vogon 
imbovflokBiohtigl golaBBOii. 

KrftBor, T]iolit(tiiiktioiiou, 
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(30) 




f|[/-( 0 )+ Kt) + 

+ [/'( 0 )+ */'(y) + 

+[m+ t''/-(v) + 


+ [/'(O) + ‘/■(r) + * 



-Y(f) + ■••]) 



2tti 

ontsprichi;, boi doi* ziir Abktiraung r e *’ gOBOtzt iai 

Dor Gfldonko, oino molirfkoh imondlioho Uoilio, hoi dor jodor Buninia- 
tionybuoliBitibo dio gauxoii Zahloii Ton -- oo his 4* ^ diirchltlnft, dadiirch 
niuzufoimon, dnfi man an Stollo dor STunnmtionBl)uolistahon vovmitlolHt 
oinor liiioaron Substitution iiouo oinfKiirt, (Indoi aioh xuorsi in don Arboilnn 
von Eisonstoiii^); dooh mrd hior nur dor Bpoziollo Eall f = 1 ])ohandoll, 
d. li. dio Dodingnng gosotzi, dnfi dio Koofdziontou dor SubstiLuUoii gnnxo 
Zftlilon soion. Dio Einfilhruiig nauor Summation&liuohsiabon vorniitlolst 
oiuor Substitutioii mil mtionoloii KooCdzioiiton , vorbimdon mil dor Ein- 
sehiobnng oinoB Faktors, dor dio iinch gosohohonor Ti'nnsformation oin- 
gotrotono BoBclirltiikung dor Summation aufkuliobon gostnltot, wiirdo suiorat 
von Ilorm Prym’*] zur Horloitung dor liioinannsohon Thotafonuol, biorauf 
von Him und luir'^) ziu* Qowinmmg allgoiuoinoi’cr Thotufomioln, and oiid* 
liob von mil'*) in dor obigon Gualali zur Dnifoiinnng oinor ganx boliobigon 
unondlichoii Uoilio ango^vandi Mil dor Umfonuiing unondliohor Jloiluin 
duroh Einftlhrung ncuor SiimmationHbuKimtabon vormitlolal oinor linoarou 
Substitution boscliilftigt sioh anuli eino Abhandlnng dos Horrn iluubnor^'), 
doron UosuUato ini '[•'alio oinfadi unondliolior Uoihon mit don bior un- 
gogobonoii (Iboroiiistiinniun. 


1) Eisenatoiii, IJoitrligo zurTh&oi'io dor olliptisobcn Funktionoii. Matboin, 
Abb. llorliu ia<l7f pag. SfiO uml 900, 

3) Prym, Eln noiior ilowoiB fttr dio UiomaniiBobo 'riiobafbnnQl Acta matli. 
lid. 8. 1UH8, ling. 200. 

BlPrym, Abloitung oinor allgomoinon Thotaformol. Aota math. lid. 8. 
1B88, pimr. S16 ii»d Krazor und Prym, Nouo Gnmdlngon olo,, pag. 10 imd 70. 

4) Kraxor, t)bor allgoinoino lliolaformoln. Hath. Ann. Ud. 53. 1800, 
pag. 800. 

6) Unobnor, tjbor die Uinfonnnng unondliobor Uoihen und Produklo mit 
Uoziobung auf dio Tiioorio dor olHpibjohon Fuiiktionon. Progr. KOnigsboig 1801. 
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§ 2. 

Bestlmmuuff dev Auealil 8 dev KTovmalldsimg'eu eluea Systems 
lluearev Kongvuenseu. 

Dio in dor Formel (26) anftrotondo Girdfio a' bozoiohnot die Au- 
zabl doi* NormallSsuugon dos Kongraonzensystems (16). Us soli in 
diosom Famgrophon gozoigb wordou^ wio mnii in jodom Folio don 
Worb diosor Zahl <s' bestimmou kimu. 

Ds Boion mit boliobigo gonzo Zoblon^ mit 

r oino poaitivo gauze Zahl bezeicbnet; jedes Bystoiu von <2 gnuzon 
Zalilou Xi, Xji, ' • wolohes gloidhzeitig don p Kougruonzon : 

9 

(31) (mod. r) (/i«i,8, ■,p) 

gontlgt, heiflt oine L&saug dieses Songinieuzonsystoms; Nmnt^Wsungm 
abor BoUeii unter dieaon unbogrenzb vielen Lbeungen diojouigou geuanub 
wordoQ, wolobo anssohliefiliob von Zablen aus der Ueike 0, 1, • • •, f — 1 
gobildot siud. Die Auzabl s dieaor NonnallSsungon isb dann jodonfalla 
oino ondliobo uud zwar isb Ds haudelt eicb nm die Bosbini- 

mung diosor Zahl s. 

ZnuHchsb kann man oline Mbbe fttr die Zabl s oinon annlybiscbon 
Ansdruck unschreibeu. Gonttgon UHralicb die Zablon a;,, 
der Kongrnonz: 

(39) ^ - 0 (mod. r), 

fai 

wo ivgoiid oino Zabl aus der JRoibo 1, 2, • • p bozoichno, so 1 )r- 
sibxb dor Ausdnick: 

r-l 

(33) = 

don Worb r\ gciiUgoii dagogou dio Zablen x dor angosohriobonon Koii- 
grnonz niobb, so beaibzb ff^, don Worb 0. Dai'ans folgb so^vt, dafi 
dor Aiisdrudk: 

ini x* 'v 

ff'”f 1 ^^nr"vVft 

^ r** ^ 

flir jedos Zablensystom * «•, x^f das eine LSaung dos Kon- 

4 * 
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gi-uonzoiiBystoitiB (81) isfc, tlon Wert t, fUr jodea wuloro dou Work 0 
3iatj uud (Infi dalier tlio Summo: 

0 . 1 , 

(36) 

(Ion Werk a besib^k. 

1, Bata: Die Amtld s tier NomaUoswiffen des Konffntfinmi~ 
systems: 

(I) mO (mod. j*) ,i 0 


diir(di den Amdmek 


(II) 


1 


'S' 


Sitl 


f 

2^ . 
flec*\ r 




*!.• 


,Up 


gdieferi 

Mit Hilfo doa untor (11) fnr a tmgogobonon AuHdruolcH IILBL aioli 
mm aofort oin woiioror Saba bowoison. Nonnk man nilmlicli dio An- 
znbl dor Konnalldsungou doB m (Bl) l' 0 )ijitf/ieylen JCongrnoimcmKyHloinK 


(86) 

8*f BO iab iiaoh (II): 
(87) s'- 



%T^f* 


0 (mod. r) 


9 P 
8 fit ^1 'fi 

I’tail Eusl 


t f 

ifv 




I, «, -iV) 


nnd 08 oi-gibk sidi dnrnuK, iiaolulom mnn ftlr /e » 1, 2, • • •, p und 
V “ 1, 2, • ► a!|ij = a?y goaotKk hafc, Noforfc dnroh Vurgloi- 

diung mik (II) dio I3o«iobui]g: 

(38) 


11. Sate! l^eseidmet tnms mii s die Amsidil da* Normallosnngeih 
des Ko^rueMonsgsi&m (I), mii «' c2ie rfes hn^iigicticn K(nigrHen 0 e)i- 
sysims: 
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HO ist: 

(IV) 


f ^ 

8 h' 


Dio in (lor Gloiohuitg (IV) Bteliondoii Quofcioniiou slud gauKO 
Zalilon, OH isfc iilimlicli fdr oin ICoiignionssonsyatom (I) dio Zolil s afceta 
oiii Toilor von Um dioa oin»iiBolioii, ordno man dio 

aus don Znlilon 0, r — 1. mSgliolion Zalilousyatemo 

^Lt ' "t folgondcrmofion in Grappon, woboi y,m AblcUraiing oin 
Zablonsyatom symbolisoh mit X bozoiohnob und Tor^ 

sohiodone aolcho Zalilonayatemo durcb obero Indizos uuterschiedon 
worden mbgon. Man botraolito dio j) Linoarformen: 

(39) U‘^tA-,p) 

r»l 

Itifib man dai'in an Stello you Xi, s^, “ zimucliai; dio s Normal- 
Idsungon dos Kongruonzonsyaiioma (1) troton, ao wird: 

(40) ^iE=0, udjSO, (mod. »•)} 

dioao 8 Zableuayatiome X aeion mit: 

(41) XC), X(“), •••, XW 

boxoiclmot. Enbwedor aiud domit alio r*' ZahlonHyatoiuo X orachiSpft, 
d. b. 08 Ul 8 dnmi 1st dor anfgestolUo Sat» bowiosen; odor oh 
ist s < r'l, dann gibt es aufior dicsou s Zablensystoinon X nooli andeco; 
oil! boliobigos solubcs soi X'«(a;/, > • •, x^'). Sotzt man jotxt in 

don p LinGuriovineii (39) Xi =» a:/, Xf — a;/, •••,»,“* x^, so wordon 
diosolbon jedeiifalls nicbt alio sO (mod.}'); os mugo 

(42) A “-.Vo A -ft', 

wordon. Dio nilmliobon Ztdiloii gi, g^f • • •, gp trotou dann immur 
wiodor auf, wenn man in den p Formou (39) an Stello von »x ; 
jono 8 Zalilonayatemo oinfttliH, welohc ana dem Syatomo X' durcb 
Addition dor Syatomo X^^^, X^*'^ abgoloitot wordon (wobei dio 

aiifti'otoudon Zablon x'+x anf ihro kloinalon poaitivou Uosto naoh 
dem Modul r zu roduzioion sind). Dio so ontstniidonon a Zablon- 
syatomo soion mit; 

(43) XV+J), Xl*+% • • ■, Xt>') 

bozeiqbnet; aie sind alio vonoiimnder nnd von don ZalileiiByatemon (4'J.) 
Yorsdbiodon, zugloiob sind oa dio eftmtlioben Zablouayatomo, wolcbo 
dio Xongruenzon (42) erfUllon, Entwodor sind mm mit diesen zwel 
Eeibon alio Zableuaysteine ei'sohOpft, in wdobem Folio 
also dor Satz bowiosen ist^ odei* es gibt nobb andero ZoblenByatemo X, 
dio in dieson zwoi Beiben ni<dii yorkommon. 
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So fortBohroibend kann uian die Biiintlicheu I'i Znliloiisysluiiio X 
in Roihou tou jo 5 aiiordiiou in der Form: 

X^, 

UA. 




woboi und man orkennfc darAus^ dai) die Antfakl 8 dor NomuU- 

losutiffen dc8 Konffintewiensi/shms (1) sfets cin Teilei' von i»t, Dio 
8 in oiucr HoriBoiitali'oilio sbelionclen ZAiilonaysbomo sind diidurcli 
charAkberiBlorby daft sio dio j} Linuarfoiinon (B9) don nilinliolion Zalilon 
Vif 0t» ’ ' ’f ffp kongi'uont inaohon, und 08 sind zugloioli diu Bllinblichoii 
ZahloiiayBbenio, dio dies tnn. 

Ana (44) Bcliliofib innu woiter aofort, duB ein System nicid homo- 
gener lineai’er Kongrueimm 

(46) ^ I- = Ofi «•) 0< * 1 . a, ■ ■ , P) 


enUoeder s Nomallosunyen hat odet' Itdno. I-CoiBt man abor Zalilon 
Ov (fit ' * •» (fp> wolclic diosGS Kongi-noiwensystem Losungoii liat, 
dui’eh die Formon (SO) dAi'Btollbai’j so iab dio Anssohl dor darsbollbiiroii 

ZahlonBystemo t = und dio Formol (IV) sngt oinfncli nua, dali 
durc/i p Fomen (89) atnd dw'ch die q da^u hoiyuyiertm: 


(46) 







siots gleich vide Zahhnsysleme doi'stellbai' sind. 

Bill Pall knnn sofork erlodigk worden. Isfc nllinlioli uiul 
die Dotorminauto flja ' ’ ' = ± so ist jodoa ZalilonayBboin 

Su 9i> !fq ‘lio Pormon (89) daratollbnrj oa iafc also in diosom 
Fallo fllr jedoji Worb dos Koduls rt 

(47) fi «= 1 . 


Von diosom Sabiso aoi dio folgonde Anwoudung guiiinolit. LllBL 
man in dom Gloiohungensystomo: 

(48) . 

fiir wolohoB dio Doionninaiite 2± 4 on Wort ± 1 hat, 

an StoHo dos Systoma dor GrdBon af^, • • •, {c^ der Roiho nnoli 
dio altmtUohon Variationen mib Wiodoi'holung dor Blomonto 0 , 1 , • • •, y — 1 
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zur q:*”” KIasbq troton und dcmkfc sioh jodosmal dio ontstoheudon 
Grdfieu x^y auf I3i]« Idoinstou positiveu Bosto nooli dom 

Modul r rodu'/aorf;, so troteii naob. dom soobou Bemorkton on Stello 
dos Systems dor q Gi'dfioii a^f x^' dioso nfimliolicu Yoidatiouen 
uur in anderor Boibonfolgo. Mlt oiideron Wortou: wonii dio QrSfien 
% uimbbHngig vonoinander dio Boibe dor ganzon 2inhlen 
0) 1, • • 9 ' — 1 diirchlaiifeii, so tun dies, mod. r botraeUtot, aucb dio 
Zahlon x^', oj,', • • •, x'. man doher in dom untor (II) on- 

gosohriobonon Ausdruoko ftlr s on Stello dor Snmmationsbuolistabon 
Xy y iiono x\ y' vermiltelst unimodularer linearor Substitutiouon: 

(40) X, h,„x,; y^ 

aal ^sai 

(|'=1,8,. ,5} 0*=!, a, 

(wobei also -5’± ± 1 ist) 

oiii, so bat man auob llbor joaeu dioser ueuen Summationsbuebstabou 
uuabbSrUgig Ton don ondm-en Ton 0 bis r — 1 zu summiei'ou und oi'> 
bSlt so, wenii man zur Abktli'ziing: 

(fio) 

sotzb, far s den neueu Ausdruek: 

p V 

i/ti » ! 

. 0,l» ,r— 1~7”^ 

(61) 5 ’ 

V 

p{, 

boi wolebom man nun zuiu Zwoclco dor Borcclnuing voii s tlbor dio 
ganzon Znblon A und k imiorbolb dor Bodiiigungen : 

(52) ^ ± All ± ^ I ± ^11 ^^99 • ‘ = ± I 

froi vorfdgon doi'f. 

Dor nnf dor roohtou Seito dor Gloiobnng (II) im Expouontou 
stobondo Ausdruok: 

(B8) 

P>b 1 fBMl 

^vird tdm hiUncim Fom genannt. Yorsohwindon fttr dio Matrix 
ibi'or gauzzabligen Kooffizienton alio Doterminouton 2 + (und 
bSboren) Grades, aber niobt alio Boterminanten 2^ Grades, so boifib 
2 dor iAmg dor Form A. Mon bildo, indom man nnbor X cine dor 
Zablon 1, 2, • • «, 2 Torstobt, olio Boterminanten Grades nnd 
boifio dj^ don grSfiten gemeinsomon Toiler dorselben;. dio Qno- 
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tioutcn e* A -» 1 unfcor cUo ISiiilioit zn voi 

stelieii isi;, siiid clfluii glolchfalls gnn»o ZAhloii imd hoiOoii dio 2ik 
■montarieUer dor Form A, Gohl: dnnu dio Form A diircli unimudular 
Jinoaro SiibsUi^uUouon (49) in dio Form: 



(icsi usal 


Gboi'i wobei dio Koeffixioutoii K,, dui'oli dio Giloioliungon (60) doiiuiur 
siiid, so isfcjodo Dotormiuanto Grados dor h oino bomogono linear 
Fimktion dor Dotorminuuton Grados doi' a und dahor nucli dural 
di toilbar; dji ist nbor ^.ugloicli dor grOGio gemeinsaiiio Toilor alio 
Dotormiimnloii Qrodos dor 6, da auoli dio Form durcli uni 
modulai'o liuoaro SubstifcuMouon in dio Form A Uborgofilliri wordoj 
kauu, also aucli jodo Dotorminaiito Grades dor a oiiio bomogon> 
litionro Funktion dor Dotoimunaiiteu A^‘ Grades dor h isfc. Noun 
man dahor »woi Formon mo A iiud J3 (iguivalmt, so sind ftlr il(|ui 
volonto Fonnon dio Zaliloii utid dalior auch dio Flomontarboilur c 
dio gloichon. 

Das in dor Fonnol (51) niodoi'gologto Itosultat kann joUi daliii 
ausgosproohoii wordon, dall in doin Ausdnicko (11) flir dio Zalil .s di< 
Form A duroh jodo boliobi^ doKU liqiiivalonfco orsutrA wordcu diirl 
Untor alien an oiiior gogoboiion Form A. aquivalontioii J<'ornion gib 
08 unn bokaniitlioh oino aiisgoaoiolmoto, dio Nomia^omt 

I 

( 66 ) 


doroii KoofiiaionLon e^f • • •, e^ dio vorhor dollniorfcoii Flumontar 
loiler von A sind. Ftllirl man aljor dioso Normalforni JH mi l^tolb 
doi* Form JB in (61) oiii, so orhiilt man fitr « don Ausdriiulc: 


( 66 ) 


8 = 


Srtl f 

V fl 




doi' joUfc ohno Mtllio ansgoworiiob woinion kann. 

Zuullob&t kann dio Summation naoh don GrSBoii 
2^i'+i> * ’ ’’ ilinen das allgomoine Gliod der Summe uuab 

hHiigig ist, soforb ausgeHihrb wordon, und woiber ssorfiUU daun di( 
llbrig bleibondo 22-faolio Snmmo in das Produkt von 2 Doppolsiimmon 
Man orhiUt so ftlr 8 don Auadruok: 


Biliiiouro Vovmon, Normivlfoni]. Borochnung von a. 
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(67) 

\ »7ryi 

Mail bomorkfc uiin woitcr, daB oine Siimino 

(58) 8, 




r— 1 iiti • » 
2^ 




nur daiiii oiuon von Null vorsohiedouon Werfc und zwar deu Work r 
wouii durch f olino Rost toilbar ist; durohliiuR abor die 
Zahlon 0, 1, • • •, r— 1, so kommt dies S;i-mal vor, wonn dou 
grBBlon gomoinsamon Toiler von mid r bozeicliiiot, uamlich fdr dio 

Worte a;/ ** 


*1- (* = 0> 


(60) 


0,1 


2 


r—i ini 


} h 1)) 
=2* 


■*).nn 




und dabor endlicli: 

(60) 5 

Ill, Sata: Dio AmaJil s dor Nomallosunffon des Konymoiigeii- 
HiiHloms (1) hcti'Hgt s = • • • o, • wmn I dor Itmy dor bilincoA'mh 

Vom A, Si ahcr filr A =« 1, 2, • • •, I dor f/riiftte gemchmm Toiler von 
r und dent EkmcniarteUor von A isl. 

Dio Bostiixinunig dor Anxalil dor NormolliJsungeu oinos Systems 
tiiioaror Kongriionzon ist zuerat von Honry St. Smith und sputor, tibor 
unablillngig davon von Horrn Frobonius^ iingogobon wurdon. An diosc 
Abhandlung dos llonii Froboniiis luhnt sioh dio obigo Darstullimg in 
wcsentlicliou Punkten on; insbosondci'o mag anf sio bozUglieb dcr Uoduk- 
tion dor bilinoai'on Tonn' A auf dio Noimialfoiin E vorwiosou wordon. 


§3. 

Folgerungen aiiB clem lU. Satze; eudgttltlge Ctestolt der 

Formel (25). 

Es Bollon jotzt aus dom HI. Satzo eiiiige Rosultato abgoloitot 
werdeu; die bei Untoi'siiobungon tibor Thetafimktionen Yorwoudung 
lindoii. 


1) Smith, On systomB of linear indotorminnto ociuations and oongruencos. 
Phil. Ttrab. Bd. 161. 1801, png. 808. 

S) ProbonluB, Tbeorio dor Unoaron li'ormou inlt ganzon Goofilzienton, 
J. fdr Math. Bd. 80. 1870, pag. 140. 



58 n. 8. JTolffOKungou aus doiu UL SaUo; ondgiiltigo QoslinU dor li'ormol (88). 


Es aoi uud dor Kodul r oiu Vielfacbes dor Dotermb 

naiito A*«> ^d:%i^9s Dotcrmiuanto dor Normalforni 

J'i doii Wort; <?i Og ■ * * o, l)ORikt;, iindoroiseita al)or mit; dor Dofcorini- 
imnto A dor m'spi'tlngUolioii Form bia anf^ yorxoiohon tlboroiii- 
stimmi;^ so liat man fOi* don absolnfceii Wort; V diesor Dotorminunle: 

(Gl) V = 


Tab mm wo g oino positive ganzo Znhl isb^ so isl ftlr A = 1, 2, • • 7 

9 ^ = uud dalior s » V. Man bat also don 

IV. Sate: Wenn die Bdmnmante A = von 

NvU vemkieden istf so ist die Anaahl dor NomaUbsmigen ties Kon- 
grnenmisgsiems: 


(V) 



= 0 (mod. flfV) 


i'/) 


fiir jedo gitnuie ZaM g stels glmh dm absolnlcn WcHe 7 der JMvr- 
mimnta A. 

Tst wiodor «> dor Modnl r abor rolaiiv prim zu A, also 
auch wogon ((U) rolativ prim zu jodom Elomoutartoilor e;^, so Hiiul 
(dlo MBon Sji Uiid dahor anoli s >= I. Bfnn liiit also don 

V. Sates Wenn die Botemmanio A ■= an von 

Nidi vmelticdon isl, so Ital das KongruongGitsyslom: 

? 

(VI) 2 — ^ (mod. )•) (/•‘-i.a, ,v) 

|!Si 

fill' jedm Modnl r, dot' i'daUv gu A 98/, ntw eim (nneige Normal- 
lliswig, namlich 0, = 0, • » “ 0. 

Man bobrnohio foruor dns JCoiignionzonsysbom: 

9 

(G 2 ) (mod. V), (1—i.B, 

}}oi wololiom Uf,f dio Adjunkfco von in dor Dotorinhmnbo 

^ <^11 bozoiolnio. l^elcnnntlioh isb jodo Unbordobor- 

iiiinnnbo A'*”* Orndos dor a dom A^'’^-faoboii dor zngohiirigun Ad- 
jnukto 7 — GK'ndos dor a gloioh; bozoiclinob man also mib don 
grGBbon gomoiiisnmon Toiler dor Deberminanbon A'"' Grades dor cc, so 
und es liab dahor flir dio biliuonro Form; 

( 08 ) 

/{sal t>n«l 

dor A*° Elomonboi'toiloi' s^ don Worb: 



JJustiinmuiig vou s in oinigoii BpOMollon Million. 
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(64) 




V. 


d. 


W+i 


IDs isfc qIho wtiitor ftlr dns Koiigi'ueussonsysiiom (C3) dor grSfito gc- 
meinsaino Toiler tou und dom Modul V s, Holbsb, und innii 
hat, daj 


( 66 ) 

iob, den 


«1«8‘ 


e„e. 




a a— 1 


VI. Satz: Wem die Dcteminaatie A “ cfnOgg ••• von 
Null verachieden isl^ und mil «,,, die Adjivrdite von a^^^, in dieaei' Ne- 
tonninmle hoeeicimel wii'd, so i^ die AimJd a der Not'tnaUoaimffen 
dea Nonffttteitaensyafema: 


(VH) 
cf — V®’'^ 


a 

= Q (mod. V) (i'=*i.s,--.7) 


Man botracdito ondlioh das Kougruouzeiisyslom (IG). ITonufc man 
boi diosom den grfiflteu gemoinsamon Toilor dor Dotorminaiiton 
Grades seiner ICooffiaienteu d/ und den A*™ Elemoulartoilor dor 
XU ihm gehdvigon bilinoaron Form e/, so let: 


(60) 





yV 

«3-a+i 


Folglicb isb dor 
Modul V: 

(07) 


grOOlo gomoinaamo Toiler a/ yon s/ und dcm 




wonn, wio frttlior, mib dor gruObo gomoinsamu Toiler vou 

® 3 -a+i r boaoiolmel- wird, und man hab, da: 


( 68 ) 

isb, den 








vn. Bata: Wenn die Dotet'minmte A von 
Null vet'scliieden istj tuid mil dw Ad^tuMe von in dics&' J)er 
teminante Uaeiclmct wird, so m die Aiiecdil a' der NomaOAmigm 
dea Kongi'ue!i%fsm8ysit(n)%8: 


a 

(VUI) (mod. V) (r=i,a,...,a) 

iJSS 

loom mU a die AnaaJd der NormaUdsunffen dea Kot^' 
ffruensonai/aienta (I) heaeiehnet wird. 



60 II* 8. Tolgorungcn Aua dom HI. Satxo; ondgflltigo QoRtnlii dor Formol (S5). 

Ftllui man don sooben gofundenon Wort! voii 0 ' in dio Formol 
(25) oin, BO orhSlt man don 

vm, Bata: Die chtrch die lineare StthsHHUion: 


(IX) 


rm^ 


•I'BSI 







bei der r eiuo positive game Zahl, dio o^,, game Zahlen mit nicht ver- 
seJmindender Deteminanie beseicfimn, lotvh'Jile Ifnvfmmng einer q-faeh 
anendlii^ien lieihe slclU sidh dar in der Qlcidvung: 




V 


(X) 

Snt / , 0 i'\ _ 

M.-.r-I Vr+uFi' , 


l-Vl-f 


Dahei ist die FnnMon g(ni \ |«j,) dun'h die Oleichung: 

(XI) /'(>«il'"l>»,)“ff(«i|"'|«j) 
df/inioiii es ist fmtey /nw MMrmng: 

(XII) ,v) 

#i«=i 

gcsebt; os Imiehnct A die Deicmimnte ^ 

absoltden 'Werl mid die Adpmlite von in A, M«d (W ht cndlich 
wdcr s die mio/t dem III. Sata »\t hcyeidmende AmM dor Nomafr 
Ibsungen des Kongnienmisgstem: 

(XIII) ^ , .-c, S3 0 (mod. r) 

verslanden. 


BoaUglicli dor gowoniionoii Endformel (X) wird man iiooli Folgon- 
dcs bomorkon. Bio anf dor roolitoii Soito als Summaudon aufiirotondon 
(Vr)v niiondUblion Itoiboii: 


(60) a 




Bind niobt olio yonoinandei* rorscbiodon. Botraohiset man ti 8 .iti 1 iV . 1 i 
nnfeor dioaon lloiUen zwoi, fdr welbbo sioli dio zugehdrigon Zablen- 
systemo ‘ nm oino Ldsung des Xongi'nonzonBystemB: 



lijndgtIlUgo GostaU dos Eosultatos vou^ 1. DiolcuBBion. 
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CifO) (mod. V), (!■«), a,.. .,9) 

dio zngoliSrigou ZtililousyBtomo iiin oiuo LSsung dos Kun> 

gi'iiouKonsystoms: 

(*^0 ^ = 0 (mod. «•) (r=i,a,.. ,v) 

/i-i 

luitorsohoidoii, sodoA aioli also die firdfion; 

§ A 

A* ■*•*» A» r> *’» "f 



niiv urn gauzo Zaliloii iindern, weim mail von dor oiueii von ihnoii 
zur anderen ttbergelit, so boaiizeu diose zwoi lloiben, wio man loioht 
sieht, deu gleiobon Wert, Bei'ttel^iclitigt man aber, daft dio Anzabl 
der l^omalldsungon des Kongrueiizeiisystoms (70) naoli dom Yll. Satz 
dio Anzahl der Normalldsongen des ICongnionzeiiBystoms (71) 
naoh dem U. Satz s betriigt^ so erkonut man, daft dio (Vr)^ auf dor roclitcii 


Seito von (X) aufti'otenden unondlichen Eeibon G 


- w: 


(h’uppen von je nnteroiuander gleiobon zorfalleu, 

nnd daft man auf der reobteu Seite von (X) jede solcbo Grnppo von 
Summanden durcli das V^'^'s^ fiadie eines beliobigon nutor ibneu or- 


setzon kann. Fttbrt man dieso Vereiniguiig ftir jodo der — ^ Grnppen 
ans, 80 gebt die rccbto Seito von (X) in das V»"^s*-fncbo 
oinor Suinme von ^ weaeutlicU voi’scbiedonon unondlioboii Hoilien 

^ ■ 0^] Oporationen an nud mit dor Forincl (X) 

'vviirQ 08 aber, ivio scbon die jetzt folgonde Untorsncbung zeigt, diirclians 
unzweckmliftig, diese lloduktioii si^ auBgefUbrt zu donkeu. 

In dor Formol (X) lasse man jetzt an Stollo der Funkfcinii 
f(mi I • • • 1 m^) dio allgemeinero; 


(73) 



trolon; boi dor zur AbkUrzung: 

r—l r=l 

gesetzt iat, wHhroud die », X gauze Zablen bezeichnen. Burob die 
Substitution (IX) gebt donii der Ausdiuck (78) dbor in: 



G2 31. 6. Folgoruugon ans dom III, Satso} ondgflltigo Qestalt dor I'orniel (Sfi). 




r=»\ 


(75) 


ff-J 2"^ I ■ • • I T 2" 

\ yistl real / 


T 

irtl 


r»l 


und dio FonncI (X) liofoi't dohor KunUclisii dio Gloiohuiig: 

2rti ,« 

~7r ^ 

(78) wi. 


/■(«»! +4i- 1’". -I- 4) 


ifti 


/-W.... + 0 D “ 

2 { ^ 

ff(»i + *i + sl + 

Boaolikot man abor, dn6 dor Wort dor hior niif dor roolilou Boibo 
sbohondon, in boaondoro Klnmmoin olugosohlossmion ( 2 [>fno]i unoiidliulion 
Itoiho aioli iiiolil iliulort, wonn man dio Summationabnobabiibon 
mn boliobigo gaiiKO /alilon iludort, und IHQb domsufolgo ftlr 1, 2, ■••,7 
liy ill tlboigolion, so gohfa dio genannto lloiho, von oinoin 

Expononbialfnkbor nbgosebon, in dio urapriinglicho, dio Funicbion 

^ Cl • • ■ tf**] Iloiho (69) Ubor, nnd man orJillU, wonii mnii 

nooii Kill* AbkUi'sumgr 

(77) 

sofc»b; ana (78) dio Ciloioiuing: 


..... 

B*/ / , */i\ ,«» 


(78) 






■i' - S 


iiti >c>— I iift '•o... . 


real 


In diosor Gloiolunig boaoiolinou • » •, • * <; A, bdliobigo ganzo 

%nMon;lil8binau die unabliilngig vonoinandor dio Zalilon 



AulbtoUung oinos Syatonu Unooror Gloiolinngon xwisokon imendl. Boilion. 6S 


dio A imabhlUigig vonoinniidGr die Zahlen 0, 1, •••, V— 1 dui*ch- 
laufoii, so gelit nua (78) ein Systoin von (rV)^ Qlei^ungeii hervor, 
die auf ilireu roclitou Soiton alio die n&inliolion (fV)^ Gfi'iifien 

^ • * ‘ onthnlten. DaB dieso (j*V)» so ontstoliondeu Glleioliungon 

nioht alio vonemandei* Torschiodon siud; sondern obenao wie die (rV)> 

Gliodor dor I'ocliten Soito eiuor joden tou ibnen iu Ginippeu von 

o 


jo V*“*a* niiteroinandor gloioben zei'fallenj wil'd mail zwai' bemorlcen; 
man wird siob aboi' zwookmilfiig obousowenig das System dor (rV)^ 


Gleicbimgen (78) auf das System dor ^ vei'schioden unter ibnen re- 

o 

duzierb deukeii, wie dies frtiboi' mit den (fV)^ Gliodern dor recbten 
Seite jedor Gleiobung dos Systems gesoboben ist. 

Die Gleiobung (78) repiitsontioi't also ein System von (rV)^ 

linearon Gleiobungen zwisobon den (#‘V)« GroJJen oinei'- 

seits und den ()'V)« GrSBen anderoraeits. ludem man 

dieso Gloicbnngcn, sEmtlicb odor oinen pnssend ausgewiihlten 'I'eil 
von ibnen, linear mitoinander verbindot, kdnnen ans ibnen Glei- 
cbutigen in grofior Zalil abgoloitet werden, von denen ; 

dor GrBBcu ^^'dBen Q 

blilb, und bei deneii als Koeffizioiiten aussoblieBlicb li]inboitBWur/.o1ii 
uuftroton. Yon dor Aufstellung solcber Glcicbungon soil abor bior 
abgoHobcn woi'don, und es mdgo beztlglicb dor Bebnndlung oinos 
doliin gobdrigon spcziollon Fnllea auf § 10 dos siobenten Kapitols ver> 
wioHon wordoii. Niir ein b'all soil bior durcbgefdbrt werdon; man 
kaun niimliob insbosondoro das System dor Gloicbimgon (78) nacb 


odo onion Toil 


don als Diibokannteii aufldsen oder, wie man sagk, dio 

li'orinol (78) umkoliron. 


Zn dom Bndo vorstobo man untei' pj', • • •, ff,', • • •, 6,' be- 

stimmto ganzo Znblon, muliipliziore linko und roobte Seite von (78) 
mit: 


(78) 


-r ^ 

/i=»i 




q q 

'Vi~' 

>nl rnl 


und summiore bioi'auf itbor jedos « von 0 bis 4' — 1, liber jodes X 
von 0 bis V *-< 1. Von den boidon dadnrob auf der reohbeu Seite 
anftrobendon Summon: 



G4 IT. n. FolgovnngAn nuB dom lil. Suiso; ondgfllUgo Goalialfc (lov Fovmol (25). 


ini V.— X!*/“ 

0>1, •.r~l };r i * 

( 80 ) 2 ‘ ’ Z 

*1 * ”**^9 ^1* * ^ 

IsoBiUt dio orato nm * dnim oinon you Kull yoi'soliiodonon Worl : imd 
zwar (leal Wwt r ^, Tvenn 

( 81 ) ss 5 / ( mod . J -) < i = i , ii .- -, 9 ) 

ist , dio ssiroito mir dnim oinon Ton Kull vorsoliiedonon Worfc niid 
awar den Wort V *, woim 

( 82 ) s 5 / ( mod . V ) ( 1 = 1 , 8 , . ■ , tf ) 

isi ^ und da OTstoros boi dor Summation liber die <S iin ganaoii A - inu 1 , 
loteloros boi dor Summation Uber dio q im gan 7 . 0 ]i V '^^' s-mnl nuftritt , 
und fevnor Jodosinal ; wonu dio Kongrnonaoii ( 81 ) und ( 82 ) orflilli ; 

Bind roduaiort sioh dio roebto Soilo 

dor cnlstandonon Gloichung onf ; 

( 83 ) c ^ s . V « V >-' s £ fr 5 ."'!fl 




(raal, 8, • •,») 


Ui ■ • • an 


nnd man orlialt Bcblioblicli, i70im man linko und roohlo Soito dtircb 
(Imdiort, biorauf dio boidon Soitoii miloinaiidor vorlniiHchl 
und ondlicb uooli dio A(M!onto boi dcii Buobstabon q, a inUordrlUdcl;; 
die Gloicliung: 

v«sor’*'"''i 


Q 

8*/ 

■2 ,2>E:;:a- 


9 9 

en -i‘ I Vt » 


• »* >ri , ini Vt \ 

““A" 

/l = I /(Bl 


womit dio gowllnBidifco Umlcohrnng dor Formel (78) oiToiclil iai;. Man 
wil'd dnzn uocU dna Folgondo bemorkoii. 

GibI; man in (84) alien Zablen (>, a don Wori. Null uud omolat 

^[oi-o] dui-oli dio dmnit bo- 

aoiohnoten lloiboii, so ontsfcohfi dio Gloicbung: 


(of); 

-2 .2 ( 2 • '■(”.+?! 
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Anwonduog Aiif oino jj-fnoh uuondlioho Thotaroilio. 

Dio Formoln (X) und (86) stohen^ wie aus (lorn Grange dor lotzbon 
Untorauoliung erholU, iii doi* Besioiiung Kuoinandor, doA jodo vou 
ihiion nls die Umkohmug dor andeion botrachtof; wordon Icaun; sio 
Icdnuon abor aiicli ala nioht woaoublioh veraoliiodoiio l^ormolii an- 
gOBoboii wordon, woim man beaolitoi, daB obenao wio die Formol (X) 
dodnroh ontstanden iat^ doB man in doi* (j'-facli unentUioheii Heibo (1) 
on Siollo dor Summatiouabuoliataben m none Snmmatioiiabuobakaben 
n diiroh dio Substitution (2) oin^brt, dio Fovmol (85) daduvoh oi*> 
halton warden kniiiii daB man in dor auf ihrer liiikoii Soito ateheiidon 
( 7 -fach unendliohou lleiho 

**i»‘*»*j 

an Stolle dor Summationabuobstaben n die m als none Summations^ 
buchataben oiuflllirt, vorinittolst der zu (2) invoraon Subatitutiou (5). 


§ 4 - 

Anwendung dei* Fovmel (3Q auf elue jp-flaoh imeudllolie 

Tlietai'ellie. 

Diu im VDI. Satx augegebeno Dmformtmg oiner boliobigon un- 
oiidliclioii lioiho soli jcUt auf die |)>fucb unondllolio Thotaroibo on- 
goweiidct wordcn; daboi mogen mir die Kocfiixionion dor SubBtitutioii; 
lull sic von dou Tbotainodulon zn untorscboidoii, mit bo- 
zuiehuet werdon. Fa handelt sicb aho um dio Umfoniinng dor ji-foch 
unondlicbon lloiho: 

(87) 

P P P 

= ^ /l = l 

mj t ''iWjj 

6111*011 Einfilhruiig noiior Suminationabuoliatabeii » vormitlolat doi* 
Subatiiution: 

( 88 ) (/‘“itS.**-,!*) 

*•^1 

boi del* r oino positivo gonze Zabl, dio ganzo Zahlen mit nioht 

vorachwindondoi' Dotormiiianto ^pp bozeitdiuon. 

DoBniort man GrBBon g implioite durdi ^e Gfloiohungon: 

(89) 

•■•■i . 1 . 


ICraKori Thotnainktlonon. 


6 



06 It <^' Anwondung dor Foriiiol (X) anf olno p - liicli nnoudliclio Tholaroilio. 


odor oxplioite diivoli dio Gtloiohnugon: 

(00) 


8 , 




in donoii 6 ^,^ (Uo Atljiinlcbo vuii in dor Dutorminnutie A bozoichiiol; 
wil'd iiutov Anwondnn^ dor (tloioiuingon (88): 


ao 


y y p p . „ 

2 2 + i/f) ("V -I- ff /.') 2 *.-'(«.■ + a) Gv + s’ 

2 K ff/i) -I- *„ * *) -- ^ (»y -I- “/) Gv -I- V * *) , 


(91) 


wo xiir Abkilmmg: 


(02) 


P P 
/|Ml 

^ 1 - 


(i', ,,j,) 


/| 44 l| 




fL u An A., 


/ 4 BUil ^ 




goaotxt iat. FulgUoh wil'd ima dor liior vorliogoiidoii b'ankfcion: 
(98) 


f* p 

/i» 4 j 


duroh IDinfdhrniig dor (h'dfioii ni 

» 0 


mid oa goUt tina dor l‘'orinol (X) uuiniLtulbar dio folgondo Giluioluing 
liorvor: 


(95) 




%iti n .. 

0 . l."»r — 1 “TJT^ 


0 . !.;■»» 
“ -2 -S 


teal 




r»;a+” J: 


Ilauptformo). 


07 


Bio in dor lofcztou Zeilo afcehondo p-fach unondlioho Boiho isi; oino 
Thetaroiho mit don Modnlen ssur KouTorgeuz diosor nouon Thota- 
roibo bodoi'f es koiuer woifcoren YoranasotMuiigoii. Bossoiohnot man 
namlich don i-ooUen Toil von mit don roollou Toil von 6^,. 
mit 8y,,, so orbillt man wogen ^2): 


(90) 



VrVv 





wenn man ssur Abktti'zung: 


Ck= 1 , 8 , ••■,/>) 


sotsit, und erkount daraus sofori, daO die auf dor liukeu Soite von 
(90) stohondo quadratiscbo Form oino negative ist^ sobnld oa die auf 
dor roohten Soite stobeude ist, dal^ also die nouo Tbetaroibo mit dor 
urspi'tluglicben konvergiert. Fttbrt man aber fdr dieso neno Theta-' 
roibo dio gewobnte Bozeiobnnng ein, so nimmt die Gleiobnng (05) 
die Gestalt: 




— £ tfi r — j. fA ' 






'0 + Q 
A 

L "r " 


Wj 


an, und man bat daa folgoiido Eesultat: 

IX. Sats: Mm^en mt <lm Modulm (1^,^,. und den Argumenien 
eiiwr gegehenm ThetafwMion <Ue Modulm und die Argumeide 
einer neum ab getmift den Glcichmgen: 


(XIV) 







fltsal 


in dmon r eina posiUve game Zalil, die gmvfe ZaJilen niM- 

vm's^htoindend&i' Memnnmte hmidtnen, m dHit^d aitdt die yegdiene 
Hhota/kmkUon dw'ch die tmen aus mii Mlfe der Qieiehimg: 


(XV) 


% 7 ti 'CTm. ~ , , , __ 

1.1,. ..v-i p + 


'5 2 ■ 


-e- 


J)dlfei iet m' AbJdh'mmg geseUi: 


ft + g 

L r z 


n* 



68 n. 4, Anwondnng (Icr l^ovmol (X) 4uf oine ji- flush imondlioho Thotai'oiho, 


(XVI) 








09 Ixnteiehnet A Detorutimnie V ^hm ahsoUtten 

Werl iind die Ad^mdiie von in A, und at iat emlliclt unter a 
die meh dem IIL 8at0e m herccJmondc An0ahl dcr Nomallimnyen 
des Kongruengemystcfm: 


(XVII) (mod, rj Oi“=i,«. -.v) 

verstandeii. 


Sotet man in dor Fonnol (XV), inriom man niifcor q uino jsoHitivo 
gnneo m rohifciv jirimo Zalil Toi'Blohb, rfji = (?jjg d 

alio tibrigon 55ahlon nbor dor Null gloiob, ho uiimiil. dioHollso 
nnch oinfnolion llodukbioneii dlo Gostnlt; 


(fiO) 9^6- 


'rt ” 


J. 


>(g + g) 

8 

. r J 


-a/r/ V 






an, bci der clio Grblloii v, h jotxt miti don GrbUoii a diirob di<s 
Gloiohungoii: 


(100) 


»r«7-« 


rl 


hr' 



(>•.''“-1)8, ,t>) 


vorkntiiifb nind, mid aua dor wolLor, indom man dan oinu Mai r <■-- L, 
das audoro Mid g^l dio Iblgundon Funnuln orhaUon ivordoii. 


X. Bata: hdidfige posUivo ga/tWi Zalden g tmd r Iwslelwn die 


Qkiohungenf 



(XVIII) 

<^E]w» 

gp-.g. 

mdi 





(XIX) 






Dio (lor allgomeinoiL SubBtilnlion (88) ontHpvnohondo Tliotaforinol 
(XV) isl von Horrii l*rym und inir*-) angogoboii wordon; bis dahln wniDii 


1) Kraisor und Prym, None Gvundlagon oto., png. 7B. 
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mir gaiix Bpoxiollo FUlle dorBolljoii bokannt, woloho olio dei* Kuletzt go- 
maohlon Aimalune ontsproohon, doB boi dor Substitution (88) silnitliolao 
niclit in dor I'lauptdiagonnlo stehondoii ICoofdxienton don Wort 
hnboii. Insbosondoro sind dio Forjuebi (XVIII) und (XIX) fUr den 
» 1 lilngst bokannt. Sohon Jnoobi^) hat bomoi'kt, doB dio 'O'C'^Oo 
darstollendo Boiho, wonn man in ibr die goradon Gliodor von don uil- 
goradon ti'onnt, in Kwei Eeihon KOi'fllllt, von donon jodo fOr sioU oino 
Thotafnuktion mit doin Ai'gumento und dom Modul da darstellt^ 
ist so m dor Formol (XVUI) fdr » 1 und golangt. SohrUboi* 

hnt dioso Zorspoltung dor Thetai'oiho in mohroro duroli ZusammenfosauuiT 
deijonigon Gliodor, boi donon dio Summationsbuohstabon einandor iiaoh 
doni Hodul 2 kongiuent siud, auf don Fall oiuos boliobigou d ausgodohnk 
und so dio Fonnel (XVIII) ftU' = 1 und beliobigos Q orholton, wIihi*oncl 
dio Fomol (XIX) zuerst von Uonn Gordan^ ongogebon wurdo. Din 
Formoln (XVUI) und (XIX) Bind fiir den Fall p = 1 gonau jono Dni- 
fonnungon dor Thotareiho, woloho am Fndo doB § 1 untor (38) und (30) 
flir oino boliobigo oinfooli unendliolio Boilie angesohrioben Bind. 

Naohdom dio Formeln (XVIII) und (XIX) fttr den Fall p — 1 gn- 
fimdon wai'on, war ca loiolit zu oi'sohen, daB solclio Formoln auoh fllr 
Tliotafunktionon mehroror Voi^dorlichen bostehon; sio ^vm'dcu auoi’sL 
(imtor Boscbrdnkung auf don Fall » 2 luid d — ^) von Herrn KBnigs- 
borgor^) augogobon, dooh hatte scbou vorhor Hoit Thomao^) dio 


Fni'mol: 












(101) 




ii>l. 




,1=0 

L 0 J 



boi der: 





(102) 

V, « 


¥V' 

(I-, -> 1, a, • • ■ , jj) 


int, auf'gnstulH; oino Foiinol, woloho allgomoiiior als dio Foimol (XVTII) 
ist, in dio sio filr Qi — ^ Q Aboi'goht, und woloho auM dor 

]<'ormel (XV) orhallon wil'd, wonn man darin r « 1 und 


(103) 

Bokt. 


. wonn — V, 

f'" 0, wonu 


■ -Mit) 


1) .Taoobi, Thoorio dor olliptisohon Funktionon oto. Goa. Worko BcU 1. 
Uoi'lin 18B1, png. 616. 

а) SohrUtor, Bo ao(iuationibu6modulai'ibu8. Inaug.-BiaB. XOnigaborg 1864, 
pag. 0; auoli: BrioBohi, Sur divorBOB dciualions analognos aux dquaMous 3no> 
dulairoa dauB la thdorio doa fonotionB olliptiquoa. 0. B Bd. 47. 1868, pag. &87» 

8) Gordan, Bozlohungon zwisolion Theki^Produoton. J. fdr Math, Bd. QO. 
1860,' pag. 101. 

4) KOnigaborgor, tibor dio Tranafonnation dor Abolsohon Funktionon 
ovstor Ordmmg. J. fdr Math, Bd. 04. 1806, pag. 88. 

б) Thomao, Dio allgomeino Tranaformation etc. Inaug.-Blaa. GOttiugon. 
1804, pag. 6. 
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Beslehungfeu swlsoheu. ThetafimlctloueiL, deveu nCodulen aloli 
nm vatLouole Vlelflaohe vou sri imtersoheldeu. 


Voratohb man unter (ft, ft' — 1, 2, • • •, p) gany.o Zabloii, 
wolftlio dsn Bedingungffli =• (jt, ft' =• 1, Pi fK ft') go- 

nttgeii, nucl loitoi aiis don Kodiilon oiner Thobnfuiikbiou Qi'Ufion 
ab mib Hilfo der Gloiolimigon: 


^uu' 


V;i' 


(It, /«'«!, 


BO aiud ailoh dio dio Modulon oinor koiivergonton Tliotai'oilio, 
tind OB oi'gLbb siob zwisohoii don Thetnfunkbionou mit don uraprtliig- 


liohon Modulon und denon mit den nonen Modulon h,.,., niii 


Grund dor KougiTiouzon: 


(106) ^ ^ % 1%. 2 HI?, ^ *»„ (mod- 2) 

/IMil /I'mtl /|sl 


nnd der darnue folgeudon: 


jUal 




#«“1 \ P^L J 

(mod. 2) 


/(■>! 


soforb dio folgondo Bossiolmng: 


Zl. Sata: J/dn^cn von den Modulen a^f^. oinor f/efpibmen Thola- 
f)mJiiion die Moduli omer ^teuoti ah gmilfi dm Oh\dl\,myen: 






in denm dio p* gmufe Zahlen Inmeiofmon, toeldfie den jRedinffunget, 
0*> #*' =• 1, 2, • • j|jj ft, < ft,') genilgm, so MM sick dit 
gi^ebene Thetafimkiion diwefi dio nmo oits inU Milfe dot' &leieliting: 


(XXI) = 


2 

tiMl lUml 


»nn0fii 


in der eu/r AUkUr/nmg: 


Thotnf., doron Mod. sidi um gansso Violf. von Ki imtora 

ffesetat ist. 

Dio BoKiohuiigen zwiaohon Thotofunkfcioiien mil; 1 
imd sololien, doi'on Modiilon h eioh von dieson urn gobraonene 
faclie von xi untersolioiden, far wolcbo also; 

(107) >* ■ ■ 

ist, wo r eine positive ganzo Zohlj die gonze Zahlon von dor 
vorher botraohtetou Art bezeiobuen, kbunen dadareb erbalton worden^ 
daB man zunftobst vermittdst der Formel (XVIII) die gegobeno 

Funktion ^[J]Wa dm*cb Fnnktionen mit den Modnlen aus- 

drttokt, bierauf veriniLtelst der Formel (XXI) zu Fnnktionen mit den 
Modnlen -{• ttbei'gebt, und sodonn endliob veimittelat 

der Foimel (aTX) meso letztoren Fnnktionen durcb Fnnktionen mit 

den gewtlnsiditen Modnlen 4- dwetellt. Auf diese 

Weise golangt man ohne Mtlbe zn der Gloichung: 



boi dor znr Abktlrzung: 

0. wr-l -7^ 2 ("/<■•■ 

( 109 ) = ^ 

Pi*- >t}p 

nnd 

p 

(iio) 

gosotzt isi 

Dio in (109) definioi'to, von don ganzon Znblon 6^, • • •, tfj, ab- 
bUngige Snmme G? [tfj • • • tfj, fttr die im Folgondon nnob das kilraere 
Zoidbon angowandt wird, gebfirb zu don GiauQsoben Summon; 

ibre Bigouaobafton aollon bier nm* insoweit abgeleitet warden, ala 
sie fttr die vorliegendo Unterauobnng in Betracbt kommen. 

Da daa nllgeineine Glied der Summe G[tf] seinen Wert niobt 
iinderb, wonn man darin die GrttBen pj, ' "t 9p ganze VieLfodie 


nt 
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von f Undort, so orloidot die Snmmo mir eine UmstolUmg ihvor 
Qliodor imd folglicli keine Audomng ihi'es Wertes, -weiin mrui in 
ihrom allgemoiiion Gliodo dio Grdfieii q um irgoud wololio gnnzo 
Zahlen Undert. Es bostohfc dnlior ftlr boliGbigo gan»o Zoblen ‘"f Qp 
die Gleiohuiig: 

p p p 

g 1 /»— 1 ' 


(111) 



Pir'fPji 


e 


/tBaluhsal flsalft'tsil 


TTnterwirffc man nun dio ganzon Zalilou q deii j) Bodiuguugon: 

p 

(112) = 0 (mod. r), 0 <'=»i.a, ,p) 


BO I'odviKiorii sioU dio in doi* lotztoii Zoilo stohondo Snmmo a\if dio 
nrsprliuglioho Snmmo imd os gilt dalier filr jo p giin/.o 

Zftblen woloho don Jiougiuonjtoii (112) genttgoii, die Gloitjhuiig: 

I i* ^ p 

(IIS) OM^e 

Au 8 diesoi- Gloiolniiig orgibfc sioli, daD G\p] immor vorschwindot, 
wonn dio auf dor rooliton Soito stohondon Exponuntialgrdiie iiiicli 
iiur filr oino LOBung •■•ip, doa Konginonzensysloms (iL2) oinon 
von Bins vorscliiodonon Wort hat. Boaoiohnot man diilior dio Aiianhl 
dor Normolld.sungon diosns KougruonaeuBystoms mit 8 mid dio 
s Llisiingon solbst mit pjf (^ = 1, 2, • • •, s), so mu(i oin 

Ztihloneystem Oj, • ■ Ittr wololica G^[tf] nicbt vorsoliwindot, dio s 
Kongmoiixon: 


ttisal u^l Mnt ' ' 


^«.l 


■l*) 


ol'fttllon. 

Nun Koigt abor dio Gloitslmng (108), daB ob jodonfolls oin 
ZalilonBystem o^j, • • dr^ gibt, filr wolchos G[rf] uioht vorscbwiudol, 
nnd wololios dniior imoli dom soobon Bowiosonon oino LOsmig dos 
ICongramiBonaysjiomB (J 14) iob, nnd qb knnn dami mit Hilfo diesor oinon 
Lbsuug ofj, • • •» Sp dio ftllgoinoinsto LBsung von (114) borgostollt woi'deii. 
Zn (lorn Bndo nolimo man an, daB noob oin awoitoa Zablenayatom 
* ' ■? oxistioi'o, wolobos ellmtlidbeu Kongruonaou (114) er- 
fUllt. Hii'SQtat man ^ dniin in. (114) die GritBon tf oinmal durob dio 
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Grdfien oiu luidoi’es Mai (lurch die Gr&Beii ? imd subia'ahieri; je 
7iWei ontsproolioudo Koiigmeu'zon dei* boid(ui so ontsliandouen Kon> 
gruonzeiisystemo voueiuaudei'; so erliUlt man die s Kongi’uenzoii: 


(116) 


I. 


— 0 (mod. (•). 


Infolgo diesor Kougruonzon besitzfc dauii der Aiisdrnclc: 


( 110 ) 


12S 

r 




»nt yn ^ _ 

^ a 

fttr jedo Lfisuug * * *; des Kongruenzensystems (112) den Worfc 
mins, whhrond or ftlr jodos (lavon yerschiedeno Zahlousystom pi, ‘”}Qp 
don Wort Null hat. LilBt man doher in ihm an Sbello des Systems 
der p GrSBen q^, • • -fQp der Beiho nach die sSmtlichen Yariationen 
mit Wiedorholimg der Elemente &, 1, — 1 zur p*®" Klasse 

ti'oton und bildot die Summe der so entstiiudeuen Griifien^ so ist 
dor Wert dieser Stimme gleich der Anzahl s der Normallosungen des 
JCongruenzensystems (112), und man hat daher die Gleiohung; 

0, 1,^-1 /.o.W'— t 2 ^ 

f"') 2 (? 2 ‘ " ' )“*• 

*!>• «*/) \ ti/p / 

Da die mil' dor linken Soito dieser Gloichuug hinter dem ersten 
Summenzoichon stohondo, in bosoudore TGammerii oiiigeschlossoue 
Summo nur dmm eiiion von Null Yersehiedoiion Wort und zwar don 
Wort Dins bositzl, wonu die in ihr vorkommenden Zableu 
so boschaiTen siiul, daB fllr jedos (i von 1 bis j): 

p 


> 


(118) 


]l?5i 


W = 0 (mod. y) 


isl, so mdsson von don 4^ Znlilonsystomon, wololie boi Ausfdhrung 
dor iiufioroii Summation an Stello dos Systems • • •, x„ treton, s die 
ICongrnonzon (118) orftlllon, und os gibt daher stem oin System 


von 2p gnnzou Zablon Xi, 
chungon: 




'f 


(119) 


^/t ^/i "I" "k 


Welches die p Glei- 




orfflllt. Damit ist abei* bowiesen/ daB ein jedes Zahlonsystom a, 
welches die Kongruonzen (114) erfUllt, sicdi mit Hilfe ganzor Zahlen 
X, X dur(di die oben iixierto LSsung i dieses Songruenzensystems in 
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der Form (119) nusdi'ttokon lUI3t. Umgokohi'b orftlllb abor nuoli jodos 
Zablensysiom c, welohos in (lioaor Form dnrstellbar isb, dio sllmt- 
licdien Koiigruenzon (114), nnd os stollb daher (119), wenn man unlor 
don X, X boliobigo gau»e Zahlon. vorsbobt, dio allgomoinsbo Llisung 
des Kongriionsonsystoiiia (114) dar. 

Fs soli jotzt scblioftlicli iiocli bowioson wordon, dnfi dio Snmino 
C?[(;] fllr jedos Zahlousystoni a^, ’ ■ vo]i dor Form (119) odor, 
was dnssolbo, fUr jodo Llisung dos ICougriionzonaystoms (114) oinon 
von Kull YoraoliiodGnon Worb bositzt. Zu doiu Fiido flthro man dio 
in (119) dofiniorfcon Znlilon o in dio Glloioluing (100) oiii. Man 
orhalb danii naoh oinfnohoi* Uinfoiminng: 

( 120 ) p t. 8 1 \ 

<1,1, ■■.r-i -7 2 “ 7 (5 H-y 

Nun Kndoi^ abor dio Suinmo C9^[d] ibrou Wort iiiobt, wonn man 
im allgomoinoii Gfliodo dio GrdBon q utn irgoud wolcho gnn»o Zablou 
ilndort; iiifolgodosson hat dio in dor lolisiion Zoilo dor Gloioluing (120) 
sbolioudo Summo don Wort 6^[GrJ, und man gelangb so solilioBlidi xn 
dor Glloiobnng! 

P P P 

■1-2 2^flp^w^'+l2 

(12t) ^ 5,1 » e 

Da dio anf dor roolibon Soito diosor Gloichimg sbohondo Grlifio 0\^\ 
dor Yoraussotziing gomilfi von Null vorsoluodoii ist, so bosilxb anoh 
dio auf dor Ihikon Soito sboliondo Gi'Ufio stots oiiion von Null vor- 
schiodonon Wort, oinorloi wololio ganxo Zalilon mit x, X boxoiolinob 
soil! mdgon. Dtimib isb abor dio aufgostollto Bohanptmig bowioHon. 

Das Bosulbiib dor bisborigou Uiiborsuoluiug liiBb sicJi nun dahin 
xusainmen&SBon, dafi diojonigoii Systomo ganzor Zahlon • • •». V 
Mr wololio G[(r| oinon von Null voi'sohiodeuoii Wort bosibzt, idontisoli 
flind mib jonon ganzon Zalilon • • •, O',, wolidio don Kongrnonzon 
(114) gontigon, und daB dioso Zalilonsystomo • • •, o, sUmtlioh 
duroli das Gloioluiugonsystoin: 

(122) (j,, ^ V + 

/t'val 

goliofort woi'den, wenn man darin unfeor irgend oino 

LQsung dos ICongi'uonzonsyaboms (114) vorsti^t, Mr dio x, X abor 
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doi' Roilio uaoh nllo m(3gli()hon Systomo ron je ganssen Zahlon 
setzfc. 

H(ui gohe jotzt auf die Gfleiohimg (108) zniiiok. Yon don 
KoofQzionteu wolclio auf doi' rocihteii Spite diesei' Fomol bei 

Ausfdhrung der Summation tibor die a nuftreten, sind, wio im 
Yorigon bemoson wurde^ nur diojoiiigen von Null voi'scduodou, bei 
denon die zugehfingen ganzen Zahlen • • •, sicb in die Form 
(123) bringou lasson. Man kann doher im aUgemeinou Glieda dor 
auf dor roobten Seito von (108) stehendeii Summe die Gi'dfien a 
durch die Ausdrttoke (122) orsetzen, und es gobt dann, wenn man 
zur Abktlrzung: 

( 128 ) ^ itf,. + rXf, &• - 1 , * 

setzt; die genonnte Summe tlber in die none: 

(124)S-.^ff[5j4.^j ... & 

V»*p 

zn deron Bildiing die reohts nngedoutoto Summation in der Weiso 
auHzuftlbreii izt, dnA an Stello dos Systems dor 2p GrdBon •••, Hp, 
Hulclie Systoine von gauzon Zahlen treten, ftlr welclio 
dio p GroOon Oj H' ‘ • ‘t + % (3Hintli(ih in Zahlen ana dor Itoihe 
0, 1, •••, r — 1 tlbergoben, und zudom von dieaen Zahlonsystemen 
nur so vide als orfordorlioh sind, damit jedos im liahmen dioaor 
Bodiugungon moglidio System in dor Tat einmal aber auch nur 
oininal luiftritt. 

Yorgleidit man mit diosor Summe 8 dio Summe: 


9 

A' + «r+^ 


(12f.) S' = ^<}\a, + vr-l’, + V,\ 


e -O’ 


9 


in dor: 

(120) 


p 

V(i “ 

pSi 


C«« 1 , a, 


ist, und zu deron Bildmig dio I’oohts angodouteto Summe bo auszu- 
fa^n ist; dafi an Stolle des Systems dor p GrOBen ‘ der 
Boiho na^ die s&mtliohon Yariationen mit Wiodorholung der 
Elomento 0, 1, • • •, r -- 1 zur p^ Klneso troten, so ei'kennt man 
loioht^ daB dio Summe 8' das s-&ohe der Summe 8 ist^ wenn s wio 
Mhor die Anzahl dor NormallBsungeu. des Eongruenzenaystems (112) 
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bozoiohnofc, da dio GHiodor doi' Siirnmo 8^ in — Gruppon von jo s 

imtoroinniidor gloiclioii Gliodorn Korfnllon, jedor sololion Gruppo von 
n Gliodorn abor stots oin abor anch nur oin ihiioii gloichofl Gliod von 
8 ontaprielit;. 

Aiif Gnind dosaon knun man iu dor ITonnol (108) dn» «-fiiolio 
dor anf dor 1*0011100 Soito stehondeu Sninmo dnrcli dio Summo 8' or- 
aei%oii, nnd man orhillt daiin, ivonii man iiocli dio iu dor Summo 8' 
vorkommoudo GroBo G|df + i?l Hilfo von (121) duroli dio GrbBo 
(?(&] ausdrtlolcl, dns folgondo Bndi’osuUab: 

XII. SntBs Hantion von den Modulen oiner gcffdimen Tlielit- 
fuiiJiiion die ^fo(luhn oiner neiten ah ffandp den GUichungt^n: 

(XXUl) .. v-.i*) 


i» denon r ehie pnsitim gaim Zrthl, die i)* gimise Znlilm he- 
mcfinen, wflche dm Jkdingmgen e,,^ = c.,r^ (f*, 1» 2, * • 
gcnUgeUt fto driichl swh die getf^ene iliclafmUion dnrcli die nnm 
aus mit Wife der Qlewhmg: 


p p 


: ^ e 

r tf -1 


p 
X 


tti 


n 

^ I Hi ’I 

f 


Dabei isi mt' Abkiimaig gesctzt: 


(XXV) 4* 2 > Vfi “ .,5/ */t' i 

ea beaeidfmet weUer s die AnisaM der NonnalUaimgen dca Kongi'neimn- 
systems: 

(XXVI) ^ e„.s^ s 0 (mod, r ) ; 





^wi 


mter di, • • •, isl irgend eine LUsung dee Kongi'imeenisyst&ns: 

(XXVII) 4 + + 


Cf— 1,8, *.•,•) 



Endfovmol, 
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au ver8t(^mt m dm • • •, (» <= 1, 2, • • •, s) die sMUdken 

NmnaUdaiMgen von (XXVI) heedi^inen; endlicli ist: 

P P P 

0 , 1 , -^-i -72 

(XXVIII) <?[&]“ 2 ^ 

Dio auf dor rochbeu Soito von (XXIV) boi Aueftllirung doi* Sum- 

fp 

inntion (infti'ctondon Snmmanden kSnnou in ■— Gruppon goovdnol: 

o 

wovdon, indem man m oinor Gruppo jodesmal diojenigen Suminandon, 
iinmer a on der Zalil ssusammonfuBt, ftlr wolcho sioli die p GriJfioii 
Vl> gauze Vielfaolio von r andeni, wonn man von 

oiuoin dioBor a Summandoii zn einom aiidei'on von ilinon flbergohi;. 
Die s in oinor Gruppo vorkommenden Summandon besitzon dann den- 
sclbou 'Wert, nnd man konn dahor in obigor Sumino jodo solcbe Gruppo 
voii Suinmauden dnrch das s-faolio oines boliobigou Snmmanden oi*- 

setzon. Ftllirt man dieao Yorainigung fOr jodo dor Grn])pen aus, 
80 gobt die in Bede stelieude Summo in das B-facho einor Summo 
von wosontlioli vorscliiodonou, d. h. iiioht nufoiiiiinder I'oduziorbnron 

o 

Huinintnulon tlbor. 

Die U'oruiol (XXI) wurdu von llerni Piyni und mir^), die Forinol 
(XXJV) von inir^) augugobflii; dnr orstu Vorsiioli ThotafniikUonun , dernu 
ilodtilun Bittli uin gobroclienu Violfacho voii ni unterHclioidon, inituiiiaiidor 
in Pozioliung zu Mot'/oii, liudoi sioli boi Ilonooli. ^) 


§ 6 . 

Auweudimg der Formel (X) auf elu Frodukt vou Thetarelheu. 

Gogobon Boi oin Brodukl von n ^-faoli unondliolion Tliebai'oibou: 

( 127 ) 


dorcii Mudnlon ganzzoliligo Violfaclio 
oiiizigon Tliotafunkbion soiou, sodaD also: 


( 128 ) 





dej' Modulmi oinor 




1) Krazor nnd. Pryin, None Qi'imdlngen obo. pag. 7a. 

S) Krazor, Dboi* oin apoxiollOB Problom dor Tranafovinalion der Thoto- 
tVinktionen. J. fiir Ifnth. Bd. 111. 1898, png. 01. , 

8) llonooh, Do Abollnnarum ftinotionum pei'iodis. Inaug.-Dias. DorlinlBOT, 
pag. 17. 



78 n. 6. Aiiwondung (lei Formol (X.) auf ein Pi'odulct von Thotaroihon. 

istj wo did poBitivo fs^nnzo Ziihloii boKoioImon. Die njp-faoh anond- 
liolio, doa Frodukti (127) dnrofcolleude lleilio: 

i» p 


(129) 




[mi] 


E»«] 




p-l 
P 


> 

boi der fttr ^ = 1; 3^ • • ^ doe System dor n Summafcionsbuohstnbuii 

• • •, abgoktliyi mit [m^J bozoicbuet iafc; und das dom bo- 

^ ^ — W |^| +«P 

stimmten Iiidox ft mtspi'OGhiondo Zoiobon 2 andeuten soli, daU 

[**/«] 

uaob jodem dor n SummafcLonsbuchstebon • • •, voii ^oo bis 
>f 00 zu suminiei’ou isl, soli jotet daduiob uingoformi; woixlon, dab 
man dor Iteibo nnob ftlr ^«= 1, 2, • •.*, p an Stollo der SummntioiiH- 
bnohstaben • • •, mj"* iiouo Summationsbuolistabon »j'\ ■ • ■, nj"* 
oliifUlirt mit Hilfe dor Substitution: 


(180) 


fW 


.(V) 




/9— 




DormioiH: man donn Gh^lSon g implloito diu^ dio dloiolmngoii: 


(181) 

(r= L 

/9=i,a,..., 
\/«=J,8i, •••, 

odor oxplioite duroli dio Gloiobungon: 


(182) 




in donon don Wort dor Doterminanto • • • 0 ^""^ und y<v") 

dio Acljunkte von in diosor Doterminanto boKoiclinol^ so wird: 


fl « / 


i (<’ + ?) («? + © , 

9=1 

ff=l 9=1 


( 188 ) 



ISinfflliruiig dor nonon SummatioiiHbuobslinbon. 
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Logfc mau dalier^ doinit dio oufcstelioiido unoiidliohe Reihe in 

Frodulcto von n Boilion, von denon jedo j)-fncli uuoudlidi iat, zorfidlo, 
don Zoblen dio Bodiuguiigon; 


(134) 


1 wonii o'—cr, 

= wonn 


— 1 0, wonn 

aiif mid solzl zur Abkttrzung: 


(136) 
nnd 
(ISO) 
so wird: 




2 


\/ib1,8,> ,p) 


/(Tsl, 8, •••,»! 

\/««l,8, . ,pI 


(137) 


w> + w? + .?>) = 5 («r> + f ) (..?> + f ), 

ffnl 

2 + »!f) W’ + *!^i) “ 2 (<’ + f) + T *')• 


0^1 
(ft, 8, •••,!») 


I<'oIgJi(5h wird ana der liiev vorliogondon Funklion: 


(13K) 


rKi-iK) 


j> p 


V « 


2 

pzail 

durol) ISinftlhvung dor OrUfion n: 

(i»a) 

^ tfwl /(BaioBsl 


und os gehti aus dor ii'oiinol (X), wonn man sbabl doi* dorfcigon Sum- 
mabiousbnobataibon q, 0 die Bnobsiiaben |3 sdhroibb; unmitbolboi' dio 
folgondo Gloiohung borvor: 



80 n. fi. Anwonduiig dev Fonncl (X) auf oiu Produkt tou Thotoreihon. 


(140) 


0,1,-',V — I 1 r\ •’ft 


I' 


2 


ir=a] 




« p 
2 


■{at ^'«b| 




+^2 2 ' 

OBsalftsal 


Dio in dov lots&fcon Zoilo stokondo lioilio ist daboi oino n;)>ftic}] 
uiieiuUiciio, boi dor tlboi* joclon dor np SammabiouRlinuhsitiboii 

Ct™i' a ilbrigoii von - oo liia + tx 

aa suinmioi'oii iat; dicsolbo zorfUlli aber, wio man nnmlKiolbar aioliir 
In das Pi*odukt von n jo j)-faok nuoudliokon Koikon niid dioKo ;)-facl 
nnoiidlielion lioihoii Bind TkoUiroikon niit (Ion Modulon: 


(Ml) 


(loreii Konvoi'gonsi; woil dio positive GrbUoii sind (die nniii uii 
besekndot dor Allgomoinhoit nis ganzo Znhleii luninlnnon Uann) kuiin 
woitoroii YoraiiHSoteungoii voi'^igt. Unbor Anwonduiig dor go1)viiuch 
lielion Bozoioknnng wird dnhor dio Gioicknng (IdO) m dor b'orinol 

... ft 


(142) ^2 A « 

W “w 


& 






A 

L 9* J 


..fr 

A ’ 

-tS?? 

- r - 




und man kat das iOindrosiiltat: 


Xin. Sata: Smictmen gW, q(f) 2« jmUk 

yanee Zc^ilan i«hj dor Sescfiaff'mheit, dtt/J f^' lUe mii ihnttn ala KoOf 
figienten gMcJotcn giiadralisehen Fot^nen: 




ff—l 


(XXDC) 


Enclforinol. 
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flim li/noaro SithsUiuHon: 
(XXX) 


« 


(y»aj, 8, .••,«) 


l)ei (hr r cine posiHvo ga/nao ZaJilf die game Zcdtlcn mit nicM 

v(ir!i(^mindenihr Dehi'minanh hcneicUnenf (^idioHf wehhe die Fom P 
in die Foi'^n Q ilberfithi, detm Ko(^fifn(aiien aUo den Qleickmgen: 

(XXXI) = 5 >*’ 

geniifjen, so hesleht ewischen einem Pi'oduhie von n ThefafunJciionen mit 
(hn Modulen ( **'*^ 1 ’« '!!) ****^^ 1^'odvJsim von jo 

n TlwiafmMionen mil dm Modttlm fij"*, = li*) 

die Gleiclitmg; 

(,.» v- '»)" -e- 

__a/r/ -Jt 

r/\ ^ ^''fi •'ft 

(XXXII) -V V '■ 


A 


A 


«■ *(Uh%(.) 


liai dirser Formvl aiiid dir. Argumcnle v mil dm Argiimenim ti vcr- 
hiiipfl duirli die (ilnirhmujm: 


(XXX IN) 




a, 


CH id fmier ear Abkih'Mng gvsntsl: 

(xxxiv) C-u;''::) 

p«i 

toohei dicAdjunUevon di^i'Bctemmmte 
Ivmidmel; cs isl ehenso: 

(XXXV) e:;:;;:::::) 

(isal (Kul 

0,1,'-,V~l 

«M«Z es deutel dtts Zeichen ^ ««, rfrt/J Ohm' jede (?«• np (h'bfim 

ui 


KrAKovt 'Xliokihinlillonon. 


0 


4 



8S n. 6. Anvrondunff dor Fornio! (X) auf oin Pvodukli von Tliotaroilion. 


2. n^iaJihUmb von den fibriam von 0 bis V — 1, tlas 

ft \|ii » 1, a, • • • , 




Zeicim ^ , daft «&«• jedo da* np (h'bften 

(^j / V*’ a, ■ • ■ , 2#/ 

von 0 bia 4* — 1 su aumtuia’cn ist; os Imoidfinel endlich s die. mich dan 
IT/. Sate gu hmlinmh Aimhl tier NormullUsimycn dos KowjruvAm^v- 
sysiems: 


(XXXVI) 


^ (mo(1« r). 

nni 




Dni'cli Umkoliriing der l^rmol (XXXIl) knnn inHii aiitdi oin 
Thotai)rodttk!; mit don Modulon iind don Argmnontoii dnwJi 
Tliotapi’odnkto jnifc cion Modalon iind don Argnuioiilou nuB- 

drttekon, Ilioso UmUolu'ung wird duroli dio Fonnul (85) goliduii, 
wonn man dtu'in die FunkUonon f iind // dtirch iliro Anadi'dctko aiiH 
(138) iind (IB!)) oi'SotKl. Man orhiilb diinii KunUclial:: 





r^-1 




(V"s)i'fl' 

A 



A 

- r - 




(148) 


2 2 '■ 

Lk| W 


A .mW W "/( /( 

^^Ifl - I 




V’l--'''’] 




(1) 



L. 'A - 




wo1)oi xnr 'Abkilrzung goHoUt iBt: 

( 144) “ ’• 2 y''"' i t ' 1;5; 

uiid liiomne, indom man: 

(i 4 r,) =. 

alHo: 

(t«) “ 1-2 /*?’ 

“ rtTji 

I, 8, 

soUii, fiofori: dio gowtlnHohiio Forinel iii dov Gfoalinlt: 


An 

v» ' .W 





Ui^kolirung rlov li'oniiol (XXXIl). 


8B 


(7» sy » ■■■» 


u p 


(L47) 


_!£' V V *'((') i"(e> 

mj uj 





» 


r *'(«) + 

r 

- A - 



r 

A - 




i»> 


%u don vor^toliundou Formoln wird iniin nooli (Ins 1<'nl^ndu })o- 
inorkon. Ann don (iloioliungon (XXXI) indom mnn mil. x oiiio 
dor Znlilou 2, • • •, n boxoichnot, linko nnd roolito Hoito mil 
innltiplixiort nnd liiorAiif nncb a* von 1 bis n oiimmiorfe: 

(148) • (r,if=i,a, . ,w) 


OS aind nlso dio Adjunkton in dor IJotormhiunlo A mil doroii 
JDIoinoiiton dnroli dio Gloicbnngon; 

(14!)) j/H== A c(V'.) (t<.ri-l,8, .,«> 

Yui'kn(l[)('l. rii(bl}vo di('H(ti* IWJobiiiigoii kiitin mnn dio oIm'ii mil. // 
nnd r })0'/.uichn(‘i.on (Jrdllim niicli in dor l''oi’in: 


(150) 



A 

r*/'> 


V /•- ».». 



r ^ ■■(«) 


/ci) 

> 


dnrHtiolloii; diis UIcnolm imUlrlidi I'flr dio OrdQun u nnd lOnd-' 
lioh orgibt sicii nbor huh (14!)), iiidoin nmn dio Doloi'iiiiniuilo dor 
GriiBon bildoi., dio Oloioiinni;: 


(151) 


vr>^v’ 


Dio Iforniol (XXXTI) iHfc ssnovst von lloiTii Vryin nnd mir') ind- 
goHioIll nnd nlH dio l^indninoninlforniol Itlv din 'Dtnovio dor '.riiotiibmk- 
Uonnn initi vul.iona1nn OluivaklorlBtlkon boxoiolniol -woidon. 

Dio in dioHoni Paragraplion goilislo Anrgnbo, dio tins Tliolnprodiikb 

(la?) init, (Ion Modiilon davatnllomlo 

' r/* f * i * \p^ fii X| 8| * • *1 JV 

nuondlioho Itoiho Yoi'niii.lolut doV BnbHiitiibioii (180) unmi-* 


1) ICi'iVMor nnd Frym, Nono Gvnmilngon oto., pag. UO, 



11. 7. Krato Sposialisiorung dor Foi'uiol (XXXII), 

iioiii ist oin Rposddlor Vail dor ailgomoinoroii Aufgabo, m dor oin 
idukt von n ThotariiiikiiouQn inib boliobigon Modulcn a^^]. darHlolloiulon 
'rnoU uiioudUchoii Boilio in allgoraoiiistor Woiso oiiie Substitution: 


■ 2 ) 


w 




(lal fisl 


.(Q«) 


,p) 


raiionalon ICoofHxinnioii so ku bostimnion, dali dio naoh AuHnibriing 
SubsUtntioii auftrotondo itjj-ihoh imondliclio Uoilio oin Aggi'ogat von 
'dnkloii von » Thotufiinktiouon init jo p VorllndorUcUon wird. Jioxllg- 
dicsor nllgoinoiiistciii Aufgabo habo ioli^) Folgoiulos bowioson. 

Soil Ku oiuom Thotaprodnklo mil don Modulon p) 

rbaupfc oino Substitution doi* vovlaugton Art oxistiorou, wololio niclst 
dns Ibodukt von n anf dio oiiiMolnon ^''hotal’unktionon siuh boKiolion- 
Siibstitutionen von. dor i» § ii botracbtctoii Art xorPUllt, so irdlSHon dio 
Inlon dor n 'rhotafnnklioiion in gowissun Boxiohungon xuoiuundur 
lon^ mid xwar orgibt sioli (wonn nmn nur anniinmt, da0 dio IMndnlon 
oinxcluon Thotafniiktloiioii niolit siiignlilro sind) d. li. dali xwisobcn 
m koino linoaron Holatioiion niit ganxxahligon Kooffixionton bcstolion; 
woitihom Vnllo anlior don liior bolraohloioii allgonioin glilbigoii Sit))- 
.itionon nooli gowisso slngnltlro Siibstilntionon oxistioron kdnnon), diili 
don n gogfli)oiion 'Lliolalbiiktionon mil don Arodnioii rijjy und don fi 
It gosoliulionov Stibstitiiiinn nurii'olonrloii Tliolafnnlctlonon nilt don Mo- 
rn SnbHiitutionoii von dor in § S botruohtoton Art ho I)o- 

nnl tvoidon Idiimcn, daB dioKo Viinktionnn sllintliuli in Aggrcgato 
Tliotiirnnklionon lUjin'golion , domi Modnlon ganxHsi.liIig« Violliudio dor 
Inlon oinor oinxigon TlinUiriinkllon hIiuI. Dnrnns HclilioUt nuin abor, 
Kioli dio allgoinoiiisto SubstituMoii (idB) iniinor aiiH SnliHtilutionon von 
ill fS lioti'oolitoton Art, tvoiolio sioli iiul' din nbizolnon 'I'liotarunk- 
«n boxiobou (SnbsUlutionoii /!*), itnd oinor SnbHtitnUon von dor in 
oni I’aragi'apluin bolraolitalon Art (Subslitutiou J)) xnsaninionHotxon lliUl 
lor Form 


8 7 . 

Brsto SpesloUaleruiig' 6.W Fovuiel (XXXXl). 

Ztvoi flpoxiollo Fllllo dor gmyonnonon EiuUorniol (XXXII) yor- 
011 boBondors. horrorgGliobeu v.n wordoiij dor orsto ist doi', dtiB 
positivo gaiixo i'Snkl r, doi* Ktvoito dor, duB dio siimtUoliou Znhlon 
' don Wort Bins boHitKon. 

lot r » i, ao orgibt Hioh ans dom Xlll. Satxo aofort dor 


1} ICraxor, Ubov allg. Tbotafo, Mntb. Ann. Bd. 08. 1800, png. 800. 


Dio Kahl f hab don Worb 1. llnuiitfonnol. 


Hi 


XIV. Sabs: Smichnm iP\ • ■ S^» posUiv- 

ymm Zahten von der BeMliajfGnheit, dap fiW dio wH ilmea aU TCoef 
pMenten gcbildeien (juadmtiscJm I^'ormon: 


(XXXVII), P = _^pWaiW, 6 = 2®'°’*'' 

P“1 

cino lineare Suhsiiluiion: 


W 


ffsal 


(XXXVJII) 


n 


(9>=>x, 


t;«l 


hd der die w* ganee ZahUit mit niclit verschwinrlendev DetenmwMtic 
1te0ei<!lmen, cxisUcrt, wdlclie die Fom P in die Form (? uherfiihH, dvren 
Kop{p0ienten aho den Glcidnmgen: 


(XXXIX) = 

'• ^ 0, wonn a 9 


gmiigen, eo hosM mmh&n einem Frodidile von n Thelafwiktioncn mil 
den Modiden ^ v !!’ JI) Pmftfto mm je 

n Thetafmldionen mil dm Modtden jn**™ j| a,’ . . - i J!) 

die (iltdvMiing: 


(XL) 


.(Wl 


2’- 


('H 


r/'+«“h 

r^/«) - 1 - „(»>- 


. # A 

L m J 

. /J«) J 




wnlirend nmgekehrl: 




(XLl) 


(>,>, _jV-I 

' 

W 


A -sirf, -if f* /» 


r “I r - 

L' -^-"j L' "A ■ J 




i<n) 


Nil, 7 ki dimm FormiiUi siiul die yhgmncnie v mil den Atgitmcnlen u 
verknilpfl dw'tdi dio Oloidlinngen: 




(XLII) 


j»y 



yg II. 7 . J5relo SpcaiaHsiovung dor Fonwol (XXXII). 

es isl fti^ncr /%'/>' tUc Foyuicl (S.£i) siu* .ALleth'^iiff gosoh&l: 

(XLiH), S';’ “Jo""’'*?’. 

(*“» 

foohei y (c* rffe «wi DefemVrtflHte A =-^ ...(/«") 

£ie 4 ’& 2 c/t»^i' os ist d)e}i 8 o: 


(XLIV) 




/(f>«l,S, • ,«\ 
\/cw»l,8,",7V 


0,1, -.V—l 

und es deutol das ^iclten 2 «»> »2> ^W;/JCTt 

[B] 

fM 2, •••, «\ muleren mi 0 his 7 ~ 1 sn 

7 * \{l 1 , 2 , ' * ' » p/ 

summiei'on isi. Fiir dio Formd (X]jI) ist m' Ahtdireunt/ geselgl: 


(XLV) "=' "=■* /(.-i,>, ,«\ 

n Vc«l,a,.. ,/V 

If— I 

0,l,..jV-l 

es dcnld das PieieJieii 2 da/.} iilmr jcde dvr up (frufivn 

Ul 

’;!) mm thii nndcrnn vtm 0 his V - I siu 

siumnieron isl, Jufolye dor Jk-sUilmnoeit: 




(XfiVJ) {(}, » - 1, a, , H) 

htnn mm don Grii/kn n xml V aiwh die Ovskdl: 


(XLVJT) 


■/»> A, 

•• flf'O 







jl/c&eM. J)ns Oleiclie gilt von den (ji'hfkin a %md A". Fiidlidi hosldit 
/noischon Aon Halilon p, q and (hr Tklortninanlo A dio lioeic/mny: 






(XIiVIII) 



SclirOtoraoho Formoln. 
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Dio l^onnol (XL) isl; Knorst von Horru Kranso *) niitgoloilt nnd von 
iliin „A<l(1ition8tlioorom Kwisolioii Thotnfiinkliouon mit verschiodonon Mo- 
diiloii“ goimnnt wordon. Viol frttlior isfc dio \imgokolirto Vormol (XLl) 
diuHsli IIoiTU Gordan^ bokannt gcwordon. 

Aus don Forinolu (XL) luid (XLI) sollon nooh jeiio nuf Pro- 
dulcto von nur z^vui Tliotnfimktionoii boxdgliohoii Porineln abgoloiliGfc 
^YO^don, woloho Kuorst Suhrdtor angogobon hat. Zu dom Endo 
aotzo man: 

(Ififi) — nij n 

iind woibor, iiidum man unlur a nnd t poaitivo gtinxo Zahloii voralolit, 
woloho nnboi'oiuandor rolativ prim siud und von donon dio orstoro 
aiioli mil n, dio lot/turo init m koincn Toiler gumoin hat: 

(I n4) - nl, «(«) ^ ^ai) ^ ^(sa) _ 

Ea wil'd daim; 


(165) "i" 


Em ial woilor; 
(150) 


A »« W.S* -|- nl^. 


«;n 


- 


SK 


(S) 


-f. . 




bui dor iSuniinuliou ilbor dio a hal jodur dor 8unininbiouMbuoh< 
NtalMin (;i « l,y, p) imabhlingig von don andoron dio 

itoilio dor gair/on Zablnn von 0 biH A — 1, odor oino Lloilio vuii A 
v.u dioBOii nach dom Modul A kongruonlon Zaliloii v.ii durolilaitibii, 
Man darf dabor, ibi dor yoraussobxnng nacli I rolativ prim /.n A i»b: 

(157) 


sol/ion nnd Ubor dio (i von 0 liia A — 1 HUiniiiioron. Durch dio 8u])' 
Htibulion (157) wird abui*; wonii man Kiir Abk(h'/.ung: 

( 15 K) (ii« 1 . , r) 


J) KrauKo, Dbui* FouriorHoho lOutwickliingoii ini Uubiolo dor Thclalbno- 
Uunim xwuiur Vovllmlnvliohoii. Aiulh. Aim. Jkl. 117. IKKA, png. dUd. lUbwafl 
friilinr wiirdn diu (\iniinl (Xfi) I'dr don Fall oiiiniuli inumdlinhor Tliotnvoihoii and 
unloi' doi' Hpoxiollun Amiahmo a • • • •» p'"* « 1 von Uorm Krauvo in 
Hoinur Abhaiulhuig: /<iir Tranoformabiun dnr ollipUsnhon Fiinobiouon. Lp%. lior. 
lid. KK. IHHO, pag. UU inibgoboilb. Dan „Kwoilo Addilionabhcoi'om" doH Uorm 
ICrauHO (n. a. 0 . Malh. Ann. Jld. 37. 18 H 0 , pag. 43 r>) onbBboht aiiB dor Formol 
(XXXII) fill' r a. 

a) (Iordan, JJox. bw. Tliotn-Frod. J. fdr Math. Dd. 00. 1800, pag, 180. 
Spllbur alH dio Ilorron KrauBO und Gordan hat dio Formolu (XL) nnd (XLI) 
llorr MortonH, Dbor oino Vornllgomoinorung dor SohrOborsdion MultiplicaUona- 
formoln ftir Thebaioihon. Frogr. KOln 1880, angogobon. 
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Jl. 7. ]Creilo SLiOKtaliHioruiig dor li'ovmol (XXXll). 


Hotst: 

(159) =* «ws^, -f Oi^i.a, - ,/.) 


uiul OH goht (laH aiif (lor roolitou Soito von (XL) nls iillgcjinoniOH 
Gliod dor Summo nufbrotaiido U?]ie(»2n*0(1u]cf; in 


(ICO) 



rsW+len 


-f- ui »fi“ 

& 

A 


A 


- J 

- - 




11])or. Bonohtot man daiin nooli, dnQ nunniolir nnd (i^, luir nooli 
in dor Vorbiiuliiiig aiiffcrotoii, iibor jodor dor Zidiloii 0, 1, . • A--1 
mid 85war jodor A-*]nal kongrneni; wird iinoh doin Modnl A, woim 
niid (if, lumbliiiugig von oinandor dio lioilio diosor Znhlon dnrcli- 
biufon, HO orlconni; innii, dafi man in (lor nus (XL) liorvorgoliondon 
Jj^orjn(d dio Sniiunatioii nut' dor roohton Soitu ho nuafUliron Icnnn, dti5 
raiin ttbor jodo dor p Groflon von 0 bia A — 1 suminiort, woiiii 
inmi iiur gloioh»oitig dio liiilco &)iiiu durcli dividiuH. 

Ill dorHolboii WoiHO wird, wenii man duroli orflot»l: 


^vu Kiir AbldlivAing: 

(102) •“ 4'* “I" 


gUHoiisd ial, mid on golit dtiH allgoinoiiio GJiud dor iiiil' dur ruoliloii 
Koilo von (XLI) aboliondeii Summo in 


(103) 



r - 

r 1 



fl' «l/ 


- A ' 

- A"- 




V 




> V 


niior. Jionuliiiol innii diiiui wiodonini, diiJi itnd iiiir iiocli in 

dor Vorbimlimg iiiiflrolioii, aW jodor dor /idiloii 0, 1, • • •, A - - 1 
inid xwnr A-iiinl kongruoiili wird nnoli duin Modnl A, wonn AJ,‘^ iind Ajf 
uiiabliibigig von oinaiidor dio lioiiio dioHin* /iuhlon durolilaufoii, no or* 
kotnil inuii, dnll iiinn in dor aim (Xbl) horvoi’golioiidon b'ormoi dio 
Sminniition niil' dor I'oohlon Boito ho nimrilhron kunn, dull nmii Ubor 
jodo dor p CIroBon voii 0 bU A -* I Hiiiiiiniurijj *ivoiin man iiur 
gloioliKoitig dill liiiko BoiLo diirdi A^ dividiorfc. 

Mnii orliiill; ho aclilioBlioli dan lioaullnb: 


XV, SatB: })cy HuhUtuHom 


fi ft ft • 



SolirOtersoho Vormoln. 
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hei ^Gt' m md n etvei heliehiga positive gmee Zdlilonf s md t dber 
md p(miive gmm Zalden legoidlmGii, %vMe moimncl&' f'eUUv pnm 
m%di md von d&xen die erst&'c mit n, die Ictetfu’e mit m "keimn U'eiler 
gemeinaam hat, mtsprichi die 2'lwtafomd: 



wahmid umgchshrt: 



isL JJoi dicsen Fonncln sind die Argumente t( tind o varhiilpfl diirch 
die (tleidHUiffcn: 



f/;) - 




- 

(Lih 



t* ' 


/* ‘ 


% 

»«;;>+ 


A«« 

- - «;;> -1- 





I.X> ,¥) 


es id fenusr: 







=» mu ... 

//*>. = 

• m hC^u.,,.,. 

U-ni) 


'C- 


//*'.- 

f/t 

• r» •» tilt • 




Oi./i’-'I.X, • ,/») 


weilar seierii sich die //, h, 4?, T ans dvn (ii'iif.ten g, h, I', I 

guH(tmi)icn vcriHillelfil der (Heidatngeu: 


(LIV) 


«/.'*' -1- luf. 


0« «i I, 


cndlidt isl ilherall pur Ahkiimmg: 

(LV) ma^ + ni^ «=* A 
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II. 8. Zwoito SpQisinlUiornng clcr Formol (XXXII). 


Dio Foi'inol (L) wurdo Yon SchrUfcor ssuorst^) fUr cion spoxiollon 
iPall 8^1^ 1 nncl spUtor^) in dor vorliogcndou allgoinoinoroii. Vorm mitr 
gotoilt; nooli otwas allgoiuoiuoi' iol dio gloiolifalls aiis (XL) olmo Mttho 
abloitbai'o, von IIoppo’’) mltgotoilto Forinel, vrolclio dor Substllntion: 


(16i) 


wj,“ = — c/erjB® 

= /-sin® 


ontsprichii, in dor Cf, b, > • h ganxo Zuhlon boKoichnon. 


§ 8. 


Zweite SpealallBlerung der Tormel (XXXXI). 


Als xwoilici* spoxiollor b'nll dor b'ormol (XXXII) hoU jonor ittiH- 
gollllirt wordoii, in wolcbem nllo Zahlon p, q don Woii Eiiih Itu- 
sltKoii, dio ICooflixientoii dor %iigi*uiulo liogondou SubsUtutioii uIho doii 
Bolationou : 


(IGB) 




WQllll 

wonii 


d' »=» (Jf 

a'^a, 


(ll, ll'm i, • , h ) 


goiillgcsn. Aub ( 140 ) folgb daiin: 

(KiO) y<P») ta ^ »«) 

1111(1 o» wild dalior: 


(iG 7 ) 




-.I'y 


, " J») 


Aul' Grund vuii (LHl) bunifixl woitor dio Dot;orjninaiil.(i A don Wort: 
(108) A™±r«, 

uiul o» ist dnlior tibor jodou dor np iduininiiliunBbiioliBtabuJi a von 0 
biH r" — 1 Rii Buminioi'ou. Boaubtot imu abor, diili duH allgomoino 


1) Solirdlor, Du itvquiit mod. Itiaug.-JIUR KUniguburg i85tL. 

2) SohrUiioi', tlbor dio Kulwickliing dor rotomson dor ollipUsohon Traiiti- 
uondciiloii ‘.md (lio Thoilung diouor Vunotiouon. ITnb, > Suhrift. liruulau 18()r>, 
Vilr p>l (iiidon Hiuli solobo Fonnuin snioruk boi KOnigHborgor, Qbor dio 
'iVanid'oriniilLon olo. J. f, Matb. lid. Oti. 1806, pug. 81. 

8) Iloppo, VoriiUgoinoin(3iaiug oiuor llolation dor Jnuobisolion Ftmotionon. 
Ai-cb. rtlr Math. lid. 70. 188<li, pag, d08. . Dio von Homi Huobnor, tlbov dio 
Umfonnnng olc., Progr. KOnigsborg 1801, angogobonon Formula (I)— (VI) 
pag. 87 u. f. ontstobon aii» aolchen Fovraoln in Yorbindung mil Forinolu (XIX). 



Dio bullion p iiiid q don Wort Dius. 


01 


Gliod (lor nnf dor I'ooliten Soito von (XXXII) stelioudoii Summo 
fttr Kwoi Worto von tc^f, wolcln^ oiimndei* nnoh clem Modul r Iron- 
gruonb aiiul, don gloiohon Woi'fc so orkoiint m(Ui, daO dio oboii 

goiitinubo Summo das jonoi' Summo isb^ woloho man aus 

ihroiu ollgomoinen Gli(3do orhlUb, wonn innii (ibor die np Suinmabions- 

buclisbnbou ’^*1 nur von 0 bis r— 1 siimmiorb. Moai 

orhiilb so don 

XVI. Satz; Siud die Variidtlm 1 ’ dm 

VimablcH ***) v&'hUlpft r/wc/> die Qleic^mnyen: 

ft \^BS 1 , • • •, |J/ 


(LVI) 


» 




bi = J, 8 ,- ,;»/ 


in denm r eine imitim fiance Zcdd, die c yangc Xaldvn Vcscidm}}, 
ivdoiie den Jietalionen: 


n I 

fLvir) 


wonn = tf, 
wonn 


(»»,«'«!, 8 , . ,«) 


ymiit/nii, so livsltH swisclicu rimn Vmitdiii' von n ThMd'nnUinnon mH 
lint Arfitimndiin njj'* iind Vmlnkhn mi jv n T/wlnfnti/dionon inU den 
Arf/ntmnlcn itiid dm iKutUidicn Mmlnlvn dh Olukhnmj: 


(hVlII) ' ' 

Dabni isl sur Abkib’suwi t/iiseUd: 







f) 

M-.. ^ 

r 

AW.|. |^(») 

r 


(I ..i 



die t^nmniaiion ist iiber jede der Griifim /3jf^ (JlZi'a ".*'3 
von 0 bis r — 1 m ersl/t'coken, und os beeei(dml s dio mc/i dem 
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XII, Satjn gu hei'ccknende Amalil der NormaUdsniiffen des Kongnieimfh 
sgst&ns: 

w 

(LX) ^ s 0 (mod. »•). 

ff=ii 

Dio Formol (LVIII) wnrdo voii Ilorru Prym^) anf doin hior an- 
gegolionon direkton Wogo doi* Unifoinming dos links ulohoiidan Tlioia- 
produktes duroli EinfOlirung nouBi* Snmmationsbaclistabon abgoleitot, niioh- 
dom sio von ilnn aclioii fvHlicr*) untor dor Bosclirllnknng 
(^, 1, 2, • • •, Q<.<f) darcb fiiiiktiononthoorotisoho Bolrtiohiungon war 

gewonnon wordon. 


1) Prym, Abloitung 0 . allg. Tliotiit. Aoiit mafcli. Bd. 8, 1888, })ng. 210. 

8) Fryni» Unfcora. ti. d. Uicmann^Bolio Tbotaf. oto. II. Vorallgomoinovung 
dor Riomann'flclion Tbotnfonno]. 



DviitoH Kapitol. 


Jiliii K>voitos iillgoiiiGliieH IMii/lp dev TImfonuiiiig 
uiioiulllelier Itolheii inul (lessen Ainveiidunj^ iiiif 

'ilietareihon. 


8 1. 

Vinfovmiiug elner eliifaoh ituendlioheii &dihe Temlttelat dev 
Fouvieveolieu Fovinel. 

Dio Kuiiklioti F(a) dor koiii(iloxon Voriiiuittrliohoii e koI oin- 
wni'Mg und in duin rin^rnrini^ni (ilolnoto T, mdrdioH /.wiHoluni 
don mil don lindion (i'>‘ und urn don Nn1I])nn]cl. lumidiriohonon 
Kroinon ^olo^oii iob, wo p oino gofrobonn |>r>Hii|iv(' (Irdlb^ boKoicdiiio; dimn 
gill nir jodon Piinkl a in diuHoiii Itinggobiidi' T di(« liiini'tniljicho 
lj]nfcwiokliiiig: 



w<> din Iniognilioii in |i<miUv<'m Siiino >111 c'l'nln'ckim i.sL (Ibor oino 
boliobigo don Niillpunki nmkroiwMido, giuw. ini llinggolili'to 7 ' gologoiio 
gi'HohloHKouo Knrvo (', oiwu don KSiuhoi(»](roiH. In dor l>'(n’niol ( 1 ) f'llliro 
mini jol'/il lui Slidlo dor Vnriablo 7 oino ntuio Yariiiblo ,r oiu niii JiilCo 
dor (jlloio.biing: 

( 3 ) g ^ c*’-"'. 

Sotstl mmi diinii: 


(■■I) 




so wird (ins 

( 4 ) 


(I): 









94 ni, 1. Umf. oinor oinftidli uiiomll. Roiho vomitt. dor Foiiviorsohon Formol. 


WO (lie Integration auf clei* rGoUoii Znlilouaoliso von — J- bis -|- 4* 
strackt wil'd. 

Dem Eiiiggobiete T in dor i»-Eb&no outspi'Iobt in dor ai-ISbono 
oiii Stroifon 8, liings dor reollen Zahlonnobae sich orsbrockond nnd 
von den zu dieaor iiarnHoloii Semdoii dnTOli die Punkto = ± 

gronzt. Dnmit dio Pniiktion F( 0 ) iin Uiuggobioto 2' oinwortig aoi, 
miifi dio Funktiou (Zi(A;) iin Siioifen S poriodisoli soin mil dor 
Poriodo I, Boeitzb dio FnnkUou dioso JDigousoliafb niclit^ ho 

kann dio Foimol (4) gloicliwohl zu iliror Daratollung dionon, abor 
uur iiinoi'balb jonoo Rochtookes B, das durob dio zur Intornlou Zniilcn- 
ftoliao parallolou Gorndoii diiroli dio Pnnlcto -r <» ± ans dem Stroiieii 8 
auagosobiiittoii wird. Damit fomor dio Funktiou F(e) im Uiuggobioto 
2' stobig Roi, imiB (D{x) stotig seiii im Btroifou 8 bozioblioli im Rocht^ 
ucko 72. liandelt oa sicb, wio im Folgondoii^ nur uni dio Bni'aioUung 
von 0 (.t) fill' roollo Worto von x, ao kann^ indom man dio Zahl p 
liinrolchond kloin wiHilt^ dm* Stroifon 8 beliobig aoiimnl goniaclit 
WQi'<1on. Da nbor jono bkiiiktionon, auf wololio in don imchatolioiulon 
Uuborauobungon dio Formol (4) nngewoiidot wird, don Bediiiguugon 
dor ISiuwortigkoib und Stotigkeit in dor gauzon ir<Ebone gonilgoii, hd 
brauolit damuf niohb oiiigogaiigou zu wordon; oh wird violmohr dor 
boqiiomon Ansdrnokawoiao wogoii vorauagoBotzt, daB dio nnftrolondon 
Fmiktionon nlloiibhalboii oinwor^g und atetig aoien. 

Rina andoi’o Abloitang dor Fonnol (d) niiR dor gnwdhnliuhoii k'niirinv- 
Hchuii b'ormol liabo icli') IrUlicr gegobou. 

Nun aoi gcgoboii oino uuoiunioho lioibo: 

(5) = 

M'S * — «0 

doron Allgoinoinoa Gliod /'(tn) die EigonNclmfl; boflitzo, dnB f(nt -\- .r) 
uinu oiiiwortigo und Hlotigo i^nktioii you .v iat. En gill daiin imoli 
(4) fdv jodoa roollo x, dna dor Uugloicbung — J* < .*» < -h i ffoiiiigt, 
dio Gluioliuiig: 

(0) f{ni -I- w) = ^ ( f(m -I- 

— OB *7^ 

wornua apozioll filr 0: 


1) Kraxor, Dio Tmnafomation dor Tiiobnfnnotioiion oinor Vorilndorliohon. 
(Rroto Abimndlung). Katli. Ann. }}d. 48. 160S, pAg. 430. 



Dio l<'om'iorNoho li'oiinol; iliro Anw. auf dna nllg. Gliod d, Boiho. 


( 7 ) 





St 


KilliH iniin Ansdmck mi Stollo vnii /\m) in dio Gloi- 

cliiiiig (r>) oin, HO nvliillt man: 

t « 1 a 

in - DU — « 

i 


i)i(> f((nv(inH('.])t.(s Utnlorniniif; dor iinimdliolioti Hnjlio (5) wird jotitt 
dudiircli nrlialtoii, dal.^ man anf dor nidiion Soito von (8) dio hoideii 
Snninia(.ioium niitoinanditr voiUiuHolil und }ii<‘]'ani' di(« HnnnnaUnn nauh 
in atiHl'nlirl., Man ho s^unilolml: 

-I /■ I ' 

(!() /-’ ^ ^ //■(«#! 

II J IN ' * I 


iind liioraiiH, da: 


^ J A"' I if ’"'■'"'ll 


ht f 


(10) 


HI -I 


^ I fU)r J ra)r 


isk, dio (iloirliiinif: 

-I-" 

(II) J-’ J 


Ml « y 


wnlohoH din ^owilnHoliiio ITinronnuii^ dm* gngnimiion nnondUiOinn Uoilio 
darHliiillfc. 

Was din Honboii vovj^niiommojio lIjnHiiollcmg dor Sninraoliionou 
liotrilVt, HO divi'l' dioHoIlm, da oh hxcIi nin nnondliclio lloilien Imndolk, 
niolifc olmn woilcrtw voi'gonojnmon wordoni or mufi violmobv naoh- 
({owioHnii wordon, daU dio roohto Soifco voji (8) diii'ob dio Autiftlbnuig 
diouor Opoi'atiun koiiio WorUlndoi’tuig erloidob. IDs lllilfc aiob unn oiu 



06 ni. 2. Anw^nclnng dcr Tonnol <Q nuf dio oinfhdli unendliolio Thotavoiho. 

8ohr ftllgomoinor Fall angebeii; in Trelcbom oiiiQ sololio Wortiindorung 
jedonfinlls niclit: oinfiritfi. Deftiiierb nainlloli dio Boilio: 

(12) J-’(*)=^ /■(»» + *) 

Hlca — «0 

gloiolifalla oino oimrortigo und sietige Fnnkfcion von x, so kaiin auoli 
aiif dioso Funkiion dio Foi'inol (4) augowondot woiden nnd man or- 
hllU ssini&ohsl;' 



I 

hioraua nbor, woini man a; = 0 soLsd: und gloicliKoitig boi dor lloilin 
7'’(|) dio Intogmlion gliodwoiso ansfUlirt^ dio Gloichung (fl). 

Kan liUtto dioson Wog aur Gowinniing dor liliulformGl (11) von 
Yornboi'oin oiiisohlngoii Ironnon; dnfi os obou nicbt goscbolion ist^ Inii. 
aoinoii Grund darin, daO daboi das oigontlicbo Woson dor Uin- 
gustnUnug dor unondliolioii Ilolbo, iiy.inlioli dio Umtbrmung don ull- 
gomoiiion Gliodos dor lloiho vorwischfc wird. 

I. Sate: Jinsitei da/i nliffmnmne Oli&l f(m) einor tmmdlirhm JMIm 

(lie JiiycnsrJmli, daji f(m + «) imd + x) cinwi^ylif/e wul eUiUjv 

tfira— 00 

Fimkihnm von x ilm'Hleltmy so ffili dio Jf'onnel: 

(I) ^ /■(«*) = ^ f f{x)e-‘«‘’",l:v. 

Nsi — 09 

1)nr Godaiilcfl, oino boliolngo uiioiidliobo Heiho vui'mill.olHt dor l''oimor> 
Hohon l^rmel iiinKiigosliillon, findot sioh xiiovst boi Voisflon. ') 


§ a. 

Anweudnng dev Fovinel (ll) out die eliiDaoh unendUohe 

Thetovelhe. 


SotKb man in dor b'ormol (1): 

(14) f(ai) => + 

HO gohb dio auf dor linkou Soito stoliondo nnondlidio lloiho in 
llboi'j und man orblUb so liioi'fttr don Ausdriiok: 

1) Poiaaon, MOinoii'O aur lo caloul nuratfriquo doa inbdgmlos ddflnioa. 
Now, Bull. Boo. Philom. do Porla 1820, png. 101 und Mdm. do I'ncnd. d. ac. 
do I'inat. do franco. Aimdo 1828. Bd. 0. 1827, img, 671. 
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(15) -A., 

boi (lorn iiooli (lie Integration nacli &} anaijufttbron ist 

Urn (lies /viol ku orroiolioib definioi-o man OrbBen h nnd v dm-cli 

(lie Gloi(jUung(in: 


(Ki) 


1 * 
?>=■ Vi 




u 


unrt livinKO dim ffiximnimtoii iiiif dor roohUin Soito von (15) m dio 
Form: 

(17) «(» + !/)’ + 2(® -I- ff) (« + *“0 - 

' - (f I it- "I" j/ "1 J H ' 

Dir An»rahru«K dor aid' ilor rodilon Soito von (15) stoliondmi Into- 
gration rodiiworl ok* dann anf dio Auswortni.i? doa Jnto({rals; 


(IH) 






(It.] 


lioiK'liUit man abor, diiB dio Furmol: 

(111) Jdi-'-frfa:-]/-/ 

- « + 

iHiotrla, lad dor k nnd I von dor Intog.-‘H»™™"'‘‘'‘“ ® '"’"f 
(IriiBon lioooiohnon, doron oiato dor JUodingung an gonllgon Imb irf 
mdlor T<dl nogativ lot, mdimnd dor Wort dor aivmton kohobg 
m.willdt wordon darf, und laii dor iMo aid' dor rooliton Soibo sloliond 
Wnrwd an aiiHauaiolion iol, diiB ilir roolW Toil liositiv wird, an tnn 
1; :!il' (Irilnil dor.oll.on 'doa lntog™l (1«) auaivorton nnd orlnUt: 

(30) '^’"V a ' 

(31) #Kloo.-y 

srs.'tTixt.tiraSir.'t 

BoU(^ don 



OB 8> AuvronduDg dor Fctfmol (Q nuf die oinfeoh uneudlicbo Tliotarailio. 


XI. Sats: BUngm wm Modul a md dm Arym\mte v, einer 
yey^men T/i^fmktion dtn' Madid h dias Argmmit v ckun' nouon 
db ffeniUp den Gleidhmgen: 


(II) 



9f* 


so sind diese ThdafunlcUonm miieinander verloniiiift dui'cli die Glci- 
chwtff: 

Qii) <.[]](, 0. “'’’‘’'nr/jc®)., 

liei der die rntf det' redden Seife atdiende Wureel so aussueiehm ist, 
daft ihr redl&' Toil positiv toirdt 

Dio Formol (III) war aolion GauB bokannl; die orstoii Vordiruulr 
licliungoii Budou sieh hoi Gaaohy^f FoisBOU^, Jaoohi^) imd AhoP). 
Dali snan sur Gowinnuug dor Pomiel (IH) statt der Fouriorsoliuii Forniol 
don GauchyBalion Bosiduenaatx bonitbuin kann, isfc natflrlioli iind fiudoi Hioli 
von Iloii'n Landflborg^) ausgoltlkrt Andoi'e Kothodon dor Abloitimg dor 
Fonuol (m) haboii dio Hon’on Gordan^ und Bausonborgor'*) angogobon. 

Man 2)lle^ dio Fomel (ni), indoin man siob don Modul a iiiid das 
Arguraont « ^r gogebonon Thefcafunktion als roollo Qi^Ulion donlct, dun 
tlliergang vou oiiior ThetaBinkUon mil iDolloin Argument xu ednov Kolulion 
mit iraaginUrom xu helBon. 


1) GnuB, Nnehlafi: Zur Thoovio der tronRoondoutou l^inotionon gohUrig. 
Worko Fd. 8. QBtbiagoii 1870, ixig. 488, Der EernuBgobor will dioso lilattor 
von 1808 dntioreuj dooli glaubt Knnepor GSIIiptiBoko Kimotionon. Tlioorio iind 
Qoacliiohto. 9. Anil, von F. Mkllor. Halle 1800, pag. 186) sio Bobon an dtis Kudo 
deg 18. Johi'hundortB sotson xu aolion. 

5) Cauohy, 8ur uno loi do rddprooitd qui oxUte ontre cortainos fonotiona, 
Nouv. 13nll, Soc. Fkilora. do Pavia 1817, png, ISl; imd; Bur Iob fouotions rd- 
oiproquoB. Exoro, do Matih. Boaondo aundo. Faria 1887, png, 141; vorgl. nuuh 
Doboaguo, Note anr nno formula do M. Cauchy. J, de Mntb, Ud. 6. 1840, 

IHlg. 180. 

8) PoisBon, Suito du mdmoiroBur Iob intOgmlOB dddnlos ot aur la somma- 
biou doa Bdriea: ^ramnUon dOB a&nos do quantitds pdriodiquoB. J. do I'llla xiol, 
lid. 18. 1838, pag. 404. 

4) Jnoobi, Notkooa aur loa fonotioss olliptiquea, 1888, Gob. Worko Bd. 1. 
Dorlin 1881, pag. 840; vorgl. anoh lloBenhain, Mdmoivo snr los fonotions oto. 
pag. 800. 

6) Abel, Note aur quelquoa formules elUpIdquoa. 1880, Oeuvroa ooinpl. 
Dd. 1. 8. Aufl, Ohristiania 1881, pag. 477. 

G) LandBborg, Zuv Theorio dor GauBsolion Summon und dor liuooron 
'I'rnuafoi'maliou der ThotaAmotionon. J. fOi' Math. Ed. 111. 1808, png. 884. 

7) Gordan, liber die Ti'anefonnaiion der O Funkidonon. JIab."Solmft. 
Gioflon 1808. 

8) BnuBeubergor, Boitrag suv lluearen TrnaiBfbrmation dor eUiptiabbon 
Fiiuetionoo. J, fUr Math. Ed. 91. 1881, pag. 886. 



Dio VouHoi'scbo Foi'mol fttr Funkt. moI)i*oror Vorllnd. 


§ 8. 


Ausdehuuug dev lu § 1 ang^egrebeueu Umfovuiung auf 
uiehvfboh uueudUoIie Beihen. 


Dio Vorniol (4) ist oin Rpo7,i6llor Full oiiior Allgeinoinon, auf 
oino b’linktioii von nioln-oi-on Voiiiudorlioliou boatlgliohoii J^’ownol, die 
jotKi; mil iliror Hillb abguloiiiot ^vordon soil. 

Mftii boKoiohno mil j oiuo oinwortige mid stetigo 
Fiiiilction dor q koinploxon Vorandoidiolion a^i, •••, a;„ iiiul aofc7.o ftti- 
X- I, 2, 1: 



= / (h\ • • • / dx^ ih (aJ| j . ■ • 

' I *\ 

"'a ■■ a 




X 

|0)« •=■* 




indum miui iiiilor • • ■, itgond wolcho ganxo Zalilon vorslolili. 
Dm 5 Korirml (4) f’llr (hni si>uidoUiai Wort a; =» 0 auf dio li'uiikbinu (p^ 
aiigiMVtuidoI. liufort did Ghmdmiig: 


+ * , ■ 

(2!!) ».,|.v «J(0) Z 

*xH-i‘ — ** I 


lbiiidil,<3t man a))or, diiD dnf imf dor mditoii Suite diosor Uloicliiing 
.itoliondo liiLogriil, woiui man daiin <p^ diirob don Ansdriick (22) or^ 
HotKt, mil 7 'k I ( i-tK^) IdontM wird, so loum man dor 
Gldioliung (2}i) iiuoh dio Gfusbiilt: 

+® 

(24) (pJh^ 9>x.|.iI«i ••■«xh1(0) 

gobnn^ imd os gilt diuso Kormol Kimliclist fUr x=»« 1, 2, •••, — 

abor anob fdr 1, woim wan »J(G) dui’oli dio Gloi- 

uliung: 

- j, — y 

doHniort, ^vilbi'ond fltr x -> 0 dor auf dor roohton Seito stoheiide Aus- 
dniok gemll8 dor ffomol (4) dia GrdUo ®(0|*-*|0) darstellfc. Man 
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ei'bUt dnhor duroli wiGdovliolte Aiiwonduug dor Formol (24) das 
Sysbom vou Gleicbungen: 


+ W 


®(0|...10) = ^5.,K1(0) 

ttia— .« 

i* 

(20) S9’a[^h»*8](0) 





and goliiiigt anf dioso Weiso ku der li'omol: 
(27) ®(0|...|O) 


in r 




woloho dio gowUnacbto yarallgomeiuei’nng der Fonnol (4) isb. 

Dio Forrnel (27) soil jobzb »uv TJinfoiinung uliior gegoboiiuii 
molirfaoli unondliobon Boilio: 


(28) 

mi,", Bp 

boniib»b worden. Zu doin Eado verstolio man imbor q oino doi' Zalilon 
1, 2, • • •, uiid aob^e in (27) 

(29) ®(aih--k,)"j^(»>h + ■■■ |9^+i»J«Vhil ‘'‘IWp)! 

innai orliKU danii damns : 


(80) 




, +•! +■:• 


1 1 


and waiter^ indem man diosen Aasdruok in (28) einftthH: 



Umf. oiuoi’ mohi'f. unondl. lieihe vormitt. dor Fourioi'aohou Fomol. 101 




(81) 


« -i. 








«sal 


Dio |rowUu8Rhto Uinibrmung dor lioiho (28) winl jofcssi: daduroli 
orlialtou, dnO man nuf dm* roclitoii Soito dor Qloioliitiig (81) dio an 
lotKiior Stollo Htohoiulo, auf dio Drdfioii boKltglicho Snm- 

mabioii mil dor aiil' diu Gir88on ihi , • • •, boxllglioliou don PlaU 
wocliBolu lil8l iind liiorauf dioso lolKtoro ausfflhrt. Man orhiilt so 
Kunllchsfc: 

i 


-2 2 2 ■ 

«J. i\ .W/, 1 


+ 


(82) !• 


-I- ! 


r 4 

• J I ■ • ■ i I '^-1 1 1 • ■ • I 


— a ^ n^Xgitt 

I 


nnd liiorauH iliirch wlodorholto Anwondung von (10) dio GHciohniig: 

(«:» ^'’- 2 '' 2 

Mj,' I ir^ *Ny|- 1 1 ' 'i***|f —7' 

^ ngS^iTi 


woloho dio g()wniiH(slito Uinformmig dor gogol)onoii uuoiidliohon Itoiho 
durotoUl. 

W»iH dio obon voigoiiommouo UinstoUinig dor Snmmationon bo- 
U'ifil, HO wird nian in l]boroiwalimmung mil dom in § 1 Bomorklon 
daH Folgondo angobon. Doilniorl dio l^ilio: 

(IM) ./''(®il ■■■ + 

gloiolifaUa oino oinwortige und sbofcigo Fnnktion dm- Vei-Bndorliohon 
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in^ 4. tJber oino Elgonsohalt dei* Thotamodulou . 


■ • •» welohe die Formol (27) aiigeT70ii(let wordou diirf, so 

ei'hftlt man: 

^ 1 . 9 

(S6) F’(0{...|0)«.2^ •==“ . 

_J: 

« s 

Dieso Fonnol gelit aber, sobald man boi dei* Koiho h'^y) 

Integration gliedwoiso ausflihrt; In die Fonnol (32) fiber. Mini hut 
daliei* den 


« 


ni. Bats: SesUnt daa allffetneino OUed /'(fl^il "* |»>|0 
fftHmen p-fach mendlvihm BsOig die JSiffensoliafif dap f(in^ -f- | • • • 


I «»* + I W, + l I • • • I Wj) +iPl I • • • I Wy+!»,l«*y.H I • • • l«»A 

ioo q einc der 2aJilen 1^ 2, • • h&i&idimet, dmoeHUje md aldvje 
FtmMonm von sni, • • a?, ^'sieU&tf ao (^iU die Fomel: 


(IV) 



»»p) 


w^+40 — +« 
"VH-lfiWp — w 


V 

l»4l 


§4. 

Urber elue Blgeuaoboft der T]ietamod.uleu 

Im folgonden Faragmphon wild von oiner Eigonsolinit dor ThoU- 
modtilou Oebranob gomnobt, weloho unuiittolboi' aiis dor ICou- 
YQi-goiiKbodingiiug fUr dio Tliotoroibo abgdeitot wordon knim. 

Zu dom Eude beaeiobno infui in gleidhor Woiso^ wio os pag. 11 
ill Bezng auf die Grfifien r gosohelien ist, init aJ’J dio Dokorini- 


nouto: 


®11 

»1> 

’ * ' 

tha 

(80) 


0,1 

<ha 

* ■ ' r-l 

<ha 

• • 

# • * 







* ' ' 1, ><-1 

^1—1, ff 





• • V A ^ 




Dio mit don Thoiainod, tils ICoeff. gobildolio quodi-at. Form. j08 


woboi Vf Q, tf Zahlon aus doi* Reiho 1} 2, • • •, j) bozeiobnen, dio auob 
toihvoiao odor dlo oinondor gloidh soia kdiiiioii, nnd der Fall v »» 1 
iu doi' Woiao aiifzufaaaon isfc, dnfi aladann die Dotermiuaiito aiob 
auf das oinzigo Flomoni* roduzierli, aodaB also mit a^„ idoii- 
Mscli isb. Zwiaehoii don Doburmiuaiiton beatidib dann wio zwiaoheii 
don DoLorniinaiiton dio im folgoiidon znr Anwondung koinmendo 
Uolabion: 


(87) 


ftC) 

‘ ri’ till r(i ' m 


l%ii ) 


dio filr jodos v von L bis — 1 gill) wonn nian iiooh iin Fallo v 1 
nnlor a^l dio ISinhoib voratobb. Dioao llolabiou isb i'ilr dio folgondo 
iriiloraucluiiig stota iin Augo m bobaltou. Han bozoiobno ondliob 
nocb don vooUon Toil irgoiid oinor QrdOo 0 mib don laboralon 

mit £1^1 

Dor Konvorgoii'/bodingiing (‘Hr dio Thotoroiho zufolgo inuB filr 
roollo Worto dor x, dio nichb sHmtlicb Null sind, dor reello Toil dor 
Form: 


(88) 




)|Mi ft'aal 




stoba oiiioii iiogalivon Worl lioaitxoii. Solzb man jotxb xuiiilobKl o', 

0, • • *, iHp 0, so iiimmt A (.r, | ■ * ■ | iHp) don Wort rtj'/ an, uiid 
OH muB diibor 9l|rtiy]<() soiii. Da iiifolgodoason + O ist, so 
Icaiiii man A zuniicliHb in dio b'orm: 


(mi) 




briiigoii. BoKoiobnob man jotsit «ur AbkUrzuiig dio Griifio 

die aWiUo £[^-^||jmit»iiumlsotztfl!i«-w,,a^ = l,a!„«0,'-, 


0, 80 iiimmb A don Woi't: 

m 


- «<«»«» -u 3 


an, und oa muB dalior ™ 

dor GrfiBo (40) einon nogativen Woi-b habou kaun. Da aber in- 
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III, 4. t)boi' elao ISigonaoliafli rlor Thofcnmoduleii 

nr* 


folgodosson ^ ^ woitor in dio Form: 

“ii 


/ rt(y a<lj n<») \ 

^ I • ■ • I »i) = < (*. + -| + ^^ *'. + • • ■ + *,) 

,,i. , ‘^A, , "S»„ , , 


4. _i_ 





^—8 fi'ssS 


r^ian 

Bozeiohiiofc man jotssfc zur Abkflming dio ^rOSo iR -S; mil) dio 

Gi-iiBo “!'*’ ^th ^voitoi* die Gtriiiio ~' w \ 

uud dio drOfio flf «g -|- -J^l unit v^i und ootzb aladaun a;^=*— 

L ni ®ii-l 


a:j — — itgj a?8 “ 1 , “ 0 , • • •, aip « 0 , so nimml; A don Wort: 


nn und oa muB dalior 91 


[J]<Oaoin, 


da iLur dniin dor roello Toil 


dor &i*iiBo ( 42 ) oiuon iiegntivon Wort linbon kaiin. Fiihrfc man so 
forf^ so orgibb sicli sohlioBlicb fill- (a^x | " * { dio Zorlogung: 


A (^0, 1 ■ . . I » ai’> (a:, + “|“J ^ 4 . . . + 1 

4«?LV 


m 


+ 

+ 


«(;*— 1 ) / /i(p — 0 \ 

1. -hK-zl (3. j, . %-^,P „ 1 

“ii— a,i3_a ^ i,x,_i / 




.x(rt 




und man hat zugloiob orkiuint, dafl dio rooUen Toile dor p anf dor 
I'Qoliben Soito yon ( 48 ) vor don IClaminoiii otobenden KoofBzionten: 


Anv. dor Formol (IV) auf oino unondl. T]ietfi>roilio. 
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(44) 


hi f 


4i 
"aW 


Jp-i) 

‘V-i.p-j 


^(P) 

">>P 


'll 

silnifcliob nognbivo Worlio Imbou. Hmi hafc so don 

IV. Sats: Bmicfmct mm f^r v =* 1, 2, • • mU aJJ die Vo- 
ienninanle: 

(V) 

so hnsitgen dh rcdlm Toile der p Gi'ofM'n: 


(VI) 


'n > 


«s 

"If 


u' 


ft(p) 




sdmU'wh imialiw. World tmd M folffl inshesmdore damus, da/) die p De- 
hmhmnton sdbsl simtlirJi von Null vm'HtJiiailm sind. 


8 fi. 

Auweuclung dor Forinel (IV) auf elue }>-Aioh uneudliohe 

Thetarelhe. 

Sutxl iiuui ill (lor lAiriuol (lY): 

i> p p 

('iro /■(■•'■, I 

HO ^olifc dio uul' (lor liiikon Hi^ito Hbolioiido /i-facli iinoiKlli(dio Lloilio in 
(lio 'I’liotiiruiiktion uml jium orhiilt Itlr dioso don 

Ausdruck: 

(4U) I>[;0«4.“2r 2 

1)01 (loin Kur Abkttming: 


^sTTi i«=»i i/s38»l-i 

i-i] 
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gesetist ist, uiid boi dem joi^sb noch die anf dio GrSfien x^, • ' x^ 
bezilgliohen Integration en nn^iifQliron aiud. 

Urn dies Ziel ku erroiohon^ doflniero man Qrdfion h, e duroh 
dio Gleiobaugon: 

(a, i'— 1, 9, > • • , 9 } C#= l| 9| • • • » J5 >1 S + 1 » 3 + >» ■ • • « !>) 


h... 


a(«) «<«) 

S3 “SS 


(48) 


'(g) 

ff 1 




„(9) 




(ft>l'“S+liS+9i -iJ») 
1 


« = 1* . — 


*'gg ifaal 

(a«:I,9,.. »9) 


a 


Xs) 


’gg fftssl 0^1 

(3=*tf+I»9+9|'--il»> 




0^ L w»=9+l 


«-=9+l 

(anl, 9, ...,9) 




.(9)» 


in doiioii dio slobB von Null vorsohiodojio Botorminanto: 

, d) nbor dio A(\junkto von a,^ in diosor Dotor- 
miiinnlo bezoichnot) und briiigo IP* in dio Formt 


aSl **51 J5I5 m 

(60) + 3 _2' ^ r- («. A.) C»a- - A,.) 

as>l a^ 

— 1 9^-1 ijSf+r’ ' 


V-S+1 


Bio Ansfllhrung dor nnf doi’ rocliUii Soito von (46) sbohondon Into> 
gralionon roduziert aioli danu auf dio Answortung doa Integrals: 


/ +« 
dxi*-‘ j dfSge* 


9 9 

2 _^^«aa'C*a+®a)(*i'+V) 
1 a^l 


( 61 ) 



Umfonu. (Ion. vonnittolsfe dor Fourior^ohon Fomol. 
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Ben hioi* aiif dor reohfcon Soito im Bxponeuiion steheiiden Ausdniok Icaun 
man nbor auf Grand von (43), wonn man mib It^, • • •> die in 
ibron rooUon Toilou uogativoii GroBon: 

/• «(» Z. 

hi ” Wjj j ffg *=■ " 7 r»» • • •* A>« 


( 6 a) 

init 

/l <= Cj_ 




\-i, ?-i 


•f I, I die AufldrUoko: 

„{« «(!) „(0 
+ :;m (*. + ».) -I- • + ^ (•%-> + (®,+ <>,), 


U' 


•fS 


*** /a 


rtP> 

(S) 'H "I" ’ • ■ + /ij‘ 

‘Hw ‘•jw 


( 53 ) 


« 


^-1 


^-1 


, (»'•!) 
’</ - 1 , << 
M-i) 


K+ 0 > 


— ft. 


V y 

iiuxoioluiel, in dur Fom: 

(|•>•^) i ^ «... (*.+ «.) (®. + e..) “ 5 *. (*. + (.)■ 

I d .1 ^’wTl <ss| 

iiIh yumiiio von ()ua<Irnloii linoaror Kiiiiktionen dor j: diirRloIlon iind 
oHiiUfc dnnn init Uilfo dor Kormol (10) itir (bie Jiiliogrnl (51) don Wort: 

-j. ^ 

Fdlirl iiiiui dioHon Wort in dio Gloiohnng (45) oin, imohrloni miin 
dorb don ]<]x])onniibon W' diiroU don nutor (50) dnFtlr ntirgostollbon 
AuKdruok orHobxl linl, buxoiclinot dio SnmmnfcionebuchHlnbon ,. 1 ; ' • 
nuninolir durcb 1 . 1 , " nud dodiiiort UrUDun h' dumb dio 
Gloicluinguii! 

(55) 

HO golik luiH dor Gloiohnng (40) dio nouo: 


( 57 ) 




• Bal 


P P P 

/*-i 

horvor and man hat don 
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V. Sata: B&ngm von dm ModuUn md dm Argmmvten 
einei' gegehenm 'IlictafitnMion die Modutm tMtt? die Argumente 
einer neitm ah gemdfi dm Qleielmtgen: 


h h 


•jj tf»t 



(VII) 


'nn' 


a„„, — 


I*!' 



~qq tfal (P^l 




nt ^ 
“vs 






”-1-%- -li) 



(a'i 

SS Ifai foal 


w rftiMen aJJ rfw UefcmfMewite ^*a8 • • • (a, 6'= 1,13, ■••,(/) 

abet' din Adjunbie von a,^. in dicsor DetcwiinoAile heecicfmti, ho aind 
diose Tkcfafnnkiionen mil^ntnder verhni^)ft dmvh die Oleidnung: 


y 







(VIII) 





in tvelcher: 





(IX) 

!//=-K 

K-iu. 


V='v 



■ ■> v) 

CV*“ 3+>»9 



iffl, in wdicitor fbmor nm' AhhUrenng: 


(X) 


U' 


"uff <cal eEi 


gesef^t ist, %md t» vdehei' endUeh siw BesUvwmng des ybrmchens der 
»t(/‘ der r&dUm Soite atehenden Wwttd die Gleichung: 

(XI) -|/0^.]/^|/-^...-|/:;^ 


/eie dienmi hai, bei der: 


(XII) 


Aj — a' 


( 1 ) 
’ll > 


ft 

«8 *■ -(01 
‘*11 


alv) 
_ yy 


iat und jodo det' g anf der redfitm Seiln stdhmden Wur0dn so attih 
geaogen wmien mifi, dap ihr rceller Toil posiUv wird. 


Dio Formel (TV) ist insofom oinor Vorallgomoinorung ffthig, ols 
dio g QrUiSon • • •, a;,, nnoh denoii nuf dei* rcohten Soito intogiioi'fe 



KnilfovinGl. Anxalil dor verssbiedonon Foriuolu. Dor Pull q = 2 >. 


wil’d, diu’ch ii’goiul q audero initor doii p Grdfien Xi, •••,«, orso 
woi’doii ktimieii, sodaR die Fovinel (IV) verBoliiedono Formelii 

ropi’iisoiifcierl; und da weiter fdr q jodo der Zahleii 1, 3 , • • •, p ge- 
nominuii werden kaiin, bu oolilieRt die Foriiiel (IV) im gaii»eii 




2/..- 1 


voraoluodeno Fovinolu in Hicli. Das gloicho gilt von dor Thetaforinol 
(VJIl), in wolehor oininal an Btello von tj jodo der Zahloii 1 , 
guHot'/ib wordoii kaiin, und dann boi gogobonom q dio Indices e und s' 
statt dor Zalilon 1, 3 , • « 5 iigoiid q dor Zalilon 1, 3 , • • •, p\ 1/, V 
jodoHinal die p — q tlbrigeii durclilnufon Icdnnen, Dio oino dom Worto 
q » p unUipi’ueJieiido Fennel ist von bosonderer Wielitigiceit und soil 
daber liier xuin SeliluKso aufgcsitfllfc wordon. 


VI. SiiIh; J/thqim mi dm MinUdm wul dm Ai'tpmienUm 
amr ffn/rhmm ThfUifmltion die Mahdrn wni die Art/imonio 
ehitr neiieu tdt ijmiiili dm (Ueitduuqjcn: 


(Xlll) 







. ,p) 


in dc»m \ dio JMomimuio 

jiiiddo iUHt in di&tor Dolormimnie ifoseicltmt, m ttinU dim Thla- 
/iinldionon iniioinnndor oorkniqifl tharii dh (ririvJmuj: 


(XIV) 




— f/+a 


p 

I- >1 







in iviirJwr nur Ahidirsunf/: 


(XV) 






ffOHohl ini, und in mMm' hmidjlitdt der JiesUnmwm den Voreeichom 
dor auf dor rcohUin Hoile Htelmdon Wureol dus vorhor hoi dm V, li(U$ 
Hemorhio yili. 


Dio Formol (Vlll) wuido Rtr ji“»2 von lioBonhain^), fOr bo- 
lioliigoM p veu MoiBol^ xuorst augogol)on. 


t) UuHonhain, Mdmoivo aur Ioh fonotiona oto., pag. 804. 

0) MoiRol, Deilrag xnrThoorio dor n-fiioli unondliohon ^-Ucihoii. J. ftir 
Matli. lid. 48. 1884, pag. B94; voigl. nuoh ISnnoper, Obor oinigo Sllteo aus 
(lor Thoorio der <6'-FuHotioaon. 2. Math. lid. IS. 1807, pag. 70. 



Viortos Kapitel, 


Dai'fltollung allgcmoinev Sjo-facli poriofllschor 
riinktlonoii dnreh Tliotnfuiilctionon. 

§ 1 . 

Bllclniigf peHodlaoher Funktloneu mlt Kllfia vou 

Thetofanktlotteu. 

let oinu Fuiilclioii /'(V| | *** |v^) Icomploxon Yorilmlorlicliou 
BO besclin/fon, dti0 bostimmfio l^ysfcomo kuiiHfctiulor 
QrdQoiL 0 )^, ' o)p boi allon Wcrion dor Vaidnblon v dio Gloicbung: 

( 1 ) + 

bofttobt, 80 noiiiit man sio oine pcriorlisclio, dio Gi'SBoii 

abor Spsietn Busanwiongchdriffar odct’ simvXtanor Perioden vou ihr. 

Sind (lanii • • •, (a„„ (a-> 2, ' • •, h) irgund k solchor Poriodon- 

k k 

syatoino, m„ gnnsjo Zahlon, so iat nuoh oiii 

Poriodoiiayefcom. Zu q +1 Poriodonuystoinoii o>i ea,, „ (« « 1, 2, • • •, 9 H- 1 ) 

Icaiin man, woim ^ ist, iminor i*oolI» Zablon ftiidon, wuloliu 
gloicbKoitig dio p Gloidmngon: 

bofnodigon. Isl dios niolit boi jodor Wahl dor p + 1 Poiiodonsysiioiuo 
c*i«; ■ ■ 't ®«a (“ =■ 1 ) 3j • ■ 9 + 1 ) Bolion fill' p < 2 j) mflgliob, so 
hoiBt die liHinktion oino 2p^facfi periodisdui] 2p Poriodonaystemo 
(« ■“ 1 ; fill* woloho dio Gleiohungon ( 2 ), 

wonii man dorin p -» 2j? — 1 seinst, nuv dni'ch dio Worfco 
sa .. . B » 0 bofriodigb wordoii kSnnon, hoiBon danu von oin- 
andor tm^kekmig, und aus ilinon IftBb aidtt jodos Foidodenaysiiem 
03i, Op doi‘ I^iiktion /“([v]) in dor Pom: 




Ill 


t)bor 9p-facli poviod. Funkt. von p Vorilndorl, im nllgom. 


(») 


G}i 


S'" 




Kuanmiuonflob/on. Isl dio Fnnkbion oiuo oinworbigo oder ondlioh 
viohvorbigo niialybiBolio Fimlcbion, wolclio sicli niohb als Vunkbion von 
wunif^r duiin j|) linotiroii Yorbindungoii dor v dnrstolloii lilfib, mid knnn 
diusolbo infolgodoBRon koin Sysboin uuoiidlioh kloiiior PoTiodoii hiibon, ho 
siiid dio niMomle Zablon, imd os kUiinon dio 2p Poriodousyatomo 
‘ *; ^pa (« ““ 1, 2, • • •, 2p) ao aiiBgowlUilfc wordon, daU dio 
ymm Znlilon oind; Holoho Foriodonaystomo lioibon dtiun primilivo. 

J^oriodonsyaboino • • •, oj (« « 1, 2, • • •, 2ja) imd 2jj andoro 
^uo ' ‘ •> ^pu (a =* 1; 2, • • •, 2 |j 5, wobsho ana ihnon voiinittolab oinor 
iiniinodiilarou linoiu'on Siibabibubion in dor Form: 


woboi dio fH„- 4;;* gaii/-o Zaliton von dor Dobonninaiibo ± I bo 
y.oichuini, iibgoloibob Hind, hoiUoii (iyuimlmL Sind (bum •• •, 

(a I, 2, • • •, 2yi) 2;i i)rimifcjvo PeriodoiisyHloino dor Fiinkbion /‘([«J|), 
HO simi OH nmdi dio 2;> J^oriodonsysismo cj/„, («= 1,2, 2j)). 

lnborj)roli(n‘b inim dio roollon nnd imaginiimn Toilo dor Variablon 
rochLwiiikligo Pnnktkoordiimbon in oinom lliiiimo von 
2;) DinioiiHionon, ho onlHprichb oinom (irubongobicbo: 

!0> 

(f*) •■•i 

tt 1 B — 1 


boi dom dio § Hbtjtig dio Worbo //« < l„ < 

dmidilniiron, wo dio //,, gogoliono Ktnisliuibon aiiid, oin J^nraWMop If 
doH ibuiiiioH. Jiiibt man an SboUo doH Synboma dor 2j|) OiHiOon y„ 
ullo m(igli(dion Sysloino von ganv^n Zahlon trobon, mo oidiiUt man don 
gaiiKon Uiuiin in aoloho inibnroinondor icougrnonbo Parallolobopo nfn- 
goboilb, dio alio oIh Wiodorliolnng oinoa von ilinon x. B. doa don 
Worboii //| '«•* //j, /yjj, “ 0 oiifcsprooliondon Parnlloloboiia 11^ an- 

gOHolion wordon kdnnon. Solclio Pnnkbo doa llaumos; woloho dnboi 
dom nilinliclton lAinkbo in TI^ onl^proolioii, hoifioii kmgruoni naoli don 
gogobonon Poriodouayabomon, ikre Gioanmbkoib oin Systmn von G%U&'- 
$mikkni odor oin QilUi)'\ inaboaondoro bildon olao die IBlolcpnnkbo nllpr 
PoriodonpnrnUolobopo oin Gfibbor. Kenub man don Vorlauf doi* If'imic- 
bion f{v\ im Parallolotopo ao iab or im gouxon unondUolion 
liaumo bokanni^ da dio Funkbionsworbo in kongrnonten Puukben oin- 
andor gloioli aind. JSa iab oino unmibbolbiU'o b'olgo dor Unabbllngig- 
koib dor Periodonayabomo • ■ ■, (« — 1, 2, • ■ •, 2jp), doQ dio 

auB don reelleu und imagini&on I'oilQu dor a gobildote Bobei'minanbo 
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2^teii 0fA(]os uiolii YGisdiwindot; ihv abflolutei' Wert: ist gloicli dem 
luHalto eines Feriodonpai'allolotops. 

Zum Vorsiioheiidon vorgl. WeiorstraB^). DnB olne oinwortigo aua> 
Jytisobo Fuukiioti von j) YorUnderlichoii niohfc mehr nls 2p uiiabhllngigo 
l^eriodensystonio habeu kaii]), ohne luiendlioli kloiiio m hnben, baboii Rohoii 
frtlher vsiiorafc Jacobi^) fttr « 1, daiin allgoiuoin Hermito'^) und 
Itiiemann'*) bowieaon; dafi boi oinor niiendlic]! vloLworfcigea analytisolion 
Fiinktioii oinor Variablo dagegon inolir nls Kwoi unnbh&ngigo Poriodon 
aufti'otou kUuDon, hat Casorati^) nngogoboii. 

Aus don Gloiohungoii (XLIIl) niid (XLIV) png. 39 folgt nun 
Bofort dor 

I. Sate: JiegMnen ««rf irycnd mei m (hr 

n&ialicimi Chai'oMeristik ffeliorir/e l^helafitnhHonen Ortlnuny, so 
fl&iiigt (lor Quotient: 



cl&i GUidlimgen: 

(III) v) 

ist also eine!^p-fadtperioclische FunUionderp VL‘riin(hrliclimUi^,’>-,u^t 

1) Woioratrivfi, Nouoi BqwoIb oinos Itaupbaiitaoa dor Thoorio dor povio- 
diauhon Funotionon von moliroi'oik yoi'Undorliohou, 1878. Math. Worko Hil. 8. 
Borlin 1808, jing. 06. 

3) Jnoobi, Do funotionibua dnnruni varinbilimn qnndTiipUoitor poriodicia, 
qiiibna bhooriu Iribnacondontium Abolianannn inniUbnr. 1886. Gos. Woi'ko IJd. 3. 
Dorliu 1883, pag. 88; niioli dontaoU in Osbwalda Klnaaikom doi* oxnktou WiNKon- 
Hchnflion Nr. 04, 

8) liixtraitii do lobtroa do M. Oh. Ilormito i\ M. Jaoobl sur dilliSronte ob> 
JoU do la blidorio dOB nombroa. QuntnOino lottro. J. rflv Math. Dd, do. 1800, 
png, 801. 

d) llioinnnn, Dowoia doR Safcxoa, dafi oino oinwortigo mohr nls Sn-btch 
poriodiaoho Function von » Voxflndoi'liohoii unmOglich ist. 1860. Goh, ninth. 
Worko. Loii»ig 1870, png. 870. 

6) CoHornti, Siiv los foncbioiia t\ pdriodoa multiploH. C. It. Jld. 67. 1808, 
pug, 1018 uud Dd. 68, IBOd, png. 137 uud 804; La poriodioltii mnlbipln nollo 
ninnioni di unn sola vnriabilo. It. 1st. bomb. Itoiid. (8) Dd. 10. 1888, pag. 816; 
diwui Bqirn il tooronia di Jacobi riaguardiinto la poriodioith o aoprn 1* UlogittU 
mith di una parto dollo conaoguonxo no furono dodotto. B. lat. Lomb. llond, (3) 
13d, 16. 1888, pug. 088 undi Funsioni analitioho di una aola variabilo oon nu- 
mero qualaivoglla di periodl. U. Tat. Lomb. Xtond. (8) Bd. 18. 1886, pag. 870; 
' femori Loa fonofciona d'uno aoulo variable il un nombro quoloonqno do pdriodoa. 
Ifilano 1886 andh Aota matb, Bd, 8. 1886, pag, 846, Yoigl. dasu audbWobora 
Aninorkungon zu Jacobi in Ostwalda Klass. dor ox. Wiss. Nr. 04, pag. 87, 



Dor Quotient sswoiov lliotaf. n'*' Ord. init dons. Charolcfc. 


llfl 


wcXche dtG 2p Systme eummncngditmger JPmodicitilts^nodxden dm' 
ThdtitfwiiliUm: 


(IV) 


aU VemdmMvystemc. hat. 

DitiHU Poriodun iind damit dio in dor nngogobonoii Weiao go- 
hildoloii 2;)'fiiuli i)oriodiHohoii l^nktiunoii trngon oinon spoxiellon 
Oharnktor Kur Sclinti; dunii soil oino 22)-fach poi'iodiacho Fuiiktion 
f^o)i mil 'Xp PoriodunKyHiomon: 


xi\ 

0 1 


*hi l^i 1 

* ** 1 ^jill 

0 1 

ni 1 


^*1S 1 1 

■ * * 1 ^jis; 

0 

10| 

• •• |jr/, 




(«) 


(0 


'll i *'^81 1 ' ■ 

' 1 

"■.nil 

1 *^8, f H- 1 1 * " 


'l8 I ‘**88 1 ■ ' 

' ■ 1 *%8t 

“lifts 

1 *'^8,#n-a 1 • " 

' 1 “ftf f8> 


®pju 

®l,8f 

l«9.Ep 



durch Kiiirnlirinig ])iiHHimd gowahitor nonon Varinbloii Uj, n-^ in 
oino mil don Poriodonsysbmuui (lY) puriodiacliu Funirtiun 

ilborgol'nlirt wordon kouiioii, so nuiU /.iiniicbsl dio Dutorniiniinlo 
w,, <i»2„ • • • oinon von Null voi-soliicdoiion Wort m liubon. 
Hcl/.l man duiin: 


( 7 ) 

o(l<>r, wiiH dasHoIbu: 

(«) 


JT/ 




'a ^ "/<(***/<» 
/i-l 


0' -«» Sfj • ■ 


((» a = I , S , • , J >) 


w« dio Aiynnkto von in dor Dotonniiiaiifco ra boKoichnot, 
HO nnfepriolil I'ttr v «= I, a, • ■ ■, dor Audoriuig dor Viu-iiiblon 
Di ] I . . . I « iim das Pyriodousysban Wi^l <»8» | | Andorinig 

dor Variiilifon Mj | | Wv I • • * [ Systojn 0 1 ■ ■ • | jr» | ■ 1 0. 

Joint oiitHprichfc iibor woitoi' f'ilr v « 1, 2, • • •, y) dor Andorung dor 
Variiiblon ??ilv8l urn das Poriodonsyatom «i,p+Jwi,p+rl 

I "ft ini' Aiidonmg dor Vnriablon ttilwjl ••• |«p urn das Byatoin 

inUuKon dnlior, wonn didse GrblJon Modulen WikI^si-I **' l®jr 
'riiotnfunkfcion soiii sollon, oinmol den Gloidiungeu ^ a^„ 
(p, ff — 1, 2, • • •, i>i P < tf) entsprookend die iCp — l)jP Beziehunge»i: 


■|lh(ilBnn«VII<ii«nn 



114 IV. fi, Allgomoiuo Slltaa llbor Sjj-faok poi'iodUoho Punktionon. 


( 9 ) 


<u«l 


oder die dainib Hc^uividontoii: 
(10) 


p 

S' 


^ K^"2,#+p- !.+?)•“ 0 (k.2»1,8, 

(el 

bestebon, iiiid danii niufi woiter nooli Giitsjprooiiend dor IConvorgoiiss- 
bodiiigung dor Tliofcaroiiio dio Bedingung orfttllt Boiii; daQ dio init don 
roolleu Toileii der Qrdfion: 


(11) 


^ *• 






((,(;— 1,8, • ••,!») 


P P 


aln KoofiiKienteu gobildoto qnitdratieoho Form 2*'Qn^Q^ui 
gfttivo iat. 

Soli ftlao oino mil dai 2p PoiiodoiiBystemou (G) poriodisolio 
Fuukbioii dnrob TbetafunktionoQ dai’Btellbar aein, ao mtiaaon diosu 
Fei'iodeu die im Yorigen gon^mten Bedingungen oi'fnilou, inul man 
wird daher zunllobst verniuieu, daB oa allgomeiuevo 3j)-facb porio’ 
diaobe Funkfcionon ala diojeuigon gibt; wololie dnrob Tliutafiinktioiion 
ansgedrUokt wordoii IcGiiiion. Ba wird aioli aoigeu, daB dieaoH brofcKdom 
niobb der Fall iai. 


§3. 

Allgeinelne Sfltie ttbei* 2j>-foo]i periodlaohe Fuiiktioneu. 

Fltr oinwortigo 2p-faob peidodiacho Funktionen /'(^i 1 • • • 
wolchfl aicb iiicht ala Fuiiktioxurn yon wonigoi* donii p liiioaron Voi’- 
biiidnngon ihror Vanablen dai*stellen laaaon, und wolcbo im Fndlicbon 
koine weaeubliobo siiigulKre Steilo boaibzou; gilt oine Hoibo von Siiizoii; 
dio im Nacbstohondon abgoloitot werden sollou. 

Woim dio Funkbion aiob nlohb ole Fuukbion von woniger 
deun lineai'on Vorbindungen ihrer Vaviablon darabolleii lilfib, ao bo- 
stobb awiaobon ibreii Doriviorieu: 

(12) 

koino idoutiacbo Belatiou von der Fom: 

(18) ■ 

jU—l 

bei der die o vou den Vaiiablen v nnabhaugige GrfiiJeu bezeiobuen, 



Dio WoloratvaDsclion SU.t >!0 -tlbor 2i)-faoh poriod. IPunkfc. 
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die nicUi alio don Worb Null boaitiiion; und es gibt dahor jodenfalls 
p 'Werteaystonio («<“)), (tK?)), fflr woloho die Determinanto: 



/I'M /I'M • 


(14) 

/I'M /-.'((owi • 

■ 


/I'M /-.'M • 

■ ■ /;'M 


von Null vorRc.liiodon ial. Sob/ib man daiin ftlr /i 1, 2, • • p, indom 
man boliobig aimimmt: 


(16) 




% > 


,.( 8 ) 


% i 


M 




,(»*) 


iiiid 


(10) 

HO orbiiU man dus liosultat, daO dio Dulorjniiiuuto: 


4 /•C»-6'0')}=^WW, 


(17) 





()i\ 


dv), 


a/^j.l 


dv, 

0P, 

i}p/, 



»/■>">{»} 



fhp 


jodonrallH niobt I'flr nlloWorto dor Vnriublon f>i, 
da sic doi* yoraussulKung nnch fflr 

(18) + 


V vumoliwindofc, 




/• 


,P) 


niclit Null ist; und man lull ho don 

II. Batu: Man kann imwr jctfen oimvertif/m ^p-fach pmoidHchm 
FnnliUm /IJuJ wj« 2^ komphmt Vf-Fiimhrliohm t»i, v^, wekM nidi- 
nicht iUh Fmkiion von mniyer dmn p Unm'cn VaMntlmvjm dor v 
dardolUn Idftl, luid von wdidwr man tocilor sohon jelei voramHel0ef 
da /3 Hie hn I'hidUohtm lioine wmotUlidie ningulilre ^dle hesUso, atif 
ntannifjfnrJie Waisen p — l andmt dmsolclie mil mil dm nUmUclim 
Venodmat/Hiemm periodiHcka Ifkinhiiotien /aW, so aiijwigiemt, 

da/3 die Fiinklionaldctmnimnie ^ ± 

Wt'fie der v verse/mindol. 

Botab man nun woiber, iudem man mib /iM; AM) '*'> 
2;p-faob pei'iodisolio Fnnkbionon von dor im 11. Satss angOgebonen 
Arb, mib Sj, Sj,**-, Sj, abor gegobono CfrOBon bemolmeb, Kwisobon don 
p TTnbokannben Vi)‘'')t>p die p GHeidiungonj 

(19) AM""*i» am ‘"i AM • 

Qdi 



IIG IV*. Allgomoino SHteo tlLor Sp-fkoh pca'iodisolio S'unkbiotion, 

80 mi'd die Anzobl dor iunerlialb dos Faralloloiops iZg gelegenoii 
Wui'zdn dieses GleiolningenRystoms diii'cli oin ilbor die Fogroiiisuiig 
von Hq orstreokiios Integral gelioforfc.^) Liifit mnn dniin die GirGAen 
Si, Ss, sioli stotig iliidom, bo Icann sieli der Wert dcs goiiaiiiiton 
Integi'fils, woim man von gowiaaou 8 i]igoliii*ou Worteayatomoii dor 8 nb- 
siobt, unr stotig Endom; blelbt also, dn er soinor Natnr imoli immor 
gan?sznhlig soin moB, im nllgomeinon iingoaiidoi'l. Mnii orhilll auf 
diose Woiso den 

lU. Sats: ScUst man atoisc^ient den x) VaHaUm Vi, •••, uiui 
p jPammetem Si, • • •, die p Gleic/miiffen: 

(V) /iiW“Sa; = 

iH denea /iCvl, ndmlicJien 2p Petiodoiiayidmcn 

2xi~faeJt pmodiselie FanJcuonon von iW im II. Bate anyeffehenon Art 
beeeie/inen, so mt^ivdien jedem Watie&jsleme ilei' (h'ofkn s^, 
im allgemsmmj d. h. mnn man von yeivissm sinyiUmm Werlusijstmm 
aJmeHUf eim endUelie Angidit m moh dm Pmodenstfshmen inkon- 
ffni&ita' lAsimym Vi, * > wid ea ist diese Ane<dil die ylcickc fiir alh 
nickt singM'en WeHesysteim Si, •••, 

Bezoichnot lunii iiim mit •••; die m zu oinoin 

Worfcesystemo Si,-**, s, gohSrigoii Worieaystome (v) und mit /),n W 
oino p H- 1*“ 2f)-fncli poriodischo Fuiikfcion von der im 11. Siik nii> 
gogobcnon Art, antor doroii Poriodensystomon aich alio Poriodonsystoino 
derBHniktionon/ifv]), findoii, so iat jode symmotrischo Funiction 

von /i+iM, /i+iM, •••, eiliff oiiiwortigo und cbilior 

rationale Pimktion dor Gi*i)Bon Sj • • •, Diiraus 

oigibt sioli aber dor 

rv. Sata: 1st einc i) + 1*” 2p~fa(3i permUsche IfuiMUm 

von d&' im 13. Sate a/ngcy^ien Art, unter ihr&i Periodensystomvn sick 
(die I^eiHoilensysteitte der IhtnJcHonm /iW, /LH finden, so haslclU 
etvischen tmd /iW, •••, erne irreducible tdf/ebmmlw 

Gleiehuny, deren Grad in JSmig cnf m odcr oin 'feihr 

von m ist. 

Bnzii wil'd man bomoi'lcon, daB oino Emiodrigung dos Grades 
dioHoi' Gloiohung iintor m dnnu abor nuoh nur dauii ointritt, wonn 
die m Werfco wolobe die Fnuktiou 

fttr oin Wortesystom Sj, • • nniiiiuint, stota d. b. fttr alio Worto- 
syeteme dor' s teilwoiso oinnuder gloioh Bind, Oder mit ondoron Worton, 
wonn die m 2!weigo dor Ftmklion ^v]i uioht alle von emandor 
vorschibdeii sind, soudoi'n giiipponweise zusammen&Uon, was stots 


X) Voigl. dnsn pag. 98u 
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« 


Dio Wciovatrafloohon SliUo fUjov Sjj-fnoli povlod. Funkb, 


oinfci'itti, W01111 dio Funkbion Poriodensysteino bositxbj (lore.. 

Violfiioho orsk Poriodoiisystomo der Fiinkbionon sind. 

Sind dio m Z^roigo dor Fiiukbiou [p*M lUlo von emandor vor- 
sohiedou, so wird durdi dio Augnbo dor Worto s^, Sj, nnd oines 
Zwoigos von dns Wertosyatom (v) mid dmnib dovWorl jodor 

woitoi*oii init (Ion gogobouon Poriodousyakoinon periodiaolioii Fiinktion 
oindoubig bosbimmb. Dnrnus folgb abor dor 

V. Sabz! Sat (lie SunMmx /71+1 w simieU die Mgensclwft, (lap 
HU! mit /iW, •••, (lurch cine vmheiUe Glcichwig ttnd nidlU 
nwlrigeren Graden eitmtmneMngtf oder, was ilamlhe, dap sie fur die 
tn niclit JeongmoiUen T/mnyen wenvjstem eiim mit nicht sinyulUim 
Wortcn Hj, (j( 3 )Hdtilen (Hmlrnmnisyatcms (V) m vei'Hclmlcne 

Werte annimnil, so llipt aicli jcde tveilcro mit den (/egchenen Periodenr 
syslcmen 'Jp-fach penodiach l*\mldion mt dcr m II. Sats angq/cbeiuii% 
Art miioiMl dtirclt die FuitUioiicn •••, /pC«D»/p|.i W amlnielm. 

IDs soion nun /', fyj, • • •, /J, -i- 1 inib don niimli(jhon 

2 ;) Pori(Kloiisystcm«n 2;>"fuoh poriodischo Fiiiiktionoii von dor im 
lob/ifcon Sat/.o bexoichiicton Ark, so dnB also dicso p 1 Fuulctionon 
diiroh oinu algobraiaiiho Oloioliung, 


inib cinimdov vorkndpfl siiul, Jndo ivuibovu mil doiiNulboii Poi'icHlon- 
sysbomon poriodischn h'unkbioii abor rubioiml diiroh sio darstollbai' isl. 
llanu sind niich dio in don Dilibronbiidgloichiuigou: 


(2L) 




'(>r. 








^ i 

vorkoniinondoii parbioUon Doriviorlou nnd foLgticli aiioh diu 

Koonixionboii in dein auH (21) dui’cli Aul'ldsnng folgondon 
(lloicliungonsysbomo : 


dh "h H" ■^\pdlpf 

m 

(hp Ppi dfi + l^pp dfp, 


rational duroli /iljvj, dorstellbar. 

Dio p Gti’dQen '",Vp sind bislior p nuabbilngige Vorftndorlioho, 
doren Voriindorliobkeit man slcli abor infolgo doi* Poriodizibftb doi* 
Punktionon ftiv}, •••, fp^v}, ^,,+iW auf dns PnraMot(>p Sf^ bo- 
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IV. 3. Allgomeino Stttee tibei' Sj)-fach poriodiaoho Ij'imlcUoiiuu. 


sohi^kt denke. Aus dioser Monmgfaltigkeit 2 ^* Stufo groifo iiitui 
nun eine in ihr liegende MaimigfidtLgkeit 1*" Stiifo liorniis, iiidoiu intm: 

(23) f>l4 = <p>(.^, ■■■> 

setzt, unter irgend weloho riibionnlo k'liiikfcionoii 

einer neuen Yoiftiiderlic^en i Toratnudon;^) iHi dniiii inifc t diu'uli 
eine aus (20) hei'voi'gebendo nlgobinische Oleidmng: 

(24) O(t,f,^,)-0 

rerknttpft; •••, aber siud auf Oinnd doi‘ Gloiohiiiigon (22) iu- 
fcegrale in dei' dui'ob (24) bestimmtou IClasse algobraisolior Funkbiruiuji 
uud zwar infolge ihrer Endliohkeit Integralo 1. Gabtung; anoli, da 
die Fiuiktioneu g>Jt) ganz beliobige sind, linear itiiabhiliigig. 

Das algebitiis^e Gobilde (24) iat, da os in •••, v^, p linoar 
uuabhUngige Integrals 1. Gattung bositzly von oinoni Gosoliloclibo 
Mon denke sioh die zugohdngo Bioinanuaelio Fliiolio dnroli 2f/ (junr- 
schnitte in cine ein&ob zusammoiibiingeudo vorwaiidolt nnd mib 

(^ = i a !..’y Peiiodizibiitsmodul von am e"”* Qiioraclinittu 

bezoichneb; zmseben den ^qp Gi'dfien bestolion dami die ^ (P~ 0/' 
llelabionen: 


(26) 



Q 


h'/+e 


-Q 






0, ■•tVi fft) 


inlbrond fiUr die Poriodizibiltsniodiilon 

(26) n. = H. + «Z. (.-1,2, ■ ,»,) 

irgend oiiiei* linoai’eu Voi'biudung dei* v: 


(2T) ^(H,Z„,-H,,,2,)>0 

ist ^ 

pie sindintegi-ale auf goschlossenoji Wogon in dor klilclio (24)i 
da diesen auob geachlosaeiie Wege in der iirsprilngliolion MniiuigliiUig- 
keifcj)*" Stiife (20) entsprocboii; so sind die Q gaiizznliligo liiioai'o Vni*- 
bindungaii der Peiioden von /; fej, . . /;H4 .h W- Noimt iimii nine die 
2^3 Periodensysteme diesor Funkbioiioii (« u« 


(28) 


n 


ip 

. V. 




lu'^pai 


a, 


iOnnto such naoh dom Vorgango doa Horim Wirbingor (Zuv 
Iheone der 2«-faoh ponodieohea Punobionon. l. Abhondlunir MomitHli r 

glLTJ “ ^ Punltom. file},... ,/),(») gogobonon Koi»Unl#n 



Dor KioniuniiBubo Hiitx flbov period. Fiinlct. 110 

wo (lio giuiKo Zahlou boKoiclmon. Aus don llolationon (25) folgon 
jotzli> wonn mtui: 


V“i 

8oi;»t) (lio Uolntiun(}n: 

(SO) 

H=,l fi=ai 


wiUirond uich lina (27) fdr die korrospondioiondou Aiidoruiigon 

(01) 


irgoiul oinor liuouron Vorliindittig dor v dio Ungloioliiing: 

G'2) 

urgibb. 

Dio QrdOou t\,i aind ihror DoliniUou (2i)) Kiilulgo gtmzu Zahlou, 
Itlr W(jloho »- 0 und (\,^ + >« 0 ist I'dr «, /ii — 1, 2, • ■ 2j), Ba 

wil’d im Iblgunduii Pamgnqdioii woilor bowloaon wordon, dab ihro 
Dotormluanto ^ «bion von Null vorKchiodonon 
Worb licHiUb; iiidoni man diuHoa liomiltab Kuhon vorwcgnimint, orhillfc 
man don 


VI. Snta: t^hul «i,<, • • •, (« >= 1, 2, • • •, 2j>) die 2p Voviodmif 

fhmr 'Jp-fncli pmodifu'hm T'unkiim von dvr itn (I. 8atg bt^ 
sckhnvhn Art, bralalian misrjicn dimn Orulieii hIoIh 
i(/)— l)/> livewlmunm von dcr 7*bm.’ 

aj* s/' 

(VI) 2 ^ (/•.>■« I, a. -.iM 


Ml dtmon dio Grofhm (imm Zalilen hoeoiolmin, m heitcha/fm, 
dafi ^ 0, G„jj -I- --■= 0 tMW^ tUe Dol&mmanie 2 ± 'ii Cja • * ■ sji 

von Null vommcdun ini. 8ind fmm: 


(VII) 


w„ “b itu 


die kon'o^midierenden Aiidminyon irgond einer linea/ren Vorhindting 
dor Varitdilm, so iat: 



oral (t»ml 




(VIIl) 



120 IV* 8. Uoduktion der Pcriodoa oinoi' allg. ajj-fivcli porloct. ITunkUon olo. 

Die SRtao II— V i-ilhi*on you Woiorsfcrafl*), dor Satsj VI von 
Biemann her, der, wie aus oioer Mitteilimg von llorniibo*) l)okaiini wt, 
sohon im Jahi-e 1860 im Dositzo cliosoa Satssos war? fthrigons hai aaoh 
WeieratraB, wie ans seiner oigonen AiiBerimg®) inul aus oinor Abliiiiul- 
lung dos Ileim Hurwitss^) m eraelien ist, den Sal* gokannl. Dowoiso 
fBr den Bate sind von beiden Autoi-on nielit Ijokaiint gowowlon. Don 
obigen Beweis habon die HoiTcn Poinoard und Pioard®) voriliroiiLliolifc} 
dn anderer Beweis oi'gibt siob nns don Arboiton dos Iforrn AppoH”) in 
Verbindimg init Untex'snohungen dos lloi'm Proboiiius’). JWiio *u- 
eanunenfassende Darstollung der obigen Slilxo Invt llorr Lauronl*^) go* 
geben; in iieuorei’ Zoib wnrdon die Slitze oingohond orBrtort nnd mil 
neuen Beweisen versobon von Hon'n Wirtiiigor. ®) 


§ 3. 

Bediiktlou der Periodeu eluer allffemdineu 
22>-ftioIi perlodleoheu. Fiinktlou auf elne Normalforni. 

FUhi't man an Stelle der Poriodon a dtircli oino uuiiiiodularu 
lineni'G Subabitution: 

(rt ==|!b, ■ ,«/') 


in der also die ganze Znhloii von dor Doloriniiinnlo I bo- 


1) WoioratraB, VntorBUcUungon 6boi' die 9r>lhoh pci'iodiaulion Functioiion 
TOD r VorRndorlioboD. 1880. Math, Werko Bd. 8. Berlin 1800, pag. 125. 
s) Hormito, tihoraicbl der Thoorio oto. pag. 84. 

8) a. a. 0. peg. 188. 

4} Hitrwite, tlber die Poriodon aolchor oindoutigoi*, 2»-fiioli poriodisobor 
Punciionen, wolebo im Eudlichen dborall don Charaktor ritlionalor Piinotioiioii 
bcaitssen usd roell sind fdr roallo Worte ibror n Aigumonto. J. fUr Math. Bd. 54. 
1888, png. 8. 

6) Foinoard ot Picard, Bur nn tlidorbmo do Biemann rolatif aux fono* 
tiona do variabloa iiiddpendnnios ndmottant 8» ayatfimoa do pdriodoH. 0. 11. 
Bd. 07. 1888, png. 1284{ auch Foinoard, Siir Ics fonolious abdlioiinos. 0. II. 
Bd. 184. 1807, png. 1407. Fionrd, Bar loa fonotioua tmifoiinos qniidruplumoiib 
periodiques do deux variables. C. B, Bd. 184. 1807, pag. 1400, und Foinoard, 
Bur lea propridida du potontiel ot sur loa fonotiona abdlionnos. Aola math, 
Bd. 88. 1890, p^. 80. 

(I) Appoll, Bur lea fonotiona elliptiquiu. C, B, Bd. 110. 1800, pag. 82; 
Bur lea fbuotions do deux variables k plusiours paires do pdriodoa. C. B. Bd. 110. 
1800, iMig. 181; Bur loB fonotions pdriodiquos do donx variables C. B. Bd. 111. 
1890, png. 636 und J. do Math. (4) Bd. 7. 1891, pag. 167. 

7) Frobonins, Dboi' die Grusdiftgon dor ^.^looiio der Jaooblsohon Puno- 
tionen. J. ffir Matli, Bd. 07. 1884, png. 16 und 188. 

8) Lanrout, UVnild d'Analyao, Bd. 4. F&ris 1880, pag. 484. 

0) Wirtiuger, ZurTh. d. Sn-ftujh per. Punkt. 1. Abh. Monnlsh. f. Math. 

Bd. G. 1806, pag. 00, 



Normalfbcm ftlr dio billnonion Rolataonon (VI). 
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xoiohnon, nnclore dornii; Kquivnlonto Forioden ein, so kann mnn, 
wio Herr Frobonins^) xeigb^ die ganzoii Zablon n„y so bostiinmon, 
dafi die aiif dor linkoii Soibo dor Gloioluiiig (VI) sbobondo biliiieare 
Form iu dio Korinalform ttborgolifc^ d. h. daB: 


(34) 


11.., 

u»| ,v»l 







QJ 






wird, wo dio e dio lUlomoiilarloilor dor Botoriniiiaube 
boxoiobnon, also posilivo gunxo Zahlon siiid, von douoii jodo diu'oh dio 
vorborgobondo toilbar ist, und boi dor Aunaliino^ dnfi dio 4^)^ Zahlon 
koinou gomoinsamou Toiler bositKon, dio oi'sbo don Wori; 1 bo- 
8ir/.t. I^Mir diuso nonoii Foriodon o' bosiiohon dauii don Glloiobungon 
(VI) ontNin'oohoiid dio ^(2> — 1);^ fioKiobnngon : 

(aft) 


wilhrond don irngloiohiingoii (VIII) onlsprochond ftir dio korrospon- 
diorondon Andorniigon 

(mi) «,/=»?,/+ 'S,/ •>') 


irgond oinur linoaroii Vorbindung dor t>: 


(»7) 





ist. Man bal so don 


VII. Sate: Man kunti tlie 2p Ponothimjstme • 

(«“ 1, 3, • • •, 2;>) ahwr 'ip-fadh permimhmi Funklion von (hr tm 
II. Sal-g fxigfiiclmnhn Art shh so aiiswUhlen, ilaji dia nnch (tc^n VI. Sale 
ewischiin ilmtni hesic/ienden I)j) Bmnhxmyen din speekile Fot'in: 


(IX) 




iinwlnnm, tvo die e posilive yanee Zidilen sindf von dmen jedo dmvli 
(lie voi'het'yeliende leilhar isl. Sind dam tvcU<n': 

(X) ro„ « -h < («=.i,9,-,8p) 

die kori'ospondiemiden Andemtyen irg(}iid einer lincoim VoiMnduny 
(hr Varkthlon, so isl: 


(XI) 



Ox (Vx ifi+x 


~~ 'Vp+i S;i) > 0- 


1) FrobeniuB, Thoorio dor lin. Fomon oto. J. fdr MaUi. Bd. 80. 1870, 
pag. 106. 
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Mail kann nuiHnolii’ den Bowois flir die hii VJ. Sata anupfe- 
sprochene Bohauptung erbringen, dafl die Dofcoiitiiiiaiito ^ 
von Null verschiGden ist. ITatte numliob dioao Doioi'ininniitu tloii 
Woit Null, so witren fllr oine gewisse 25ahl i/<iK 


(38) 




V+a 


c^-0, 


0 


niid wenn man dann eino liuoare Verbiiidung dor Vai'laliloii so bo- 
sfeiminon wtlrde, dafi: 

(39) n»i ©j >=•••“ w, 

wird; BO wtirde ftir diese dor auf dor linken Soito von (Xf) stohondo 
Anadiiiok versckwindon. Da diosoB abor nach dom lotKten Bab/i) uii- 
mbglich ist, so ist auoh dio gemachte Annahmo, dnO 
ist, unstatthoft. 

Nun orgibt sich weitor, dnfi fflr die dom VII. Satz oiitH])roc1ioiid 
ansgew&hlteii Pei'ioden die Detoiminante ^ ± oJa ©aa • • • <o„p oiinjii 
von Null vorsohiedenen Wert beeitat. Wtire niimlich dioao IJotornii- 
iioiite Null, so wfli'de os Gi*liBen •■*, L goboii, dio iiiclit alio 
Null Bind und welcbe gleiclizoitig dio p Gloioliungou: 


(40) 

erfnilen. 

(4]) 




Dio auB don Variablon v. 


'll 


I 0 • • I 

•, gobildoLo liiioaro Koriii 


iO 




wtirde sioh dann nber gar uiobt itndem, wonii das System % 


um eines der p Feriodensystemo 


©. 




{v - 1, 2, 


geHiidert wird; von den 2p don PeiiodeiiBystomon 
(« => 1, 2, •••, 2p) ontsprechendcn korrospondioroudon Andoriiiigoii 


’ n 

' I 

, P 

r«) 


/»« 


(42) 




Itu 




von V besHBen sohin die orston p sBmtIich don Wort Null, waa mil 
KUcksicht auf die Ungloiohung ^1) unmdglioli isl. 

Nbonso kann man aeigen, dafi auoh dio Dolorininante 
..S’i ®i,i,+i “2 ji+s ••• ©ftap nicht Null sciu kann, und allgomoinor, 
daB jede aus dor Matiix: 


( 48 ) 


®it 


©91 

^89 


© 


®9.8p ■ 


■'ill 


©. 


>8 


© 


Aaji 



EiiiFflhriing nouor Vurinblon. 
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ontnommeuo Botormiimiito 2 )^®' Gtrados 

Null voi'soliiocloii i»t, aobnld Icoino /woi dor liuWos Bi, 

oinundor nacli dom Modul p koiigi'uoufi aiud. 

lat iibor dio DolunniiiAiito ^ ± C’sb ' ” so kaiin man 

an Stello dor ^^arinblon v noun ViiriAblo u oinmbron inib Hilfu dor 
Gloiohnngon: 

(4<l) 


JTIV., 






,/0 


lind os onisprioht; daim fllr 1 , •••, 2 ? dor Andoning dor GroBon 

! ^ 8 1 ’ * ‘ Poriodonsyslom | (Os;t I * ' ‘ I Andorung 

dor GrdBun Mx | * • • | I ‘ ‘ I **p ^ss System 0 1 ■ • • | ** | • • • 1 0 ; dor 

Amloruiig dor GrdBoii «i | Vg ! ••• |f;- nm da« Poriodoiisystom i.aI 

"•|m^p,x dio Andonmg dor QrBBon «Jf»j j •• • I uin oin Sysloin 
U4 a I “ ’ GrdBou durub dio Gloiclumgoii: 


(4f)) 


a t to 




P-i 


(A, pa*!, /I) 


bosUminb siiid. Hoxoicliiieb miui nnii don Wort dor Jloturniintinlo 
(0|i coyy *" Op. init nj, dio A(\junl{Lo von ro^,,, in cliosor Ihdornii 
nanto init so rolgon aus don lotvston Gloichuiigon dumb AiiflilHimg 
nach dou a^,^ nla Unboknnnlou dio Gloioliungon: 


(40) 




p 

nt ^ 


0)0 




V 


(X»,A!-J,a, ,!>) 


I<Mr dioso OroBon a orgo))un sioh abor dio i'olgondcni Bu/iiobungon. 
Multipli/.iorb man dio uiis (IX) folgomlu Qloiolunig: 

(47) 



j',p.}.A 


P 

S 


^•A *0(-A^'^/«,p + A* 


dio fill’ jndns /i mid v von t bisyi gilt, links und roolits mit 
indoin man untor q, a irgond v.woi Zabloii aus dor Iloibo 1, 2, •••, p 
vorstolii, und siimniioi'l hiorauf iiaoli (i und v you 1 bisyA^ so orbllLb 
man dio Gloi(diung! 


(48) 






/mX 




und, iiidom mau no<dL linko und roohto Soilo mit - inuUi])Uxiort, 
dio Gloioliung: ^ 
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(40) 





9 


^th9+0^H(j 


uiid erIcGnnt doi'ans, dafi die G^r5l3en a doii ^(i) — l)i) Qloiclmngou: 
(60) = (p,n“J,a,---,P[?<«0 

genflgon. 

Vei'ateht man weiter unior irgond woloho roollo GroAon 

luid bildot HUS den Yoriablon die liuoaro Form 


(61) 


u 


#•-1 


SO Bind die 2p den Feriodoiisysteuieii a)i„) • • (« » 1 , 2, • • •, 2p) 

ontBpi'eobendoii Andoiimgcn diesorVai'iable u dui'ch dio Gloioliungon: 


(52) 


“a - Tf" 


an 


p+^ 


/i-i 


W*.l, 8, ..•,?») 


bestimmt, uud os uiiamfc die Ungleiohung (XI), da uus (52) sich ftlr 
die veellen luid lateraleu Toils dei' GrSfien a die Wertoi 


»> 

il 

o 


(63) 


II 

?P+i 


#1-1 

oi|;obon, wenn wie irtlher “ 

“ gosetet 




(54) 





an, weloho, da sio ftir beliobigo i*eQlIo Woi'te dor x gilb, zeigb, daB 
dio init den 1*001160 Toiloii der Gr8fion a als Koefilzionton gobildeto 
qundratiseho Form oino negative isi Mon bat also das folgondo 
Fiidresultat: 


Tni. Satz: Isi f{v} eine oinwerHffO 2p~faeh p&iodische JikmlcHon 
(let' p Uomplexm VerUndtsrlidlim v^, >•-, von der m II. Bate he- 
eeU^md^t Artf so IcoAtn met/n diesAhe Mnfidwmg ftmsBi^d go- 
wdhUer neuen Vatidblen vennittekt einei' lineat'en BiihsHiutioit 

in eine FwiJcUon dieser neuen VcnHahlen iiberfUhimf wMe die 
2^ Femdemgatmo'. 
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Naoliw., (lafi dio dio IQijiausol). von Thotaraod. habcu. 



n% 1 

«i ’ 

10|. 

..|0, 

«ul 

1 * ' 


(XII) 

1 

1 i 

1 ' ' 

..|0, 

«isi 

«8B 1 " 

‘ 1 ®ji8J 


0 1 

10 I-. 

1 

' ■ 1 e : » 


1%1 • 

' * 1 ^PP t 


hesiielf l)ei Henm dk e pmUve gmm Z(^dm heeeic^in&i, von dmm 
flj *=« 1 mill fur A “» I, 2, ■ • j) — 1 dw'cli ieilbiw islf die a 
idn'r (hv/Jm mid, welche dm i (iJ — l)iJ Gkiclmnyen: 

(XIll) /K/i') 

(jnniUjcn md weilur die Kigem^iaft ImiUson, dnfi die mU ihm redlen 
Teilm r^^,. als Koefflzientxm gelnldeio qiiadmtkehe Fonn: 

(XIV) 

Hm4l 

ohu! iutfjaim Form id^). 

Mail wil'd hior iiooh boiuoi'kon, dniS dio I’oriodoiisyHtemo (XIl) 
Hiioh nlH (dll HpuKiollur Full dov dom VII. Mtilxo ku Qruiido liogoiulon 
Poi'lodi'iiHyHtumo w, Mp„ («*“ I, 2, ^p) irngoaoheii wordoii 

knniioii, uiul diiB domoiitHpraohuiid dio Bodiiigiuigon (XllI), (XIV) 
niclits iiiuluron Hind hIh diu Bodingiuigoii (IX), (XI) angowciidui: iiuf 
dio voi'liugundun Hpoxiullon T’onodoiiHyatoino. Woitor liofbrt abor dio 
ob(tii iingoguboiio JUigoiiHchiifl dor PoriudonMyRtomo to, woiiaoh dio aus 
iliuim gobildofeo Dotoruiinaiito ± oii^ p+ji • • • -p 0 ist, 

I'lU* diu Thebunoduloii dio ICigoiiMchiift, diili ibi'O Dolonninttiito 
i rtii rtpp Ht«ts von Null vorBchiodon i»b, uiul ondlich eut- 
Hpriolit dor allgoinoinoron Bigoiiaobnft dor ra, daC jodo Dofcormiimnto 
yoti QrmioB ^'± (Oi,,jOii,q ■ ■ dor Matrix (4B), boi dor koiiio 
Kwoi dor Indigos oinandor iioob dom Modul koiigruonl 

Hind, niolit Null iub, boi don Tliofcamodulon a^y dio NigoiiHobaft, daB 
jodo auB don nitmliclion TIori«ontal- luid vorLikalroilion gobildete 
Untordeloi'niinantQ boliubigon dmdoB dor Defcorininanto 
oinon you Null vorsobiodonon Wort bositet®). 


1) Wlrbingor, Zur Th. d. S-a-facli x)or, Fiinkt. 1. Abb. MonaNh. f. 
Mali). Qd. 0. 1806, pag. 00. 

8) Vorgl, doKu don IV. Sats png. 100. 
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§ 4. 

Sarstellung’ tier allgemetneii 2i7-£a.oh perlodlsohen 
Fuuktioueu duroli Thetaftiuktloneii. 

TTunktioiion mit dou Poriodonsyatomon (XII) laiiin man iiiit Hilfo 
Ton Thottifnnkiiioiion bildou. TJin dozu ssu gelaiigon, stellon wir una 
(lio Anfgabo, die allgomoinsto ocnwei'tigo und fflr endlioho Worbo dor 
Arginuon to stefcigo l^inktion J der komploxon V ei'iindorliclion , • • •; W|, 

XU Aiulon, wololio flir nllo Worto doi* don 2j) Gloiohungon: 

(55) \h, + I • ■ ■ I m^) =» (S («i I • ■ ■ I 1 ■ * • ! 

(66) G («i + »i J ■ I Wp + “> (? (tfj 1 ■ ■ ■ 1 Mp) 

(pa- I, a, ■■•,*») 

gondgt, ill douen n oine gogebeiio posibire gauxe Zahl, dio (jy h will- 
kllrlioh gegobono Konstanton bexoiobneu. Yorateht man uutor 
eino dor gostellton Bedingung goiittgonde Funktion, ao iat fQr dioao: 

(67) a («. I - . ■ I I ■ • ■ I tg = (uj ■ . ■ 1 ttj ■ . ■ 1 «,) 

(p— i,a,- -.p) 

uud diose Giloiobirngon xuaammon mit den Gleidiungen (50) chnrak- 
torisioron dio Fimktioii ala oino Thotnfnnktiou n'"* Ordming mit 

der Cbaraktoristik , Als solobe ist sie nacb dom XV. Salx png. 40 
in der Form: 



daratollbarj ito die A von don u fraio GroAen bexoiohnonj und os 
Imiidolli aidi jotxt uoob danim, diose IConstnntoii ...(, in ollgo- 

moinator Woiao so xu bostiiameiij dnfi dio l^inktion don 

Gloiobungen (55) goiitigt. Ans dioson Gloiohungen oigibt sioh nbor 
xiinliclist dio Bodiugung, doG dio Zobl n duroh jodo doi' p Znblon 
^ 1 , • • •, fij, olme Host teilbnr soin miifi. let dioso Bodingung oi'fdllL) 

so ivird: 

(69) G(«il"‘l«p+*;l'''l«p) 



mid os folgon dnber waiter, da dio auf dor recliteii Beite Torkommendon 
Thotnfimktioiien linear unabbHngig aind, nus der Gleiobung (56) dio 
Bodiugungen: 



Alio Sjj'fiioh porioil. funkt iliu'oli Tliolof. davotollb. 
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^vftl 


(00) • Vp • Op * 

iiuH (luiioii sich ergibfcj (laQ nlle jone GriiBoii ^ clou Wort !N^iiU 

bonitzon, boi ilonoii iiicht fttr v = 1,2, ilio ^nJil p,, dni’ch 

ohiio UohL ioilbar ihI;. Man orliiilt «o aus dor Glcicbung (58); wonn 
man nooU in uonor Bezoiohimng: 

(HI) 
iiucb 


A 


C, XJ 


VP 


"I ■%» 


n 

-- “ ff* 


Notzt, fUr dio Funktion don Ansdriiok: 




( 03 ) 


aM 






-0- 


■p + »' 
fl 

. h . 


Kino jodo dor «/, f/j • • • q^, awf dor rooUton Seiko von (OH) vor- 
kummondon TUotufiniktioiion int eino iiai'tikiililro Luming dor ftir die 
Fuulttion aufgo«tolRou Uodiugiiiigsgloiohimgon (55), (50), iind 
OB Htollt dalior dor i’Or gofiiiuluno Aundrnok dio gowilnscbto 

allgomoiiiNio LHHung dar, woim man untor dun 0 willkllrliclio Koii- 


Hlanton voi'Htuhb. 

Duroh Yuri'tlgiing llbor dio in der lotztou Oloiobiing auftroloiulon 
willkllrliobon ICuuHtanlen 0 kann man lioliobig violo vorAoluodoiie 
b'nnklioiioii bildon. Bozoicliuot man daun irgutid zwoi don< 

aolbon mil G'lW wnd so iab ibr Qnotioul 


(04) 



frM 


oino mit don 2/) J^oriodonsyHkomou (XII) jmnodisclio ]‘*iinktion der im 
II, Satz (diaraktoriBiorton Art. 

Dainil isl ziigloicli bowioson, dnIJ dio im VI. Salz angegobonon 
nobwondigon liodingnngun fllr dio Poriodon oinor 2j[)-faob poriodisohon 
Ji'unktion dor bozoioliiioton Art auoli Innroiobondo sind, indom die 
Bildiiiig von Ij’iinktioiioii mit vorgoaobriobonon, dieaon Bodingungon 
gunligoiiduii I^oriodon nnnmobr mit Ililfo von Thoiaftinktionon durob- 
guftlbrt isfc. 

ITiinmt man ondliob don V, Satz zu Hilfo, wonaob jodo 2j)-fach 
poriodisoho Funktion dor bozoiobnoton Ark diu’oli p -h 1 possond aus- 
gowliblto mit donsdlbon Poriodon poriodisoho Funktioiion rational aus- 
godrttokt woi'don kaim, so orhiUt man das ISjidrosultafc: 

XX, Sats: AUe 2p-facli peHodiscIm FimkUonei% von ihr 
JI, S&t 0 iMeiclniston Art laassn sidt raHonul durcU Theia^iJeHonon 


auMlcken. 


I 



Ftluftes Kapitol. 

Die Ti'aiiafonnation dor Thctafiiiiktioiicii. 


§ 1. 

Dfts VrausfomAtiouaproblem. 

Der Quotient; zweioi* rvu* nhmliohen CharaktoriHtik gohiirigor 
Tbotufunktionen hSlierer Ordntmg ist, wie im I. SatK peg. 112 nngo- 
gebon cine mit den dori engesohiiebenon 2p Periodonsystomeii 

(IV) Sjp-faeb periodisobe Funktion. Da dieae 2p Poi'iodcnsyBiomo 
HUB deu 2p Periodensyatomeii (XII) pag. 126 ftlr — 

boi'roi'gebou, so kiiuu man den gouonnten Tbetaquotioiitou imoh don 
Untei'flachuiigeu dea lotasteii Kapitole nus oinor 2p-faGU periodiaulion 
l^inktion abgeleitet douken, deren 2p Feriodenaystome a)i„, 

(ce 1^ 2, • • •, 2p) den Bedingungen (IX), (XI) fUr die spoaiollen 
Woi*te — gontlgen. iHiB ist fttr die DaratGllimg 

dor Traaisforinntionstheono ^weokm^ig, Ton dieaen nllgomoinoron 
Funktionen und niolit ron don Thetafunktionen aussugobon. 

Man lege also don folgenden TTutei’sucdiungeii 2p“fnob ponodi.sclio 
Fniiktioueu /'(v) zugmiido, deren 2p Feriodensystomo: 

I ®8i I "■ f®j»W I ®8,p+l I i 

a»ig |c3j, ( ••■ ®j,i»+a i ®B,p+8 1 * ■■ I 


Wi.s, |«a,»p 

deii 1(2^ — l)p Bedingungen: 

(2) — ®/.,p+e®Kp) * 0 Pi /«<»■) 

gentlgoii, 'iTiihreiid ftlr die kon'es2)oiidiei'endeii Auderungeu 

( 3 ) 

irgend eiuer liueoren Yerbindnng der vs 



AljUibung dov Thotnf. nua nllgomoinoroii l^inktionon. 
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W 2 %+Q y > ® 

Q«1 

ist. Dio Ai^imouto •••, der Kur Daratelluug dloBor Fuuktionon 
dionoudon Thobafnuktioneu wordon danii implizito diu'oli dio Dloi- 
cliuugou: 

p 

(ft) « * ^ ^ 

<,= 1 

odor oxplizito durch dio dumife aqnivaloulon: 


ni ’V 





in donon a don Hiota von Nnll vorsohiodonou Worb dor Debormlnanbe 
Ji’± co^i • • • cjpj, niid dio zn o)^,p gohttrige Adjunkbo in 
diosor Dolorininauto bozoiolmot, gdioforb, wiUircnd dio Modulon a^„ 
(p, (7 »» 1, • • •, ;)) dor Thota&nkbionon implizito dnruli dio Gloi- 

chungou: 




odor nxplixibo dnrcli die dinnib ilquivulonboii: 


jr» 

10 ^ **{•(/ " 




1,8, •■•,»*) 


buMbhnml wordoii. 

Soil nun oino 2 j)-fnoh poriodisoln) Funktion von don Pcriodou 
to^^, fHv AYolulio dio IBcdingungon ( 2 ) und ( 4 ) orfnllb sciou; mit 
22)-1 'uo1i poriodioolion Fnnktiouen von andoron Puriodon wololio 
don (iloiohungou: 

p 

(0) 2 {«>i(^fOr,pi.^—fO;,,p + ^,O>v ^)™0 0<,r=l,», -.w/kO 


gondgon, wiUirond fdr dio koiTwpondioi'onden Andorungou 

(10) <-■»?«' + 

dor obon zur Dolliution dor ta^ oingofllbrton linoaron Vorbindiing 
dor v: 

(11) (‘*?gfe>+g 

iob, durdh oino algobraiflobe Gloicbung vorknllpfb Boin^ sodaQ zu oinem 
Woi'bosyslomo dor lebssbei'on Funktionou nur eine endliche Anzabl von 
Kikior, 'rhatarunkllonau. 0 
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V. 1. Daa TnuiaformBtionsiiroblom. 


Werfceii dor orsteron geliSit, so mtissen die Fei'ioden a' liomogoiio 
lineore Funlctionou dor a mit rationolon Koeffissiontou^ also: 


( 12 ) 


03 


fia 


1 






Kll>S, ' 


tp ’ 
,^P. 


eoiu. Duroh dieso filoioliungoi] gohen dnnu die Belnfcionon ( 9 ) iu bi- 
liiienre Bolniionoii siwisohon don a dbor: 


flcsl 1^1 faal 


Sof»t mau dahor voraue, daB awlsolion deix Poriodou m niir die Gloi- 
oliTUigoii (2), soust abor koiiio Eelationou bostehon^), so orgobon sicli 
flir die rationnloii Zolilou die — 1) Bolfttionou: 

. ^ weuu fi'— 

wonn + 


(U) ^ 

j-1 


iu donon n eine uicUl; uiUier bostinunto rationale Znihl bozoichuol^ dio 
abor, wie soforfc gezoigt ‘werdon soli, oinou posiiivou Wort bo- 
sitzou uiufi. 

Da nftinlioli dio GbOBon mit don QrdBoii tD„ iliror Dofiuitiou 
jiaoli gloiobfalls durcli dio llelationoji: 


(16) 





vork]it(|ift Bind, aus dieson abor dtu*ob Trennuiig dor roellon mid lato* 
i'aIou Toilo dio Dloiohungcn: 

( 10 ) 

fisL 

liorvoi'gdlioii, 80 wird auiifiobst: 


1) I'flr ajngiililro fl|i-raoh iiorlodiscbo Funktionon, doron Foriodon anfioi* 
i1o» Fodingangon (8)— (4) noob boaondoron llolafcionon nnfcorworfou Bind, Iciinn 
don Qloiohungen (18) duroli ZoJilon Gonilgo gosdJiohen, wololio niohl (liu 
Qloiolmngon (14) QrAtllon, Fill' sololio Inmktionoii Bind nlso auOor don boi nllon 
S|»-fno]i poriodiaolion Pimkblonon oxiBtioi'ondoii ,|Oi'<luiftvon“ Tvanafoimationon 
nooli lioBOndoro „aiiigulUro" vorbaudon{ vorgl. dn^ Humbert, Suv los fonc- 
tiouB abdlionnoa ainguUdiHM. (Donxtbme mdmoiro). J. do Hath, (6) Fd. 0. 1000, 
pag. 879 ^ naoh : Suv la ti'anBlbimatlon dea fonotions abdlionnoB. 0. B. Bd. 180. 
1808, pag. 81d{ Siir loa ktuisforniationB ringuliOres dOB fbnotions abdlionnoB, 
C. K. Bd. 180. 1808, png. 888 and: Siir la trauBfovmation dOB fonotiona abdlionnos. 
C. B.. Bd. 180. 1800, png, 060. 
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+ %+pSp)*° I •')'’/• Si' 

9 sal test ('sal ^Esl , 

und (Inlior woitor nuf Gfiiind doi' Gleioliiingeu (14) 

('^oSi»+p " %+f “ ^jiH-pSp)' 

Boachbob man abor, daO fdr dio (^ftDon <>/, g dio Ungleicliuiig (4), fUi* 
dio Grdfion if', i' dio Ungloi^img (11) bestobi, so orlconnt man 
ana dor Gloiobnug (18)^ d^ dio Zabl n oinou positiTon Wevfc be- 
siUon mnfi. 

Dei' i)l)Gri/anff von Porioilm a}^„ g’ ] !? ^ neim Pcnodon 

®3m« r ***/ o’ ' o J. welelie sich aiw Hvnen gusamnonselgon durch 
Uncare Gleidnmycn von dei' Form: 


(I) 


(0, 


ia^ Zj 




-..ap/ 


in donen die c„, 4jp^ ralionale Zalilen lieeeiclmen, welelie dm 
liclationen: 

an '^(c e -c c + 

I"- ^ ^ S+p,»V^ 0 ^ Vfomi e'^p + e, 

{(.f-ssl,- . .,tpi 1^1') 

f/civugen, hni/U cine 'JVansfonMiUon dcr Penoden; die in den Glci>- 
clmigen (II) OAifh'dende jmiimi mUomlc. Zalil n dn' Qrad oder die 
Onimmg der Tmnsfonnalion. Sind din 'Pra/noformalionsrcdilon c„g 
gauge Zuldc.n, ho wird die S^ransforinaiion oine ganggahlige, ht die 
Ot'dnung n — \, einc Uucare genannl. 

Das n'raiisformationsproblom isb vollsbiindig bostiinmt, sobald dio 
4p^ rationalon ZtiUlon e^, gogobon sind. Man denko aicli diosolbon 
in oil! qnadrafcischoB Soboina ran dor Form: 


(19) 


T 


Cu • 

••Clp 

®l.p+l 






®p+l,l ■ 

"^ 9 -rhP 

®P+I» 1»+1 ■ 







gobrfwbt. Dieses System von 4jp* Zahlon soli dio Cbaraktoristik der 

Transformation^ dio viei* BAume^ in donon dio Grdfien 

^f+h^i 0*) 2, •••,!?) beziehliob stehen, der ersto, 

0 * 
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V. 1. Dlls Ti‘jmeforinniio»8i)ro|}loin, 


Kveite, dritte, vioriG Quadrant doi* Chni'aktoristik, iiud die in oinein 
Qiiadrnuton stoliondou Znlilen dio Elomoute dos Qiindmiiton genaniit 
wordou. Woim keiu MiGveratitndnis Kii boflirohton ist, soil dio 
GbarnktGiistik T Kur Abkllrisung init; 




be^soiobiiot wozdon^ iiidom inoii in jodon Quadimibni dns ISloiuGiit 
aoiner HoidKoiitnlroilia antet BositKcn nJIo nuGoibulb dor lltiupt- 
diagonalo oinos Quadrmitcu atoliendou ISlomenlio don Wori; Null, dio 
iu der Hauxitdingoiinlo stohoudou ISlemoiito abor den uiinili(dioii Worb 
iVf so soil dies dadiircb Ang<» 0 )gb wordon, dafi man: 

10 • » • 0 

( 21 ) 

0 • • • 

in don bobralFoiidon Qiiadranton sotxb; daboi ist der Fall w ^ 0 nicbl 
ansgosobloason; in diosem Fnbo aoU jedodb Auoh dio kt)i7<erc Bo- 
Koichiniiig8\7e{ao^ doA innii in dio JiUtbe dos botroffoudon Quadvnnbun 
oiuo Null aotxfc) orlaubb soiu. iSndlioli aoll es gostnblol soin, dio »iir 
ObAiabtoi’isbik T golibrlgo Tronsfonnabioii kurs nls dio Transibrmu- 
bioii T Ku boseiolnion. 

Nuohdoni iiu Fallc p •» 1 dos TraDBrorJuntioiisproblom scdion in dnn 
dio Thcoi'ic dor olliiitisoboii ^nktionon begrflndoudoii Arboiltui von 
Jacobi iind AboP) boliniidclt wordoii war, wiirdo ch fib’ ^ von 
irormito®), Itlr bolicbigcs von Tboiiuio®), Olobscli und MordniP) 
nnd Wobor'^) aufgostollt 

1) Vorgl. IQnnopoi!, IdUiptlsobo li'nnot. otc, B. And., img. B8t. 

5) Morntiko, Hur la tli, do la tcaiiBf, etc. 0. K bd. 40, ISAO, png. SdO; 
Bioho aueh: ICOnigHborgor, tlbor dio Tunisforjnnfcion otc. J. fUr Mabli. lid. 04. 
ISOe, i>ag. 17 itnd Dd. 06. ISOO, png. 8S6 nnd: 3boi' dio TrauBfonntil'ioii doB 
nweiton GradoM F{!r die Alicl’Bohoa Fnnoiionon oi’obuir Ordnung. J. fflvKiifclt. Ihl. 07. 
1807, pag. 68; oiiio Uoin’oduotioii dor Honoibo’Bohon Abbandlung boi Cayley, 
0)1 tliQ LiYinarormatioik of tlio double Thota- Amotions. Quai't. J. Jid. BJ. 1880, 
])tig. IdS; voigl, foriiori Lagnorre, Sur lo oalcul dos syBiitmes liudnirca. ]<!xfcvaib 
d’lmo lobtro ndrcBsdo ft AC, Hoimibo. J. do I'l^e. pol. Bd. 26. 1807, iiog. 216. 

6) TbomaOj Bio ollgomchio TraiiBfoi'umtiou oto. Inniig-DiBB, GOLbiugon 
1804, und) Boitnig xur ‘Diooiio doi Aborsolion Functionon. J. fllr Mnfch. Bd. 76. 
1878, png. 224. 

4) Olobsoh und Gordan, Thoorie dor AbePsoIion Funoiionen. LpB. 1800. 

6) Wobor, t)bOT dio unondlkl) vielon Foimon dor •O'-Fnnciiion. J. Air 
Math. Bd, 74. 1872, png. 67 imdi tlbor dio TrnosformnbionBilioorio dor Thotn- 
Fiinetionon, ins BoBondoro doi'Or von clroi Yorttndorliohen. Ann, di Mat, (2) 
Bd. 0. 1670, i)ag. 120. don Untoroueliungon dor jobst folgondon Avtikel 


( 20 ) 




Dcloi'minunto 0 dov TninsfoKinationsxablun e, 


IBS 


ttfi' 


§3. 

Weltei'e Blgeuaoliaftieu dei* TvonafbrmatloiiBaahlen 

Mftu bildo alls don 4jp" MBen 3, •• •, 2^)) dio 

boidoii Bolormiuanlion: 


m 


(23) 



Cil 

■■ ^P 

®i.P+i ■’ 

®1.8P 

cpl 


^Pip+i 

C|»,8p 

Sri.i 

■' ®fjl,p 

Cp M,p+1 • ■ 

Cp+i,ap 

^9p.l 

" ^ftp 

SiPH-l " 

Cap, ip 


®p+l.Sp 

“®P-H,1 *■ 

” Cp+l| p 

^9 Pi pH ■ 

*Tlft9p 

— Cflp,! 

“^PiP 

Cl, PM 

•• ~Cl,»p 

Cij 



" “®p.ap 

Cpi 

Cpp 



boachlO; diiB (J uiid ()' donsolboii Wort IxmltKOU, und bczoiolnio dioson 
iroiuuiiiKtimon Wort ^Iniclilalls mil (J. yAW l^ostiiinnung dieses Wortos 
(J bildo inaii nun das J^rodukt dor boidon Dolonniinmleii G und (f 
in dor Woiso, duS man dio Vortilcalroihon von C mit don Yortikal- 
roiboii von 6" koinponiort; dio daduruli ontstohondo DolonninanLo 
busilKt^ da infolgu dor Uobitionon (11) alio ISIoinonto dor llaupl- 
diagonalo don Wort n, alio Ubrigoii lillomoiito don Worl 0 bnbon, 
doii Wort 08 ist duhor nud folgliob: 

(24) G = 

ivoboi 1 ist; os 'wird nock in diesom Parngrapkon goKoigt wordon, 
diifi £ imr don Woii H- 1 bosit^ou kann. 

Dio zii don IQlomonton 0 ^^ goliBrigon TTiitordolorminautou 
2j) — Gfrudos dor Dotorminanto 0 sollou mit bcuioioliuot 

worden. Dioso Untordotorminauton stehon m don Elomonton 
dor Dotorminanto (J in oinfackon Boeiokungen, dio jobVit onnittolt 
worden soUou. Zu dom Endo bonoklo man, daS infolgo dor bolcaunbon 
Ilelationon, woloko Kwisolion don Elomonton oiuor Doboi'minanto und 
ihron Adjunlcton bostokou, hior dio Gfloiokungon: 


vorgl. 110(^1 Frobonins, Bbor dio prinoipalo Tranaformation dor Tbolalkno- 
tlonon mohroror Voi'laboln. J. fQr l^atk. Bd, 06. 1888, pag. 80d. 
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y. 8. Weitero Eigocaciiafton dor TraiialbrnintionHaiililun . 

(25) 

’A . C, weiin 

K^vYp'y T" ®/«,p+i-ViP+*’/ “ 0. woim 

i'»ii ’ 


(26) 

ya>l 


(27) 

i^pvVp^p'tv "h ®p,p+»yp+#i'iP+»') “ 

fsl 


(28) 

p 

ral 

(Jy woiin 

0, woiui /t' 5 


stattfindeu. AddieH man uiui^ indem man uubov v' oinu bolieblgo dor 
Zablen yersteht, die G^leiobungon (26) iinil (2(1) oiiinial, 

naohdem man die erste dersolbon mit dio Kwoito iiii(> 

— Cf,^p^.y> muliipliziei'b bat, ein anderee Mai, nadulom uum dio orato 
derselben mit — die zweite mit inuUipliziort hut; uddiort 

femer die Gleicbungen (27) und (28) eiiimal, iiaduloiu uuui dio (H’ato 
dei'aelben mit c^+f,,p+t'i die z^ite mit — miiltiidir.iort hut, 

ein auderes Mai, nachdem man die erato doraelboii mit — dio 

zweite mit multipliziert bat, und aiimmiert diinu b<3i jodor dor 

Tier auf diese Weiae ' ontatandeuen Grleiohiingon, wilhrond mini don 
Index (i' festhSlt, in Bezyg auf den Index /t vou I bis /i, ho oiil- 
stehen vier (SHeiobmigen, die siob nnter Benchtmig dor Itoliitioiioii (11) 
sofort aiif die Gileicbuugen: 


( 20 ) 


“J'p+z*',*'' “ ~ ^yp+p'.p+T' “ 

' "tp) 

rediiziei’en. Eraetzt- man darin nodi 0 duroh don obon dufdr go- 
fundeuen Wei’t (24) und die ludizea v\ dio zwoi boliubigu KiUilon 
aus der Beibe 1, 2, • ■ p bezeiobnen, durob p, v, so orbiilt man dio Bo- 
ziebungen zwiaehen den Blementen dor Doteimiiianto 0 und ihroii 
A(\junkten in der Form: 


(30) 


yftv 


6W*’"'*C 


— 8)1**” ‘C.. 


'P+MiP+ri y^ip+i 






8, 

1 Untei'detenninantou y sooben gofuudonon 

AusWcke m die Gleiohungen (26)-(28) ein, so orhlUt man viov 
Belahonen, die naoh Ait der BelatioDen (H) in dio eino Gloiolumg! 

0, wenu + 

znsnmmenge&6t werden k6mien. 



UntorilotorDiiuiintou dotr Dotorminante 0. 
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Dio llolatdonoii (81) siud oiiio Folgo dor Bolationon (II), da zu 
iliror Abloitung nur die ISxistoiiz diosor lotsstoreu Yoranagosokb wiirdo. 
Man kann abor aucli riiok^^U’fca von don Biolaiionon (51) atis medor 
zu (lou Rolaidonon (11) golangon. Um dios oinzuselion, sotzo man in 
don Gleiolinngon (31) fill* = 1, 2, p: ' Cnff = 

^ diosolbon geliou 

daiin in Gloidiungon (II') tlbor, dlo sioli von don G^leiclningou (11) 
nur durcli dio Accontuionnig dor Baclislabon c untoi*sc]ioidon, nnd 
aus donon dolior ooforb Gloioliungon (31') abgoloifcot wordon konuon, 
wfllclio sicli von don Gloicliuugon (81) obonf^ls nur dni'cli dio Ac- 
oontuioriing dor Jhiohobabon e unfeonciioidou. Eraotzb man aber in 
don 80 orliaUonon Gloichuugon (Bt^ dio GruBon o' diivch dns, was 
oio bedouton, -Hobzl also allgomoin: Oh'^, fia.p-m ^ ^Q,p+Of 

(■i j. a, (I *= — Op H- a , Op K ff, |i hji = Of « > «o orlililt mail die Gloichniigon (II), 
liainib isb bowioiion, daQ oiii jodoft dor boidon GloichuiigcnayRbomo (II) 
uud (31) alH oino Folgo d(» tmdoroii angosobon werdou kuiiii, nnd 
daB OK dalior oinoidoi iul, ob man don 4|)* GrBBon von Anftuig 
an dio llodiiiguiigoii (11) odor dio Ilodiiignugon (BL) auforlogt. — 
Abor aiicb dio Gloichuugon (BO) kSniiun znv ChorakborUiorimg dor 
TniiiHfornialionKziihlon dionoii, da aio nichb nur oino l<'olgo dor 
Uolalioiinn (II) Hind, Mondoru anoh uingokolirl dioso, obouKU wio 
im Yorigen dio Uolalioiiun (81), nnbor ihror Ainvondung auK 
jonon Gloioliungon abgoluilub worden kiinnoii, wolcho slotK ziviHclion 
don idloinonton dor Doboriuinanlo C uml ibrun Adjuiikbon bo- 
Hbohon. 

Um ondlicli xu boivoiflou, dnB dio in dor Qloiolinng (24) nnd den 
Gloichungoii (80) iiufbrobondo zvvnito Emboibawurxol e stotH don Wert 
+ 1 boKibzb, bcauhtu man xuntluliHi^ duB: 


(32) 


(OCO » 



% 

%Pii ■ 

’•^'1,8/. 

<■ 




0 . 

• 0 

®ii • 

'•»lp 

0 ■ 

.0 



sohon 

frflhor, dor 

Wort c 


••• miti ro (lor woig ciorjJocorminanwj^iWi^Wgg ••• 
bezoiolinob wird. Siibtraluoi’fc man in diosoi’ Detoi'ininanbo f Ur v »» 1, 2, • • .,jp 
von don Bloiiiouten doi* v*®" Vorbikali'oiho dio mib •••, < 0 ,.^^, 

mnltipliziorbou Elomento dor 2^*™ Vorfciludroiho, so or- 

hUlt man nnbor Beaohbung dor Gkidiuugeu (I): 
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ttp' 


(83) 




“l,. ••• 

2^111 


%P+i " 



' P 

M 






2cpfi 

^PM 

* ' 



P 






030 


*'* ■ 


^p,p+h 

«ii • 



n 

h 





-2 






^pip+fi ®j»i 


ca 


pp 


TTO olle SnmiuAtiouon uaoU (a yon 1 bis p zn oi'siirookeii siud. Dio 
aiif der raoliton Soito dieaer Oleicdiung siiebendo Dotormiimuto isi> 
Rboi'j wio Boforb onit^tUah^ das Produkb dei* Kwei Dotormiiioiiten: 


(84) 


0>iX 


0«. 

0 



^p ^ij»+i 

■ ■ 



0-. 

0 



®j»j> ^p,p^'^ 

*■ 

0 

...0 

1.- 

0 

f 


-“1.IP “u 

■•“ip 

0 

...0 

0.. 

1 






und da die oi'sie derselbou don Worb to bositot) so Imb dio stwoifco iinf 
Ch^ud doi' Gleiobung (83) don Worb a\ Kultiplixiorb man abur dioso 
Dotomiuanbo mib dor unbor (23) augOBdiriebonen DoLermhmntQ O', 
-weloli^ me dort bomoricb wnrde^ den Wort enP bositKfc, und Awar 
sOj d(i3 man dio Horixontnh'oilien dor oineii Doteiminiinto mit den 
Ilorlzontoli'oilieii dor nndoron koinxjoiuort, so oriiAlb mun iiiitor Bo< 
rfiokaiohtignng dei' lielationoii (31): 


(36) 


« 

0 

0 

0 

0 

n 

0 •. 

0 


“i, “ii ‘ ‘ 

•<p 



/ 

* 

pp 


Dio nuf der rooliteu Seita dioser Dleiohnng stoheude Dotormiuoiito 
bobitei aber, mo unmittolbor ei'siolitlicdi ist, den Wort nP(o\ iind os 
bat dnber dio Gfi'OBe s, da oi' you Null yersohieden ist, don Wert d-l. 

Dio Besnltate dieses Parographen kdunoii folgoiidei'inoBon su- 
sfuninongofoSb wei'den: 



Andoro rovnion doi- Bodingungegl. Rlr dio TranBfbrmaUousssahlon. t87 


1. Sata : Die 4|)^ US'mtsfomaMomdaSilm e„p gemlgm dm j? (2p 1) 

Gleiclmngen: 


(HI) J; 


, 0 ., 


— c 


X n, wenn + 

i,p+a^^o) Tfomi a'^j 5 + 8 . 




Diese Dclalionmi (111) nind dm Mdaiionen (IT) (iqiUvalcnt, da nicid 
nva' sie a/na diescn, sondcm aucJi ttnigekeltrt dieso ans ihnen ahgcleiM 
wordon ItSnnen. 

'B&seichnd »m» ferm' mit 0 die Detonninante: 


(IV) 


so isl: 

(V) 


''ll 

••■Clp 



'^1.1 

■ " '>it 


•• CftSp 


''p+i.P 


• '> + 1,9? 

‘8 ft 1 



“ ®8ft2p 




md gioisrJifu dm Klammhn c„^ der DatmHinanlc G und ihren Adr 
jiinliten hvslfhvn die Besidmuf^'n: 


(VI) 


r, n,, I- J’ft,.., H' “ ' «,M. ■ 


p I ^*1 *'> 


Aitek diese llvUiihnmt clumdcUa'isieren die Trans/hn}ialionss(dUen 
vollsldndigf da aiis ihnen gkkhfaUs die JielfUionen (11) und (IJI) folgen. 

Din Bildung von ByMlonum von jo /jalilnii woluho don Do- 
diiignngn]) (D), (Til) gondgon, lolnrl JIoit Frobonins ^). 


Zurltigli mail diu GrdBou in ihi'O roolLon nnd latomlon I'oiio 
ill dor Fond: 

(»«) 

so atollb dio nus don GriiBoii g g<ibildobo Dotoriniimulo Grodos 
Jf, wio png. 112 boinorkt wui^o, den Inbali. dos den Poriodon 
vaikommondoii Poriodonpnrnllolobopn dm*. Sobaii man in dorsolbon Woiso: 


pa 




(87) « 

so isi) auf Grand der Gloiohuugon (I): 






.1,8,. 


.) 


1) Frobonius, Zur ThooHo der 'rranefonnation dor ThoLafbnotionon, 
J. fClv Math. Bd. 80. 1880, pog. 40. 
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(38) 



I»x 


*/ta 






r^=5si,8,'-',j) \ 


nnd 08 isl dahor dio fius dou Gfi'36en rj' iind gobildofco Dolonni- 
imiilio n' dom Praduktio dor BotieimuifiJiiio C mid dor Doionninoiibo 
n glolob^ nlso: 

(89) ir^iilPJT. 

n. Sate: lat die TransfmnaUon (I)> dit/t'di tvel<^io fMo !Penodm (o' 
mit den Perioden to ffusatnwenhUnfjoni vow Gi'ade^ so id dor In- 
haU des dm Vmodm to' mhommemhn Pmodenxm'alldoioiis dm n^'fcuiie 
des den PciHodeit to ontspt'eciiGnden; hei lincai'Ot' TramfomaUon wml 
also dor JnfidU des Pa iodenp^mUelolops niclU ffcdiidcii. 


§ S. 


Besdehuugeii zwlsoheu den Argiimenteu unci Uoduleu dei* 
iiVBprltugllolieu uud der transforinlenten Thetaflinktloneu. 

' FUbri; man in der pag. 129 augegobonon Weiao m dou Poriodon 
Thotafnuktioueii oin, indem man doi'mi Aigiiinunfco u uud 

Moduleii a implirjito dui'oh die Gleiohimgoii (5) uud (7) odor oxpliKifcu 
dniMsh dio Gileioliuagen (6) und (8) defiuiert, uud ftibrt obtuiso /.u don 

Periodon Thetafuiiktionon ^ ei>b iudom man dorou Argu- 

ineuto u' uud Kodnlen a' impliailio dui*ob die Oleiobuugeu: 


p 


(40) 


(41) 


Oder oxplizite diu'oh dio damit S-quiYalonteu: 

(43) 

, «i , 

A.*! 

(48) 

. Tti , 

*“ 17 ^ ^p,p+a 


it^t 


8, •••,!») 








definiert, in denon to' den Wert der Detenninante ou (o'tf- 
uud fllr jedes ft und v von 1 bis p o'/,,, die A^junkte you to^% in 
dieser Beteminante bezezchnefc^ so erwilebsi die Aufgabe, jene Bo' 
siebuugen abzuleitou, weldbe slob aus den obigeu Gileiobuugen 



Gloich. ftwiflohon don alton und don nouoii Viirinblon. 


130 


xwiBoliQii don Argumontou tt und Modulon a dor ur^t'il/iigUclicn Thota- 
fiinkfcionon oinoraoits und don Argumontou u' uud Modulon a' dor 
Imnsfmnioien Thotafiinktioiion ondororsoita ei'gobon. 

Aus don Gloiohungon ( 6 ) und ( 40 ) folgb Kuntiobst: 



f»sl I'aal 


, , , -irt 

und dnnor: 



,p) 


Von don boidoii nnf dor rochton Soilo diesor Gloicliung uuftrotcndon 
in boaondoinn IClninmoin oingoBcblosaeuen Summon bosit/it dio an 
orator Stolio aloUondo mir danu oiuon von Null voracliiodciion Wert 
und Kwnr don Wort o), wonu v = 41 iat^ dio an Kwoiler Stollu alohoiulo 

Sumino hut imcU (8) don Wort —.ttp,, und oa wird dalier: 

p 

( 47 ) ^ , % «= 1 , «. . p) 

weiin man Kur AblcllrKung 

p 

(48) (v.ff=i,2,. ,p) 

l-Bsl 

aotzl. Aua (44) orhUll man abor Jotet dio Bozioliungon zwisohen don 
Argumonten dor urapi'tiuglichon und dor tranaformiortou Tbotor 
funktionon in dor Goatnlt: 

(49) ariWp 

LtlDt man in dor Gloiobung (I) an Stolio dor m dio 2jp Systomo 

korrespundiorender Feriodizii^taoduleu dor Funktionon 

troton, 80 gelion die Gi'Sfien co^y ^ ™ * “> F) durcb dio 

Gleiobungen (48) dednierton Grbbon Ubor. Ea ersohoinon also 
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die A^,, nls spezielle FtUle der und man sohlieBt dni'aus, woil di 
Detdrminonte ^ :t (Oii • • • 03 ^^, you Knll yeraoluodeii isi^ daB auo) 
die Dotoimmanto '"-^9 oinon von l^ull versoliiodonei 

Wort besitzt. Bezeiohiiat man aoer donsolbon mifc imd di' 
Adjuukto von A^„ in dioser Determiuante mib A„,„ so folgb aus doi 
Gleicliuugou (49) dui'oli Atifldsnng uabb den Vr als IJnbokannton: 


(60) 






Miiliiplizieii man foiner linke und rookbe Seite dor Giloiohnng (47] 
mib a'av nnd summiei'b tlbor o ron 1 bisp, so oibillb man boi gloicb- 
fsoibigor Veiiausdimig dor beidou Seiten dor Gfloiohinig siuniichsb; 


( 61 ) 


I ^ . Mftoftar | Ojip 2i • \P', 



mid biornua wogen (41): 


0. 




/I 






Nuu ist nbcv luicb (I): 


(sa) 

nud (labor : 
(64) 






(^,ral»8,- -, 9 ) 
P 

'• "ft if 


P 


^*=1 


• 

Von (Ion beiden aiif dor roohton Soifco dicaei* Q-loiohuug aufbi’otondou 
ill bosoiidcre IQammoiii oingesoblosaonen Summon bosibzt dio an ombor 
Sbollo sbolicndo uur dauu oiiien yon bTull voraobiedenen AVorb und 
zwnr don Wort to, woiiu ist, die an zwoibei' Sbollo atolioiulo 

Suinmo but iiimjU (8 ) don 'Wort imd ea wird (labor: 

^ JH- V 0 ^ p ^ f ) (f, - 1. 8, . . ■ , 

wonu man ziu* Abkiirziiiig 



Gloioli. xwiBdion don tvUon und don notion Modulon. 


Ul 









Botsst. Alls (52) orhilU mnii abor jokt die BoKiobnngeu zwisoben doii 
Modulon doL’ ursprdnglicbon und dor transformierten Thetafunktionen 
in dor Oostnli;: 


(57) 









odoi'j naoU don a„'|. ids Uiibokaunton nufgolQsi;, in dor Form: 


(r>8) 







HI. Satz: Xivischcn tkn ArffumeiUen t( mul Moilnlm a tier ut"- 
Hpninf/lwJuai Tht'tnfunHioncn aincnmils dm Aj'yiimenlen u' und 
Modnlaii a* (hr Immfnrmkrlm UlielnfunldionGn amhrorBeiis hesltdten 
folfjeiuh Jhaiakiuii/cn: Sdd man etn‘ Abhiiremg: 


(VII) 

(VIIl) 


JtBBl 


+2 

JtBBl 


Oi.c-il.a, . ,/») 


Ko .vifif/ die Argumenh t( mil den jUgunmilen u dureh die Gleialtungm: 


(IX) 

Oder: 

(X) 


ra=l 




(i'=«l, 8 , 


die MtHliden a mil dan Modidan a' dwrJi die Glehhimgen: 


• p) 


>p) 


(XI) 

1 


odor: 

• 4 


(XII) 




vcrhnup/t In diesen QlMungm isl mU der slets von NvU vci'- 

sdidiidme WcH dei' DeU/t'^ravnanie ^ ± -^u -^sb * ' ' -^p i> die 

Adiwdtte von in dieser Vetei'mhnmh le^eielmel. 
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V. 4. Zoflaumienaotzang Ton I'ranafonnatiouen. 


§ 4. 


Zuaaiumenaeteuug von Trausformatloueii. 

Weiulet moil anf die mittelsb der Ti'oiisformntion Tx 


(B9) 


CO 




r«»i 




ip} 


YOU der Ordnung n eingefttlirteii Porioden o' oiuo ueiie Trans 
forinabiou T'x 


(60) 


o, 


r.=i' 




Vo«i,a,--,8W 


YOU der Oi'dnungsisalil n' an, so doiiniereu die aus den Giloicliungoi 
(69) mid (60) duroh Miminntion dor Chrdfieu. co' ontstoliondor 
Gleioliungoii: 

(6j.) »;i =5 fOfi Y f 

ill donon ssur AbkQrzung 

(62) 


-fip/ 






gesotKb isb, eiiio dritto Transfoimabiou T'\ 

Im Ilinbliok anf die Gbldoliungen (61) folgb solion aus dor Nabni 
dor Zalilon e" ala TransformabionszaliloD, dafi sie Relabionen von doi 
})'orm (II) and (III) gontigon; man kauii dies abci* aucli mib Ililfo 
del' Gilei^uugon (62) uaobwoisen, indoiu mau dio Zalilon c" durcb 
iliro Auadi'Hcko in don c imd if eraotzb iind boaoliteb, daQ dio Zalilnn c 
die Eolnbionen (U), (III) orfilllon, dio Zablon <f aber Uolationon (IE'); 
(HI'), -woloho ana (II), (IIQ daduroH hoiTorgohcu, dafi uinn dio Biioh- 
ababen o dnrob c' mid gloiobzoibig n durob n' ersotzb. So dndob man 
zunaohab: 

2'' “A,,. <;■) 

(6B) ^ ^ 

11^*1 




bierans aber wogen der Bolationon (H'): 

(64) iw ■ ^+e,«' “ “ ^p+a,t^ai) 


1 





Die iUiH T und T' ssusaimnongos. Transf. T*'\ ibro Ovdnung, 148 


und sodann wegeu dor llolationen (11): 


( 86 ) 



nvlf weiiQ a' «*■ p -|- 8, 
0, wenTi a'^jp -)- a, 


(i,a'=l,9.> *,8p{ *<0 


imd orkennl dadnroli Kugloioli, da8 die Ordunng n" dor TrauS' 
fomaiion T*' mil: doii Ordnungen n und n' dm* Ti'ansformationen T 
und T' duroli dio Giloidliuiig: 

( 66 ) 

/.usammouliiingl:. 

Donkt: man sicli dio Glloicliungon (VIl) — (XII) fflr dio Trans- 
fovniationon 'I\ T* und 7" augoscluiobon, so orgeboii siob aus deii 
so orlialtonon 18 Oloiolumgon u. a. auf loiohfe ersidildiohe Woise dio 
boinorkonsworton Bo»iobungou : 


(07) 



(08) 







und hiorauR fornei' dio Gloiobungon: 




(00) a:’..=J;'(o;./,,+«;,m,77,,). 

((■vi 

Ol,>'a>l,a, •,»!) 

( 70 ) Jifir ‘=° {fp + t^+v,p 

p=l 

Din Tnmsfomulion T\ tlnrm 'Jhimfimnaliomeahleii «" n«s (hn 
Trmisfmnaiionmtlihn n nml o tier TnmHfmnatimien T md T Mnh 
(jmdfi der Glaiclmnycn: 

(XIIl) 

eiisammmsetgm, ivird din mm dm Tramfotinaiionon T w%d T enr 
mmmmgmietc T^'ansfommUm gmmni. Bin Bmehmg eioisclim den 
droi H'ramfot'maUmwi T, T'^ T' ieird sg^iiboUsdli dm'cli die Qloicimng: 
(XIV) 

ficsiml. Bin Ch'dnmg n" der mmommrngestdelm Tt'msfmnaUon ist 
glekh dm BrodMi der (hdmmgm n md n' der eimdnen 2Vana- 
fmnaUonen, 


Dor Tatsadhe, daft aus zwoi Tronsfomationon durob Zusammon- 
setzung wieder eine Transformation berrorgeht, wird Ausdrudlc go- 
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7. 4. &4UHaimnO]iaoUnn{|’ voii Traiufonimtioiioi). 


golieiLj indem innn sagb^ duB dio Ti’ausformabionou oino O^t'upih 
bildGn. Mrui knnu inin mif dio aiigogobono WGiao aus molircn)i 
Triuisfonnationoii T^j iiaolidom inau dieaolbou in oino bo 

stimmto Eoihonfolgo gobraohfc hat, dnrclt Zusamnionsob»ii]ig oino nou( 
Transfonnabioii crzoiigou, wololio dio ims doii Translbi'inabionon .7\ 
Tg, • >•, xosaninioiigoaob'/to 'riiuisfoi'maMon gouanut uud init 2\ 7’„ 

bezeicJniot wordo. Dio Oi^lumig dor isusammougosotzlon Trmial^ormafiiuii 
ist gloioii dom Frodukbo dor Oi^imgoii dor oiiiKoIiion Ti'analbrinationon 
Bei der SSnaaminonsofizung dor UVansformaiioiion gilt das Assozijitions- 
gesot;?!, (1. U. man orliuU dnaaolbo Eosulfcat, ob man dio Trausforinationon 
dor Keiiio naob sfiiisammonsots^ odor ob man dloselbon znorst; gni])puii-- 
weisG Toroiuigt nnd danii dio don oinzolnon Giriippon ontspi'ochondou 
Ti'anafbrmationoii in dor dnroli dio Qrnppeii boBiinuntoii Iboilionfolgo 
zusaramoiisotet. Dagegoii gilt boi dor Zusaminonaotziuig von IVans- 
formationon daa Kommatationsgosotx nioht; os ist im allgomoinoii dio 
Tronstbruiation von dor Transformation vorscliiodoii. 

TJutor allou Tranoforointionou gibt os oino ausgozoioliuoto; boi dor: 


(71) 


-.p \ 
»,•••, Up/ 


iet^ dioaolbo soil dio Tranaformatiou gonaunt nnd uiit J 

bozeiobiiot wordoni aio ontatobt> ^yam man; 

(.73) -Sp. 



dio Ordnung dieacr Transfornintion ist, ^io nnmittolbar oi'siolibliob, 1. 
Setzfc man dio Traiisforinatioa cT anf oino dor boiden mdglicboii Woison 
init oinor beliebigoii Traiiafonaation T znsainmen, ao ontatobt dio Trans- 
forinatioii T wiedor; d. b. cs ist; 

(74) JT=T, TJ^T. 

ZvL oinor gegoboiioii Transforjuation T Icaiin man iminor oino nud 
nur oino Transformation T* iindon^ aodaD; 

(76) rr - J 

ist. Uin dies zn bo^isou^ bat man nutoi* Boibeholtung dor obon an- 
gowandten Boaoiobnuug zn gegebeueu Zalilen dio Zahlon so 
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Dio idontisclio Tjonsf, J\ dio mveroo Transf. 3^"'. 


zu bostiminon; duB die frttlier mit T” bezeiohnete Transfonnatioii die 
iduutisoho wird Dies liefert auv BeBtimmung der die Gleichungen: 



2 


1, wenn y = a, 
0, weiin y ^ a, 


)*J>> 


auH denoii^ wenn inunwie frtthordieUntevdeterminanten 22)— l^^Gbades 
d(>r Bcatormiimnto mit bezeichnet iind be- 

tuddoL, daO dieso Dotenninante Bolbal den Werfc bat: 


(7'^) 

n*^ I 

Iblgl, und 08 iat dobor init Efleksicbt anf die Gleicbungeii (VI): 

Cp,ji + r = ~ ■^f^v,p+fif 

^ Oi,*’=l,S,- -ip) 

+/»,*> 

Die HO I'Ur dio <f gofuudonen Werto ei’flUlen die Gleicbungen (IX'), 
(111'), wnnn man dariu n‘ •= ^ setzl. Man bat also den 

IV, Satsi: %u jcihi}' TmusfomaMon T piU cs cine md wtif eine 
auilmi T~\ ioMg (lurch die Okiehmig: 

(XV) TT-^-J, 


(7H) 


Cftr \^^p+^,p^pi 


t A 


ill (hr J die idcnliscJte Truivifoi'malion basdclmfd^ vollstdndig hesHmmi 
inl, Tst T van <!&' (h'dmmg n, so isi 1'-^ von der (h'dnmg xmd 
ilnr y'rmsformalummthlen c and dwell die Gleichmgm: 

c -~ic 

(/•,v=il,S,- -.p) 

hcslimmt. Dio Ti'o/nsfomaliGn T~' ttmil die gur Tramfox'ntaiion T 
inverse TransfomuiHon genmnt. 

DaB auch nmgekobrt aUo anob T die inverfle Trans- 

fctrinabion von T-^ iat, leuobtet ein. Fttbrt dio Transformation T 
von den Perioden a zu don Perioden bo fflbrt die inverse Trans- 
i'ormnliion j?’”* umgolcobrt, auf die Peiioden to' angewandt, zu den 
J’oriodon » zurttok. Dementspreobond liefert das System der Glei- 
olmngon (VII)— (XII), wean man es fttr dio inverse Transformation 2 *-^ 
aufstollt, die nocbfolgenden Gleichungen, in denen der bequemeren 
Yorgleiohang mit den uraprilngliohen wegen oUentbalben die Budh- 
fltabeu it und v mit oinandei' yertausebt sind. Setzt man: 

Kraaori VliotftOinkUonoii. 


(XVI) 


^ftr n^y*r,p-¥nf 


_ 1 
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(79) 

(80) 

SO isl: 
(81) 
odei‘: 
(82) 
und: 

(83) 
odoj’: 

(84) 


xal 

Xaal 

P 




/»=»! 
p 


““ Aar ^ ^ 


/*=»! 

a «i“ 93 


0i,r»il,8,-*,li) 




(|>»»1,»,' •,!») 






||U,p=>il, 8, •••,!») 


WO den Woi-t dov Deteriuiiionte ^ ± Sf^i Vf,, ' ■ ' 

A(\ju]ikto von in ilioBOr Dotoi‘minan1» beseichiie^ und oh ist nnu 
mil litiolcsiohi nnf das vorbor Bemerkto der duroli die Gloioluingon 
(81) mid (8S) niisgodrUcIclo ZnsnmuiGnbaug xwisolion don Yarinbiou u 
und n* gonmi doi'solbo wie dor durcb dio Gleicbungon (IX) und (X) 
bosbiminto^ odor mil andei'ou Worfcou, dio Gloioliungon (81) siml mil 
don Qloiobuugon (X), die Gleioliiiugeu (812) mil den GloioLnngen (JX) 
idontisdi; oboiiso ist doi* dm‘oh dio Gloiobuugoii (88) und (84) vcr- 
mittelte Ziisammonlumg awischon dou Modulen a und a' gonnn dor 
gloioho mo der Kwisohou diesen GrSfiou dui'cli die Gloiolumgon (XI) 
und (XII) dofiuierfce, oder init nudoron ’WortoHj die Gleidmngon (88) 
Bind mit don Gleiohungon (XI) idontisoli, wdliraud dio Gloiulmngoii (84) 
ill doi'solboii Weiso die AuflQsuug diosoi* Gloiobungon uaoh don Mo- 
dulon a daraiollou, wie os die Gloiclinugen (XII) nnob den Modulon a* 
tun. Yon der lliobtigkeit diosor Behauptungen kaun man sioli iiuoli 
direkfe llboi'ssougonj iusbesoudere alioi* mib Hilfo doi* aus (07) fttr 
2"«> J’"*, 2'"=- J folgondon Gleicbungon: 

(85) 

aus donen: 




A 91 


(ff*)*, wenn ft 
0^ wonii ft 




( 86 ) 


91 


(«<)" 


v**- 


Z 


Vf* ^ 








folgt, Man wil'd uoob bemerkou, dafi die Gleickuugen (68); je nacb- 



SSiiaaminonB, oinor Tronsf. nus mohi'oron. 
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Join man dio Trnnaformationon 2\T,T' mit den Ti’ansformationen 
odor init den Trausfonnafcionen identiseh werden 

liiQii, in dio Gloidiuiigou: 


(87) 
odor: 

( 88 ) 


(i«l 






TCI a. 


'ini' 




8, •••,*») 


ilborgohon, dio auF Grand dor Gloioliungon (88) mib den Gloiohuugon (84) 
und (XII) tlberoinstimmon. 

]i)ino boliobigo TrauHt'ormabion T konn man immor aus tn Trans- 
forinntionon, von denon «i — 1, etwa • • •, • • •, will- 

kilrliuli angonommon wordon kdnuon, wlllirend dio wi” 7'^, dui'cli diese 
iiiicl dio 'IVanaforination T cindoutig bestiinmt ist^ Kusammenaetzen in 
dor Form: 


(80) 


7 ' 7 » ... T 'P 7 ' 

‘ n-l-* H-* 


1\ 


Koi7.t man nilmliab, indom 
lUfttionon 7',, 

— I «,~i 


T 


ft- 


, . 7 ’ T 

f •'/i-li + 

m~ I fii — l 

> ‘ft I l» ■■■> m 


mail dio zu don gegobonen Transfor- 
invci*son Tranaformationen mit 
liozoiohnot: 


( 1 ) 0 ) 


7' - y’-‘ .. 

ft ^ I 1 


y,-I 

•'/HI 


und fUliri, das so bostimmlio in dio Gloichung (89) oiu, so wird 
dioHolbo ricbbig. Umgolcobrt folgb aus dor obigen Gloichung, sobald 
mail hIo als bostoliond voitiussotzl, ftlr 7 ’^, immor dor aufgestellte Aus- 
dnick. Dio IVansforinafcion 7), isfc also oindeutig bosbimmfc, sobald dio 
Traiisfonnatiou T und dio Trnnsibnnalionon 7\ , • • •, ^+i» • • •; 

gogubon sind, und iliro Ordnung setzb sioh aus dor Ordnung n dor 
IVniisformation T und don Oi'dnungon «i» •*•>«« dor 

Transformationon !l\f • • 7’^_i, • • •, T„, zusammen vormittelst dor 

Gloichung: 


(91) 




Has hior onbwiokolte Priiixip dor Zusammensotzung einer Trous- 
formabion T aus mohroron isi fUr dio Transfonnationsthoorie ols ein 
rnndanientalos anzusohon; dui'oh Anweudung desselben kaun man 
nUinlioh, wio in don folgendon Arbikoln ansgefilhrb wird, das allge- 
nioiuo Trousformationsproblom auf gewisse einfaohe zurtlokfQhi'en. 


10 * 
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§ 6 . 

ZuBOiumeitsetsung elner gnuBsahll^reu llueavBu 
Trousforinatlou aus elemeutnven. 

1st Qino Ti*nii8forjnatioii T oiiio gnustKalilige liiionrO; so ist os^ 
-wio dor Satz IV KOigb, auoli die iiivoi'so Da fonior in dieaom 

Polio jodo gaiissKuliligo 1111001*6 yorbliidung dor oj aucb eino gaiiK- 
ssaliUge linoaro Vorbincliing dor a* ist nnil tuugelcolirt^ so ist jodoi* 
Gittoii)unkt im Ponodoiigibtor dor to auoli oiii Gittorpunkb im Poriodon- 
giitor dor a’ uml umgokolii'fc. Dio Poi'iodoiigitter dor co uiid to^ bnbon 
also fflr jodo ganxzahligo linoaixi Ti'nnsformatioii dio uitmliolion Gittoi*- 
]3iinkfco. Dafi dio Foriodonpimvllelotoxio daiiii in boidon l<Hl]lon don 
nltmlioLeii lukalt baboii, loucbiot oin. 

Dio gauKzaliligon linoaron Ti'aiisfoiinationeii bilden fUr sioli oiuo 
Qriippo; doun sobzb man ir^ud »woi ganzzoliligo linoaro Transfor* 
mabionon zu oinor notion Transformabioii ziisaminen, so ist dioso iviodor 
oino ganzzaliligo linoaro. Mib llfloksiohb dnrauf knim man dio X^rago 
anfwoi'foii, ob oino eiidlicho Auzalil ganzzabligoi* linoaror Transfor> 
inabionon • ••, gofuudon -wordon Icaun, aus doiion sioh jodo 

boliebige ganzzabligo jinoai ‘0 'Traiisfonnabion L zusaminonsobzon liifib 
in dor Porm: 

(92) L - 1 ZJ* . - , 

woboi dio u, q positive gonzo Zahlon, dio I^ull niobb aus- 

gosohlossoii, bezoiohnou. Aus dor Gleiohnng (02) oigibt sioh soforb: 

(93) zz-f"* . . . Z'«'z;p> . . . z;"« ■ . . z-“»z;“^ - J, 

und man kaiin dabor dioPrago auok so sbellouj ob os oino ondliobo Aiizalil 
gaiizzabligor linoaror Tronsfomobionon Z'^, *•>, Z“* gibt, vor- 

mitbolst doron sioh oino beliobi^ ganzzabligo linoaro TransTormation Z 
in dor Porm (93) nnf die idoniisolio Transformation J roduzioi'on liifib. 

Dm dioso Prago zu oubsidieiden, dofinioro man dio folgonden 
spoziollon gnnzzaliligou linoai'on Transformabionen, indom man uutor 
Q,(j irgond zivoi ZtUilen aus dor Boilie 1,2, "’tP voi'stobi 

1. Dio Transformation AZ^t bei dor? 

(94) « 1 fftr « = 1 , 2, *• *, 3p und « - 1 

ist, wlUii'end alle Qbrigen Tranafoimiationszfihlon c dou Worb Null 
bositzon. 

2, Die Tl'ansformation hoi doi'j 
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Dio TrtuwfomntionoQ A'^\ \ 


(95) c^^.=-c^i.^,,+^“l fttr = 

^ciP+p “ ~ ^p+ce ^ 

isfcj wftliroud nlle (Ibrigeii Ti'ansforiufttaonszalileu c cteu Werb Kull 
boaihson. 

8. Dio Trnuaformalion CT}. boi doi*: 

Qn 9 

( 90 ) c«„“l All' uml «(.„=■- 1 , Cj,+„,p+p **-|- 1 


ist, wtlhvoiul alio tlbrigoii Trausfonnationsitablon c doii Work Knll 
bOBltKOll. 

4 Dio Transformation D”/, boi dor: 

AO f 


(97) 




/I SSSS S^S 9^ B 

•'(MI *'mt 'p+^p-h« 


I filr 

ff— I, ff + 1 , ■••, ;) 

“ ®p-|-o,p + p ““ ^ 


nud 


ist, wilhrand alio tlbvigon TranaformntiousKablon c don Wort 
bcsibtcii. 

{Sotxt man oino Tranafonnalion T mifc dor 'I’ransformation A~'' 
Kur Trnnsfovination TA~^ miaammen, bo uutorBclicidot sich dioso von 
dor TVaiisforinabiuu T dadnrob, dafi dio Elomonto dor IIoriKontiil’ 
roiho von T durcli nouo crsotat siud, wololio auB don nrsprUngliclion 
duroli Subtraklion dor onbsproohondou Elomonto dor p -h p*"" lionxontal- 
roiho horvorgohou, sodnli also fUv k « 1, 2, • * dureh 

Sob/t man uino TrniisfonRation T mit dor Transformabion ' 
Kur Tniiisfovination xnBammon, bo nntoi'Bohoidot siob dioso von 

dor Trausfonnatioii T dndurdi, daB dio Elomonto dor Ilorixonlol- 
roibo von T mit don Eloinouton dor p + 9 *®“ vortauscht Bind, naoli- 
dom man xnvor dio lobsstoron sainllieli mit — 1 mnltiplixiort liab, sodaB 
also fill* « = 1 , 2 , ap durcli — und durdi c^.„ 

orsolxt ist. 

Sotzb mtm oino Tmnafoiination T mit dor Transformation 
xnv Transfoimalion TG~g zoflaminon, bo imtovHclioidot sidi dioso von 
dor Transfoiination T dadniuh, daB dio Elomonto dor p*®" Horizontat- 
roibo von T durdi nouo oraotzt sind, wolcbo aus don ursprllngliobon 
duiHib Subtralction dor entsproobondon Elomonto doi* Horizontal- 
roibo, gloiobzoitig abor dio Elomonto dor p -h d®" Ilorizontalroibo 
von T dnrcb nouo orsotzt Bind, wolobo nus don ursprllnglickon dni'ob 
Addition dor ontsproohonden Elomonto dor p + 9*®° Horizontalreibo 
horvorgohou, sodofi also fUr a 1, 2, * • dnrcb Cg^ und 

Op+c,a + «,+«.» ist 
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Sdizi: mail endlioli oiuo TiiLiisformation T mit dev Trausfor 
inaiion 1)“^ ssur Transformation TD~g stusammon, so nntoi'solioidoi 
sioh (liose you dor Transformatiou T dnduroli, daO dio iBlomoiito doi 
pton Horisfiontalroilio you T mit don ontsproclioiidon Elomonton dei 
<J^ und gloiohzoitig dio Elcinonto dor p + Hoi'izontalroiho von 'L 
jnit douon dor p + cr*"" vortnuaelit sind^ sodal^ nlso fttr 1, S, • • Sj; 
c„„ mit o^a Plfl-ta gowoohselfc bat. 

Auob inng fdr das Eolgendo boinoi^kt worclon, dnfi duroli noch* 
maligo ZnSRiamonsGhnng dor Tranaforjnation mil doi* Trans- 

formation 'J3~^ oiiie Transformation TJt~^ erlialteu wird, wolclio sicb 
Tou !V unr dadurdi untei’aoboidot^ doB dio sUintlioben Eloinoiito dor 
(»**" und p “h Horkontolroihe von T mit — 1 multipliziort sind, 
sodafi also fttr a “•I, 3, •••, 2l> c^„ duroh — o^a 
— orsofczfc iafc. 

Ist nun oiue gonszobli^^ linoaro Transformation L gogobon, so 
fasso man raniiobst nur dio Klomouto Oji 

dor orstou yorUtcolmilio ins Ango. l>iu*c]i ZuBummonsotznng dor 
Transformation L mit pussond gowablton Triinsformationoii 
(<i » 2 j katm man aus L auorst oiuo neuo Transformation 

abloifcon, boi dor <>,4.1,1 =• ^ -• 0 ist; und bioraiif 

alls dlosor duroh Zusammonsoknug mit Transformationon G~l 
(^, 0 *» 1; 2, oiuo Wtoro, boi dor ouolip — 1 dor p Zalilon 

Cji, ^1 gloicb Null siud, nnd mu’ dio 2?*® oinon von Null voi*- 

acliiodouen Wort hat. Falls diraor Wert nogativ ist, kanu man ilin 
duroh Zusanimonsotzung dor jotssigeii Transformation mit oinor Trans- 
formation positiv maohon, und oiidUcb kanu man ilui duroh 
Zusammonsetznng mit oinor Transformation D~^ an dio oi’sto Stollo 
briiigoii, sodaB soliliofiUuh ei|^ 0,1 « • - • =■ *" 0 0 

Indoin man nun dio omto and p + 1^® Horizoiitali'oiho aus dom 
Spidle JiiBb und dio tthrigon ISlomonto ■ c,> c„ • • • | • 

(lor zweiton Yorbikalreiho ins Ango faBt, kanu man in dor gloiolion 
Woiso urio vorhoi' duroh ZasammousoLssung dor gowoimonon Trans- 
formation mit Transformationon =*2,3, zuiillolisb 

oino neuo Traiisformutioii abloitoU; boi dor « ^ p + 9 ,» ^ ^j},s 0 

ist; und sodann nus diosordurdiZusamtnonsoteung mit^hwisfonnatioiien 
(pj 2, 3, • ■ 2 ?) oiuo woitoro; boi dor auob nooh 
®p8 "• 0 ial^ wltbrond Cgg > 0 ist. 

So fortfahroiid ei'konnb man, dofi man ans dor Transformation L 
dui'oh Zuaainmousotzung mit passond gowHhlten Ti'ausformationen 

tf >= 1 , 2, •••,p) oine neuo Transformation: 
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Q ' y ‘ 00* 00 


Cll 

Gli 

■ • ‘ ®lll 


0 

®S8 

• ' ■ ®8p 

V 

0 

0 

Gpp 


0 

®p+l,8 

■ ■ * 


0 

0 

■ ■ ' 


0 

0 

... 0 



abloiton katin, boi dor fflr Qf a ^ 1, 2, • ••, p alio Blomonte boi 
donou Q'>(f, und alio ISlomoiito boi donon q'^0 ist, deu 

Worti Null bosltKOU. Yon don fibrigou Elotnonfcen haben die posi- 
tivon Elomonio Cgg, allmfclioli deu Woi’l Eins, da naoh (V) 

boi oinor liuoaron Transformation dio Dotorminonto G dor Zahlen 
c„^ don Wert Eiiis boBitat, fftr dio Transformation L' abor sicb dieso 
Doterminanto auf Cjg • • • •^± c p+i • ■ • C 9 p, 8 |» rcdiwiort. Sobald 

abor uaohgowioHon ial, dafi die OrfiBow c^i, Cj,^ von Null vor- 
Bchiodon sind, orgobou dio ans (II) folgoudou liolationon: 


(Oil) 


t 






indom man dariii Kiiorsi sodaim ondlicU ft«j) 

HotKt, dafi in dor Trausfornmtioii 1/ anoli diojoiiigen Zahlen 
boi donon p < 0 ist, sUmtlioh don Wort Null bositzon, dafi also (tio 
Transforinalion 1/ dio oiiifaohoro Qoslalt: 


( 100 ) 


7 / 


18 


1 c, 
0 t 

0 0 


■ 

. 1 




ft 




hat. 

Duroh ZusammensotKuiig mit possond gowiUilton Transformnr 
tionen (p, tf « 1, 2, • • - ^ p) kaim man iiuu weitoi* aus dor Tmufr- 
formation L* eine nouo: 
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( 101 ) 


1 

0 .. 

0 


0 

1 

0 


. 

. • 

. 


0 

0 •• 

. 1 


0 

^P+/i.J»+v 


ableiten, boi dor aiidi alio ISlcmonte boi donou (> < (7 ial, doii 
Wei't Null bcsiteon^ uud aoblioBt daun mib Hilfo dor aus (II) folgon- 
den Eolntionon: 


(102) 



(c. 


e/* P-*-ftP+r 


^P+9»M “ 0^ 

Oi|r=>L>B»- ,P) 


WQim ^ V, 
\70im 


sofort, dftfl allo Elomonto boi donon ist, don Wort 

Null, die Blomoiito nW silmfcUcb den Work 1 bositKon, die 

Tmuaforraotion L" alao dio oinfachoro PoniK 


(103) 


bak. 



1 ... 0 

0 ... 1 

^ihP^* 



1 0 


0 

. . . 



0 ... 1 


Ana dor Ti'ansfomakion L'* kaiin man aber ondlicli durch ^n- 
sammonsotaung mit Transformntioneii A~^, (9 *= 1, 2, • • •, p) 

oino Transformation ableiten, boi dor aiioli nllo Elomonto don 

Wort Null boaitssoiij 17010110 also dio idontischo ist. 

Dainii ist bowioaon^ daS jode ganazahligo linooi'o Transformation 
L durob Znaammonseteung mit Transformntionon von dor Ponu 
^at 2, in dor durcb dio Gtloiohung 

(9o) doi'gostolUon Art anf die idontisolio Tranaformukion J rodussiork 
wm^on Icanu^ und man sohliefit daraus in dor dork uigogebonon Woiso 
weitei', dafl (labor umgelcohrt jodo ganzzablige Hneoro Transformation 
sicli ana don Tranafoimationen tf « 1, 2, •• •, j>) 

ssuaammoiisobsson iKfit. 
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Dio olomonUron Transf, 


V. Satz: Me gamsahUgo Unemv Tt'oitsfomaiion L lUpi sicli 
a»8 (hn nf^^msiilarcn" Unmm Tt'oiisfomaHonefi 

(p = 1, 2, ' • p), 2?^, (p = 1, 2, (9; tf — 1, 2, • 

jO.,, (p, tf “ 1, 2, • • •, p; p < tf) mammemetgen; dalfei ist: 


i. fUr (lie Ti'ansfomaUon 
(XVII) c„„ = l fiir a*» i, 2, •••, 2p md c, 


’?ip+p 


1 , 


wdlirenil alle ubrigen IS'ansfomioMwifaalM o den Wert Nidi hesitem; 
2, fiir die Transformation S^: 


•'Hfi 


#^“1)2, P-1, (» + l, 


JP 




(XVIII) 

todhrend alle iihngm Tranaformationsgalikn c den M'^ort Ntdl hesiison; 

a. fiir die Transformation 
(XIX) fit! tt •“ 1, 2, * * *, 2p, twin! 

wUhrend alle iihrigen I'mnsfonnatumHsdIilcn c don Wort NtUl hcsitgen; 
4. fiir die TranAfomiation 


(XX) 




twi(/ 0„ 


“■pn ^«p ■“ ®#+p.|» + o ‘'i»H».p+p 

wiihrend alle iihrigen TransfomuUhnHgahlm c dm Wert Null bcsihsen. 


h 


Dio auf clioac Weiao gowonnonon 4jP(8p'f 1) ovKougoiulou TmiiR- 
forniHkionon konnon olmo Mtlho nuf oiuo goriiigoro AuMthl rcduxiert 
wordoii. Mil Hilfo dor •1(2»— l)p Ti'niisformiitioiicn kuiin mtin 
niiinlioli nllo Transfoimationon A^j 0„„ auf jo oino oinzigo untor 
ihnoii roduzioron, dn, wio oino ein6iclio tlDorlogiing zoigt: 

(104) (P=ir.8. -.rt 

( 106 ) A p A p» (P = It, 8 , . • • , j.) 

(lOfi) -= Ap-Aw^II-^Sn-^lp p5ff) 


isl, und man hal dnlior, dn ondlicli nooli dio ^(2>-*l)jn Trnnsfoi'mn- 
iioiion D^a Bolbaii auf diaind dor Fomol: 


(107) 


■®po "■ •^e^p+l'^p^'llP+* 


(p,ff* 




ftuf dio Ji — 1 Transformfttionon A«» -^wi "'t ^p^up Huion ro- 
duzioi'fc werden k6nnon, sohlioDUi^ als orzougondo Tronsformabionon 
dio folgonden i) + 2: 

Ai ^i7 ^ai ’ ' 't ^p-i,p‘ 

VI. Batz: Jede gamidliiige Uiieat'e Ti'ansfortnation L Idfit sicit 
ous ^ ^ -h 2 dementarm Unea/i'en Traiisfomuxlionm: 
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(XXI) A^f Ojgj i3ij, Djj, • • 'j -Dp-iip 

iiHi8ai}WiensQt0i^i, 

Im spoziollGii I^ aIIg fallon die Tiansformationoii G nud D wo^ 

Tm. Sate: Iin JMle i? » 1 Upt sich jade gaimcfJdige Unm 
T^'omfomcdm mis den emi eUmettiaran: 

11 0 1 

(XXII) , S 

0 1 -10 

als meugenden susanmmseijgm. 

Im Fallo jp » 2 rodnzioren sioh die Troneformatioiion D aiif di* 
oinzigo Di^. 

7in< Sate: liH FaUe j) » S lupi sicfi jcdo gmusMohlige liimn 
Ti'cmsfmnatwn aus' dm vier dlementai'cn: 

0 0 10 

0 10 0 


-10 0 0 

0 0 0 1 


B 


ah erseugenden ismanmemeiscn. 


0 1 

1 0 

0 

0 

0 1 

1 0 



Mit dor Bedulctioii dor erzougondon Traiisformalioii aiif dioso vior 
hal man im Fallo ^ 2 niolit die Mindostzalil der ei’zongendon 
Troiiafomationon orroiohi;; doun mau kann die vior Transformationon 
J3f Of 1) auB den zvoi: 



in dor Foiiu: 


G - (ilf* B - W, 

zusommonsei^eii. 



Mimloatxnlil dor ontongondon TmUBformationon. 
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Im Fnllo ^ ^ I’ + 2 Grssougoiidon Traiisfoma- 

tionon doH VI. Sotuos auf folgoiulo 'Wciso aiif wenigor rodnzioroii. 

Mftii bildo HUS don j) — 1 Tranaformutionon Djg, X)jj, •••, 
durcli ZuaHinmouaofcsung diu Troiisformatioii: 

(111) -75 ™ Afl -^88 ■ ■ ■ ^p-l,pi 

os iat dann fdr dioso Transformaliou: 

( 112 ) “ Ij 

“ ®PH-a,J»+8 “ ■ *" 1# 

williroud alio tlbiigon Tranaformaiiioiis7.ahlon o don Wovl ITiill bc- 
sibKOu, uud oa eiitsfcolifc dnroli ZusanimonsotKUiig oiiior Tninsfoimation 
T init dor Tmiiaformabion IS oiiio 'rriinafonnnfcion TJS, wolcho aioli 
von T dnduroli untoi’solioidob, dn5 dio p oraton und obonao dio 
lot/iton HoriKonbalroibou /iylclisoh voi'bnusobl sind. Man orkonnb nun 
loiuhb, dab: 

(113) 

iab, und kann mil Hilfo dioscr Gloichnug in dom Systoino dor i)-h3 
orsougondon Transformabiojion J)^^, 7)j,j, • • •, wis 

dcnon sicli naob dom VI. Snb/< jodo bcliobigo gnimKahligo iiuoaro 
Ib'nnsibrmabton ssusnminonsob/.on liibb, die — 1 leb/bon Tranafonnii' 
bioiion Djj, • • •, I)p-i,p aua dor oraboii untor ilinen und 
dor Tran^ormalion JS ziiBainmonsobx.on. Man crbillt ho zuniicbab das 
Rosulbab, dub iin Fallo p ^ 5 sick jodo gunx.xtililigo liiioaro 'Dransfor- 
mabion aiis don fUnf: 

(114) J}„ 6%, A„ -B 


ala oiViOngondoii zusammouHobzoii Itifik, ana diosom abor, wonn inan 
boachbot^ dab dio vier Tranaforinabionon sioli in dor 

obon angogobonon Woiso auf zwoi N roduzioroii biaaon, soforb das 
woiboro, dab im Fallo p 8 aioh jodo gauzzaliligo liiionro Trausfor- 
mabion nua doii droi: 

(115) M, N, E 

ala oi'zougonden zuaammonsobiseii lUbb; dabol bal man aioh die obon 
angosdlu'iobonon, auf don Fall box/tlglicliou Trnnafoi'mabionon 

Mj N duroh Hinzunahmo doi* idoniisohen Gloicbuugon: 


(116) 


fi) 


Hv 


0 ) 




(0 






auf don Fall j) > 3 orwoiborb zu doiikoii. 


Dio Zuaammenaeizaiig dor ganz^ahligon linoaron Transformabionen 
aua einfoohon isb zuorsb von Kronookor angegeben wordon. Die von 
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Kronooker^) uotei* L 1, 2 uud U. 1 angoftthi'ton orzoiigendoii Ti'ans- 
formationen sfcimmen mit cloa o1)igon Transfomiatioaon Bf, 
fiberein, wtthroiid Kroaeckor als letato oi’xougoado IVaiisformalion J7i 0^^ B\ 
w&blt. — Dio Transformation E und damit die Boduktioii dor j) -f 3 
sieugenden Transfonnationon im ITalle ^ 8 aaf 6 ist von iniv^ nngo- 
gobon ^\'ordon, wHbrend dio ii^iisamiuonsetzung dor vioi* Trnnsforinationon 
im Fallo p = $ ans den zwei JIf, N Horr ]3urkhnrdt^ 

gozoigt hat. 


§ 0 * 

Zm^okfAhrimg g’niiasahligei* uiohtlluearei* !Fi*ansfoi*matiou6ii 
aiif eine eudllohe Ausahl ulokt Aqulvaleutev. 

Bosoiolmet 2’ oino gauv^zaHige niohtliuoaro Transformation, but 
dor also die Traiisformationszalilou gauze Zalilon, die Ordnung n 
abor > 1 ist, so uoimt man jedo TVansforuintiou wololio uiis T 
durdi Zuaammenseizuiig mit eiuar gauzznliligeii liiieoron Trnusfor- 
matiou L iu der Foiin T ' « TL borvorgeht, zn 2’ Ugiiivalmty uiul 
von der Gtesamthoit dor za einer gogebeneii Transformation 2’ Hrini- 
valonfcen Trnnsforinationen sagt man, dafi sio zu einor IClnsse gohdron. 
13s zorfallon auf diese Weise olie gnnzzaliligen Transformationou oinos 
gegebenoii Grades in IClassen, dorart, dafi olle Trausformatioiion oilier 
Klasso uiul nur diese oinandor aguivalent sind, und man bozeichiiot 
in jodor Klasse eine moglichst emfhcbe Ti'onsforniation ols don He- 
prasentmien der Klasse. 

Zuin Kachweiso, doB die Aiizahl der uicht ^quivaleuten Klnssen von 

Trausforinatiouen eines geg^bonen Grades eine endliclie sei, sowio zur 

Au&tellung der Kepriiseutonten and zur Bestimmnug der Klassenzahl 

bedient man sioh wioder der im letzten Faragraplien durobgofflhrton 

Kedaktion oluer gegebenen Transformation T voi'mittelst dor spoziollcn 

ganzzahligen linoaren Transformationen A~'\ BTK Cr"\ J)~^ nnd 

c ' ? ' ' p ® 


1) Kroftookor, Obor bilinoare Formoa. Berk Ber. 1800, pag. 607, aucli 
J. fHrMath, Dd. 08. 1808, pag. S7Ss vergl. auoh Olobsob nnd Giordan, Tb. d. 
Abelsobon Functionen, pag. 804; Thomno, Einige Sllteo aus dor Analysis 
situs Iticmann'scher FlUolion. Z, f(ir Math. Bd. 18. 1807, pag. 801; Jordan, 
TVaitd doa substitutions et dos dquations algObiiquos. Fai'is 1870, pag. 174; 
Thomno, Boitr. zur Thoorio oto, J. fOr Math. Bd. 76. 1878, pag. 884; Wobor, 
tlber dio CLbransforinationsth. oto. Ann. di Mat. (8) fid. 0. 1870, iHig, 180. 

8) Krazor, t)ber dieZuiammensetzimg ganzzahliger linoarorSubstitiitionon 
von dor Botorminanto Eins aus einer goringsten Anzahl ftindamentalor Substltu- 
tionon. Ann. di Mat. (S) Bd. 18. 1884, pag. 888. 

8) Bnrkhardt, Ziir Thoorio dor Jaoobi'soben Gloiobungon 40. (7i>a<l0B, 
wolohe boi dor Transfonnalion 8. Ordnung der Thotafbnotionon von zwei 7er- 
tlnderllohcn auftreten. GOtt. J^aohr. 1890, pag. 876. 
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sfcellt liiov dio FrngOj auf walobe einfoohste Form eine ganzzahlige 
nidiilinoaro Iransformation 'V daroh Zusammenaetsung mit den Ti'ans- 
formatioiioii reduaiei-b warden kann. 

Ztiniicliat bloibb dns im vorigen Poragrapben bewieeene Besnltat 
boslohon, wonaob man ana einor Transfoimabion 2*, wenn sie flbei> 
liunpb luu' gaii/i!sah1ig iab, diirch ZuBammenaetaung mit pasaend ge- 
williltou 'LVanafonnabionon A-^\ 3^\ fir;, (ft 1, 2, • • -^i^) 
ciiio noiiu 'Transformabion: 


(117) 


Cll 


• 


0 

Cjij * • 


^PiP + r 

0 

0 .. 



0 



al)loiton kanii, boi dor fUr p, (T = 1, 2, • ► p olio Elemento fttr 
woleho p > ff iat, uiul dio aiimtlioliou Elemonbe „ den Wert NuU 
Imbon, dio Eloinouto •••, abor positiv amd. 

l3n abor mnimolir dio Elomonto Cixt ‘ ’ *> allgemeineu 

iiiolib wiu iVUbor don Wort 1 bositKon, so kanu man durcb welbere 
ZuflainiuouHobxnng mit pasaond gowilblton Tranaformationen uicbb 
inoliv alio Eloiuoiibo bei donou p<0 iat, xu Null machen^ sondern 
uur dio Elomonto •••, c„_j „ fttr o — 2, 3, •••, auf ibre 

1cl(3inabon poflibivoii lioslo iiacb dem Modul c„g reduxierou. Fttr die 
'L'ransfomiation T kann man also annobraon, dnfi fttr ff — 1, 2, • • •, p 
c„„ posibiv iab, dio Zablon c^g, •••, aber Null Oder positiv 

iiml kloiuor nls Cgg aiiid. 

Auf Gniiid dor aus (Q) folgendon Gloiobungen: 


(118) 


I 








n, wenn 
0, wenn 


dio wegoii dos Vorsdiwindons dei* GrSBen c iind joner Grofien 
fUr wolobo p > /t ieb, aiob nuf dio Gleichungen; 





», wenn — 
0, wenn 


(119) 


0<ii’=li 9 
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reduzi 0 i*en, Iconn man nua den SiaUeii c^„ ((i < a) die silmtlicliei' 
Zahlen boi'ooliiion und findofc, inclem man dov lleilie iindi 

1, 2, p BGtat, inabosondoi-o, doB alio jene GriiJJoii 
l^ei denon Q<a ist, don Woi-I: Null bositaen, uiid weifcor, dali ftli 


isfi. Dio Troiiafoiination T bat also die Pom: 


(121) r 


Cll Cu 


0 


... fl,. 

0 

0 

. . . 






woboi f(ir dio Werte dor iiu ei^ton Quadrauten atobondou IDIomonto c^^,, 
(fi ^ a) daa oben Bemorbto gilt^ dio Worte dor im viei'toji Quadrimtuii 
stehenden Elomento (p ^ ff) nbor cliirob dioso Worto eiudoutig 

bostimmt siud. 

In dor Tranaformation 3*' kanu man nun endlicli durcb ])nBsoudo 
ZuffainmensobKiing mit 'Transfomationeu A~\ G~^ diojouigon 

Elcinonto c., boi donou iat, auf ihro kleinaton positiveii 




1‘eduHieron. 
mchung: 

0 f/o a 


Daboi bodionb man sicli 


lloato nndli dom Modul c. 
sswookmUBig dor dnrch 

( 122 ) 

defliiiorton Transformation dieae Transformation iat: 

(123) c„«~l fttr tf = l, 2, 2j? nud 

und 6H outatebt ana einor beliobigon Trnnaforination T, wonn man 
oio mit dor Transformation KusammonBotsst^ eino Tranafoimation 
woloba flich von dor Tinjisformatiou T dnduroh untoi'sclioidot, 
doB die Eloinoiito der p*" Horiaontalroihe dui'ol) nouo orsotat siiidj 
*vrelobo aus den ursprttngliobon duroli Subti’oktion dor ontsprooliondon 
Elomonte der p + ^ Hoiiaontali’eibo von T bervorgebou; nnd gloicb- 
aeitig dio ISlemente der Horisoutolreibe duroh none ei'setsst siud; 
vrel(^o ana den uraprUnglicben diu'di Subtraktioii der entapreobondon 
ilSlemeute dor p + Horizontolreihe von T berrorgebon. Indem 
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mftu nun znuilclist nur dio Blomonto C|^ 1 0 0 • • • 0 Cj 

dor lotzten Yorbilcalroilio iiia Augo fo&i;, knun man mu'cli Anwendung 
dor Triuisformatioiion Aj\ dio Zahl uiid sodaim. dm'dU 
Anwondung dor 'UrauBfoiinatioiion JT^^, • • •, ^ die ZnUon 

^1 ap> ' ' '> ^p- 1 , 9 ;) kloinston posiiiTon Eosto ua(di' dent 

Modul roduxiorou. ludom man flodnjni dio und 2 jp^ Hori- 

Kontfdroiho axis doin Spiolo Uifib und dio llbngon. Elomonto 

2j>-l*"Verfcikali'oiho 

iuH Augo faBi, Icaiui man in dor gloiohon Woiao wie vorhei' dnrch 
Amvonduiig von ']Vnii 8 foriuntionoii-d~^, clieBlemonto Ci,yp_i, 

® 9 ,«d-i; * • kloinston positivon Eesto naoli dom 

Modul roduoiuron. So fortfaliroud erkonnt man, doB man 

fllr dio Transformation T' bo^&glicli dor Elomonto dos dritton 
Quadraiiton annobmon darf, daB fUr »> 1 , 2 , • • •, alio Elomonto 
® 9 ,ii+o» wolobo Q^o ist, Null odor positiv und Idoiner ols 
sind. 

Dio noch tibrigoii Elomonto dos zwoiton Qnadranton, bei 

donon 9 > 0 ist, sind danu auf 3rund dor aus ( 11 ) folgondon Dloi 
chuugon: 

(124) >■ ® 

<1=1 


oindoutig boatimmt. 

Man liat also das Endrosultf^: 


IK. Bats: Jnh (funnsgahligp uukllUum'C Tt'ansformalinn T Vwm 
(lurch Xusmmcmdsiiwj mil yiiaggahligmi lincarcii TransformaUonm 
ttu/' cine 'Jh'tmspmitatum: 


(XXIV) 


t'n Cia ■ • • c\j, 
0 ^T(g ■ • ■ Cg,, 

0 0 

%»+y 



0 

®P4-9,P+S 




rcikmeH werdon, hei wdeher: 


t. die ^(p — l)i? Blemenic Qt, v — 1, 2, die 

y Blmente (#*, v *= 1, 2, p) md die — 1)7) Bl^mUe 
®y+/iif+i’ 2, ‘"fPi ii<v) den TVeri Nidi besiieen; 



160 7. 6. ZurliolcffiliTung ganitzabligor uiohtlinenvor Trnngformafcionon oto. 


2. die 2p Mmenie (a = 1, 2, 2p) von NuU veyscJiiede 

posiUv tmd !l'eU(^ von » sind, derati daft: 


(XXY) 


^P-^tUP+M “ ” 




isti 

3. fih' v =■ 1, 9, • • •, JD die JSlemente • • •, c^_i^ , NuU odt 

posiiiv tmd Ueiner als c,,, md die Memento c^^p^y, C8,„+v> •••> ^v,p-\ 
NuU Oder posiUv tmd 1dein(»' ala sind; 

d. die Werie dey nocfi iihngen (j) — l)p Mlemente 
(/i, V =• Ij 2 , • • •, 1^5 (i>v) obey durcli die W&'te der vomer g&imnte 
eindeuUg besUmnt sind. 


Da die Aiisalil dei* llberLaupi; mbgliolioii voracbiodoiiou Traii( 
foimationen T’ iufolge dm* eooboti angegebouon, fdr ihre 'rraiiBibi 
mationssahldLi a beateh<mdou Bodinguugen eino onclliolio isfc; so ie 
inii dem IX. Sftkxe aiigleiob bewieaen dei* 

X. Sata: Die Klaaeenainediil der nicH a^ivalcnten gaimaJiligei 
Tt'attafmnaHonen 2' ehtes g^ebenen Grades »» ist einc endliche. 


Dio Boatimmung der IClftsseuanaabl und die Aiifstollung der Ro 
piasentaiiteii isb biB jotzt nnr fttr die eiiifnolistoii l^lUlo gescbobun. 

Im PoUe » 1 orgibb sich aub doin IX. Satzo, dab jodo ganz 
aoblige Tj‘auefoi'jiiabio]i tori Giiudo » oiuer TrauBforiualion von doi 
speziolleii Fom: 


(126) 


«1 

tc 

0 

)»S 


Uquivftlont istj boi dm Jode dor boidon ZnJilon 91, 2 ^ 0 Hibiv mid 
isb, a abor oiue nus dor Roiho 0 , 1 , •••, ~ I bo- 

zeicdmot. Bn ee uun so vielo KIobbou liquiToloiibor TiiinMforma- 
tionon T gibt, nls dio Tranaformation T' Torscbiedouo mdglicbc 
Foiiaeu nnnehmon kann, so ist die Klnssonanzahl gloiob der Snmino 
dor Toiler von n (dio Znblen t uiid n mngoi'odlinob); da au Sbollo 
VOR joder Teller von » breten knun, fttr joden Werb voii 94 abor 
die Zalil u gorado ng voraohiedono Werbo aniiimmb. Bioso Toilei*- 
sumino botragb nber^), weiin 

( 126 ) }i fl« 6 (^cr ... 


iai^ wo (ti I, 0 , ••• rersobiedeiie Primaohleu bedeuteii: 


1 ) Lojouno-DiriobUb, Yorlesungon 41boi‘ Zahlonthcorio, berAiiBg. von 
Dodokiud. 8. And. finranBobw. 1871, pog. 17. 



KlaiiaonauR. und Boprilacnt. in don HiUllou p » 1 luul p » 8. IGl 


(127) 


■ a-i ’“6 — 1 


e — 1 * ' ‘ ' 


Im b'allo oiiius Friin»ahlgi‘adoB 9^ mt nlso apozioll «» » + !• 

Im Vallo ji 2 oi^ibt sieh aioh aus dein IX. Satz, da8 jedo 
gfuiKxahligo linciii'O Troiisfoiniation 1* yom Grade n einer Transibi'^ 
mation von dor spesdeUeu Fom: 


(128) 


dfii 

Cl8 

*1* 

0 

Cb8 

^4 

0 


0 



®14 


iiqiiivaloni isfc, boi wolohor: 


( 12 !)) 


®8B ■" ®41 “ 

^ ^ ^ ^a> ^ ^ ^ ^lat ^ ^ ®ii» ^A4t 


CjB 


«iiCu — ®«»«i4 


; 


‘'di 


®l* ‘*88 

C|| 


iel. Sokt man nun vorans, daB dor Grad n eiiio FrimKubl iet, so oi*- 
hlilt iniui hioraUH ohno MliUo ak licpriisontautou dor niohl iiqui- 
valonlou Klnssou ganz/joliligor Tronsfonnationoii dio folgoiiden: 


It, 


(ISO) 




n 0 

0 n 

0 

1 « 
0 n 


0 

I 0 


0 




n 0 
0 I 


0 


0 0 
0 « 


1 0 


» 1| 

p 0 
0 0 

11 

1 0 

0 1 

1 0 n 

€C p 

P y 

n 0 

0 

n 0 

— « 1 


0 n 


wo ttf Pf y die Worlio 0, 1, n — 1 anuohmon koiiuou, uud dobor 
als TClassouan»abl: 

(181) Z«-l + « + »>-f ^^® = (l-h«)(l4•»’0• 

Ila Fallo 2> » 8 ergibt sieh aus dem IX. Satz, daO jedo ganz- 
zablige Transformation vom Grade n einer Ti'onsformation: 

Kraker, niofAftenkltanon. 11 
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( 182 ) 


Cll 

<ht 

*^18 

On 

*!iB 

*iB 

0 

*18 

*18 

*14 

*10 

^0 

0 

0 

*18 

*^84 

*^B6 

^80 




*Jdt 

0 

0 


0 


*^4 


0 




Cfli 

CflS 

*10 


Uquivolout ist^ bei der: 


0,1 fl44 * Cob — Cm - 
0 ^ ® ^ *18 < **88; 

® ^ ^ ^ *^» *16 *TM> ® ^ *ifl» *^8B ^ » 

fl ^ — * 11^44 - ^ _ Cia*?44+C|> *^4 ^ _ <^8*^6B 

(laa) «i„= , o„= , <?,5- , 

» ^44 ^la + Oh Cia + Qa4 Cao „ ^ ^ sf g|o + *>0B *^>(i 

Cm * Cflo ^ 

(• **44 *=1* + °»4 Ph + 084 C»B — ^4 t^B 

*^«# 


ist. Seizt man nun iriodor voranSj doB dor Srad n oiiio Primnil 
iot, ao orhftlb uuui hiorawB oline Mftbe qIb llepraBontiuiton dor niul 
uquiyoieiitou Klnsaeu guizzobligor Tronsformatioiion dio folgondon: 


A 


( 184 ) 


n 0 0 

0 « 0 
0 0 n 

0 


10 0 

0 

0 10 


0 0 1 


n 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

n 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

a 




1 

0 

0 


0 


0 

1 

0 




0 

0 

n 




n 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 


0 


0 

0 

0 

» 

0 

0 

0 




1 

0 

0 


0 


0 

n 

0 




0 

— Cf 

1 


1 

a 

/5 

y 

0 

0 

0 

n 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

n 

0 

0 

0 




» 

0 

0 


0 


— « 

1 

0 




~§ 

0 

1 
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Klnasonanx. und llopriUont im Fallo p a 8. 


n 

0 

0 

0 

0 

0 


1 

a 

0 


0 

Y 

0 

1 

0 

0 

a 

13 


0 

n 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

§ 

y 

J -^^0“" 

0 

0 

1 

Y 

0 

d 




1 

0 

0 




n 

0 

0 


0 


0 

n 

0 



0 



1 

0 




0 

0 

n 





0 

0 

n 


(184) 


1 

0 

a 

Y 


0 


1 

0 

0 

ot 


Y 

0 


fi 

S 

£ 

0 


0 

1 

0 


d 

8 

0 

0 

n 

0 

0 

0 


0 

0 

1 

Y 

£ 

g 




41 

0 

0 




n 

0 

0 


0 


0 

n 

0 



0 


0 

4) 

0 




~a 

-13 

1 





0 

0 

4t 


woboi w, /3j • • C <Uo Worto 0, 1, • • •, n — 1 ouuohmeii kSuneu, und 
(liihur Hofurt nlu Klassonauxtibl: 

( 1 Jif)) X «= 1 + « + 2 + «* H- M** + »“ =- (1 + n) (1 + «*) (1 + «®). 


Auf diu (>])igo Uuduktion dor ganvixahUgou Traiiaforinatioueu oines 
liuliobigdii (JnidoH n luil' oino ondlioho Aiixalil uusht llquivalonter Trans* 
rovniaMonuii T* 1ml Kunrst Kronoukor*) liingowioson. Zu dou spesUlloii 
cihcni iiiigoguboiion , dlo VllUo 2, 8 1)oti'ollcudGn Uosultaten vergl. 

KilnigHborgor®*), Jrlormite®) und Wobor*). Im Fallo j) = 2 iat die 
b'rago nuuli dor IClassonanKahl I'lir oinen bclicbigon Grad n von Dorn*’) 
Ixmutwortoi wurdon. — Dafi man oino gansxabligo niobtlinoai ‘0 Trans- 
I'oi'niation T duroh ZwisclioiiNetxon swiscbon zwoi linoaro Ti'ansfoiinationeii 
in dor I'^orm T' =» TL^ auf noeli wenigor und iioch oinfacbere Fonnon 
T' roduzioron kauii, babon fttrj) — 2 Hormite'*) uiid fUr jp*»3 Wobor’^) 


1) Kronookor, Obor biliuoavo l^onnon. Boil. 13oi'. 1866 , png. 611 , aucb 
.1. far Matb. 1)d. 08. 1868, png. 88d. 

8) KOiiigHboi'gor, VorloHungon ttbor dio Thoorio doi- olliptisdion Ponk- 
lloiiuu. Bd. 2. Loiiizig 1874, png. 47. 

8) llormibo, Bur la tb. do la ti'ansf. oto. C. 11. Bd. 40. 1866, pag. 868. 

4) Wobor, tlbor dio TranoforraationBlb. ' oto. Ann. di Mat. (2) Bd. 0. 
187U, pag. 180. 

6) Bovu, Dio Porm und Zabl dor lleprkBOiitanton nidbt Aquiralontor Kloason 
dor 'J'ranBfonnationou dor ultraollipbiBobon Punotionen fflr beUeblgo Trana- 
forinatioiiBgrado. Math. Ann. Bd. 7. 1874, pag. 481; yorgl. dnau Krauso, Sur 
la troJJBfonnation dos fonotions liyporclliptiqueB do premier ordro. Acta maUi. 
Bd. 8. 1888, pi^f. 101 tmdt Dio Transformation dor hyporolliptiadhon Punktionon 
uralor Ordming. Loipzig 1880, png. 84. 

0) Honnlto, Sur la th. do la trouaf. oto. C. Bn Bd. 40. 1866, pag. 864. 

7) Wobor, tfbor dio TranBfbnnationBtb. oto. Ann. di Mat. (2) Bd. 0. 
1870, pag. 186. 



164 7. 7, ZuBammenhang dei* uraprflngl. und dor transform. Thotaftmktion ot( 

Tmtersucht; man erkonnt insboaondere leiokt, dafl man in dou (untov Voi 
aussetamig dues Frimzalilgrados) fdr die ]E%lle j; » 3 und 8 obon an 
gesoliriobeneu Roprilsentanten diudi Vorsotzen von passond gowUlilto 
Transformationen 4"^, sllmtlichen auBorhnlb dor Hanpt 

diagonalo stdiendon Elemente gioioh Nall luacbon und sodann alio so or 
haltonon Tronaformationon mit Hilfie von Transformationen auf oin 
dndge unter ihnen reduziei'ou kann. 


§ 7. 

Zuaammenhang der nvsprtLuglloheu und dev tvausfoviulevtei] 
Thetaftinktloa Im Falle ganzsahllsfev Vvonsfoviiiatlou. 

Han sotze voraus, daS die Transfomationszahlen 1,3,* • ’f2p] 

gauze Znhlen seien, und botradhie untov dieser AnnaliniG dio ursprttng- 

licho Thotofniiktion ITiinktion dor nouon Variablou u' 

aetzo also! 

( 188 ) 


Da dom Ubwgau^ von if|'| |«,'| ••■]»/ in «/| *" |w/+ ■" IV 

infolge doi’ Gleiohungon (IX) dor Dbergang von | | w„ in 

Af i • ‘ ' I Ai-» ^bei*gnngo voii «i' | • • • | m/ in 

«*i' + »ir I " * I V "I" Kv Gleichungou (DC) und (Xl) abor 

dor trbei-gaug von % ] • • • | w^, in Mj + | . . . | _j_ 7 ?^^ ontapricht, 

und da woitor gomiifi dor Gleiokuug ( XXXIl ) png. S3: 

+ Ar I ••• I Wj, + Av) 

p p p p 

(137) »K](*‘‘ + ^>vh-|», + B,.) 


— «■ 



P P P 

iM-=l /(Ml 

p 

+* !»+/»*/ 
/(Ml 


iai^ so erbfiJt man, wenn man nodh die Gleiohungen (VII) und (VIU) 
bordoksiobtigt und zur Abkttrzung 



ISinfiihnmg dor Funktdon 
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y 

^ (” + ^P+hP+P "i'^p+vip^p+vip+p) 


sotKiij fflr 9}i[u']) dio Funktionalgloiobuugon: 


(139) 

g)«+ 


y A 


fU 


~ ^ Op_|. ,., II 4- /I i^/t !■+*“/«)“ 




(v=*I.«.-'.P) 


Nnn gontigb nbor dor Ausdruck: 


^ p i* i» 

®j.p+p '^pp' "pV 


(140) I 

don llolationon: 


i/»(«i'| . • . K + «* I • ■ ' I «p') “= 

(141) !«;+«;.) 


p j 5L, , 

^ ^*'’.PH-P ‘'pp^p 

p-l ;.~1 


n p p ,, P P P 

I ^ V ' ' SJ . • > 

^ ^ ®v.p+p-^pp‘®p»-V'’'»» *p.p+p'‘pp"‘p*p’ 




(»=al;»'=alp-al 




(!■=. !,»,•••,» 


(y=l,*,.--,p) 

h2 ^®e.p+p^pi'K*'4“'*c^ 


und man erkonut divinuH, iiidoni man dieson Gloichungon mif Gnind 
dor llolntioneii (IX) mid (XI) dio Ghjotnlt; 

p 

2 **’i P+P ^'*P r'f" *“^1 

^(w/ 1 • ■ • I «; 4- sti I • • ■ I V) “ > 

{y=l,*,-",p) 

Kv+<i-' !«;+“;,) 

gibfc und in dor swollen Gloioliui^ (139) die GrSBon und 
duroh ihro Ausdrllcko aus (XI) and (IX) orsotsl, daB das Produkt 
dor boidou Fauktionon nnd 

~~h 2 JS -S’^pip+p-^pp'"?*'?' 

(143) = S“‘ ««'•-* 


i'!<. 



106 V. 7. ZuBJWiMHOuhaiig cler iirspritiigl, iind doi' iii'ansfonn, TJiotaftmkfcion ol 
den Belfiidouou: 

\ 

(144) /I«| !«/+ ••• Iw,') = ITMc*"*''*', 

p p ^ 

^IlMe 

geiifigt. Nun isi ttbor mif Gniiwl dor Belationen (III): 

^ n V weiin (»*v, 

“ %P^f* /tti')” 0, wenu 

..,p) 

iind man hai; (labor oiidlioh: 


J7(iei' I « • • i «/ 4* «» I • • • I ttpO ^{«1 ^ 


/ft _ 


e 


(146) 

IT(V + «i'J ■ ■ * 1 V + »p,.)' 

Damifc ist ubor bowioson, daS die l^lnktioll i/fw'll oiiio Thotafiiiilctioi 
j|tor Ordnung von den Argumenton don Hodulou und d(3 

“a' 

0 


Ghai'akireriBtik 


lJj 


istj tmd mtni bat don 


Zl. Sato: Die .Fimklion: 

(XXVI) THnJ - & 

wehei: 

' ' I'SSl iCl /C«*ll MBSI 

1 ^ T 

*" 'K‘a2^ + 

'(/IBSl pWl I'Bsl 

eim Tlustafiuihiion »*" Ordnwiff von den Af'ffumenten den 

, de)'en Dlemmto dm'ch die 


Modulen a^'^, mid oUiei' Chm'aldorisHk 
Qieieimngm: 

9v “1" ^^rp^r,p+i^> 

(XXVIII) (r-l,S,....i.) 



t}boi‘ (lio LOb. doB Ti'anaformataousprobl. der Thotat. XO ^ 


Aiif Qinind diosos Snbios ktinu innn, wio iin folgendoii nilboi' nus^ 
gofElliri; wordoii soli, dio Fnuktion H dui'oh Tliotafanktiouou mit den 
Argiiuioiiion u' uiid don Modtilen o' daratollon und erMlt dnnii, indom 
man dioaoii Ausdrnck in (XXVI) oinfdhrfc uud die oubtehondo Glei- 

eliung nncli anfldat, clie LSBimg dos Triinsformationsproblems 

dor Thotafnnktiionon, nilmlioli die Darsisollung dor ursprUngliohen 
Funktion ■W'U {w]|„ durdi fai'ausformiorbo Thotafuuktionon 

Dio orwi Unto Darstollung von JI (u') duroh Thetafunktionon 

Weise bewerkstelligt -wovden, dafi man 


dor l^'orin: 


(147) 


0,1, ,*-*1 


*1 • ' * 



rJ + « 

& 

» 


A 

- h 



: 

L 



ausdrttekfc in 


'na'* 


und hiorauf von don Tlioti^iikiionon mit dou Argumonten ntt' 
uud dou Mudulou na' m 7'hotafauktionim mit don Argumonten u' 
uud dou Modnlon a' Uborgobt Dio Lilmuig dee Transfonnations- 
problems vorbuigt also dnmi Bwoiorloi; oininal dio von den Argn- 
inouion dor 'riiolafuiiktionon miabliatigigen Kuoirixioutun in 

dor OloicUuiig (147) zu bosbimmon, sodanii iibcr woibor Tliobafiiiik'* 
ilonon tnib n-i'achen Argnmoiibou und Modnlon dnrob sulcbo mib eiu- 
fochoii daTzusbollcn. 

Dio orstu Aufgabo kann auf folgoudo Woise gclbsl woi'don.^) 


1) Dio AnsdrUoko fflr dio KooHlxiontou C* . „ onthalton natilrlicU auoh 

i Ki ■ Up 

dio ChuraktOTiBbikonolontontfl H. Dio I'lrmibblimg dor Ablillngiglcoil dor 
0 von dioBon kann von dor flbrigon liOBtiinmnng dor GrUfiun 0 golronnt nnd 
diuUircli orlodigb wordon, daQ man in dor Qloichung (147) xuorab alio Zahlon g 
und h gloitth Kull HObxb und hiorauf, indom man duH ArguiaonbonHyBlom (u) in 


(u -k I f n dbougohoii libOb, vonnibtol^ dor Iformoln (XXX) piig. SO und (XL) pag. 84 
' * ' r^ + «~] 

wiodor links dio Punklion ^ooklB dio IPunklionon * ** 


oinftthvb.' 

( 148 ) 


Man orldllb auf dioso Woiso: 


0 . 







wo A) don Bpator unbox (XXXTV) ongesohriobonon Ausdvuok boMnobnob, 
0^, „ abor nunmohr von den Chnrakborisbikonclomonbon g, h nnabhllngig ist. 

XX • « « Xji 



I(jy V. 7. SSuaamiuonhiuig dor ursprfingl. und dor transform. Tliotnfuuktion ot 


Zuei'Ab wird mit Hilfo dor DiffGi*eutialgleichuugoii (XXXV) pug. *6 
dio Abb^gjgkoit dor Gi'fifloa ^ von don Tliutumodulon b 

stimnifc; os oigibt uicb; dnfi: 


(149) 


a 








isfc, ^0 uiuiinohr dio CT unoh von don Thoiainodulon uiiiibliuugig 
Gbdfien uind. Bio Besfcimmnng diosor GrdJion oriiolgt sodium dndui'd 
dnO ftir dio Tliotnniodulou solclio speziollo Wei’to oiiigofQlii 

wonlou, woloho uaoh poasondon 0]nformuiigen dor b'uukUou 

oino Yorgloidiung dor Koofidiiionfcun gloioii holier Pobuiixon dor Grcifioi 
Ruf dor liukon nnd reohton Soito von (147) gostiiUoi 
Aiif dieao Woiso hut Horr Tbomao^) oino vollsliilndigu Bostimmmij 
dor GrdBon orroidit Allerdings sind dio orhiilfconoii Auh 

drtloko uioht unf die oinfaebste Form gokrtiohii, und insboHonduri 
hHito aiob be! goimnor Uufcorancbung oi’gobon^ duU im ullgoiiioiiioi 
niohfc alio Grdflon „ vou Null vorscbiodon sind. Jlioson boidoi 

Autbi'doruugon goiidgfc jono Bostimmuug dor C^^.. ^ , wulcho splitoj 
imd Atif oinoin ondoiun Woge von JTorrn Pryin und mir diirchgei'nhrl 
wurde^ und tlbor wolcbo am Fiido diosos Knpifcols beriobtot winl. 

Wns nun weitor dio Domiellung von Tltotuf\in]ci;ionoii mil n>hiulioii 
Aigumonton uiid ModuLou durob solobo mil oiiiiiicbon iingolil, ho 
nborxoiigl mnii aioli xunaolisi von dor M^gliclikeil oinor Kololioii i)»^ 
sbellung durcli dio folgendo 0borlogiing. Dio I'Hinktion: 

(iBO) /■ w " <>["!;;] w. 


ist ftuf Giiuid dor Qloiohungan (XXXIII), (XXXIV) png. 112 oino 
Tliotafiiiiktioii Ordnung mit oinor Oluiniktoristik doron JUk!- 
moubo dui'oh dio Gleiohungon: 


(161) 






hJJ* + • ' • H- Ap ^ a, 




bostlmmt sind, und uls sololio unoh dor Fonnol (XljVl) png. 40 dui'- 
sbollbui' in dor Ponn: 


(162) 





■1 

w 





L w J 



wo dio K von don Argumontoii « pnabliilngigo Grdllon bo- 
isoiohnon. voi*Diohrli mnu in diosor Gloicbuiig f(ir 2, '"jp 

jodo dor » Grafieii 1^^, “'j urn unfcor oino gaiisso Znlil 


1) I'homno, Dio allg. I'rtuuforin. eto. Innug.-Diss. GOtfcingou ISOi, pug. U. 
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tlbor dio LOb. dog TranaformationBi)robl. dov Thotaf. 

vorstoiidou, iuultii)liziei'ti hiornuf, indsm man mit ii^nd 

>yolclio Znlilen aus dor lioibo 0, 1, • • n — 1 bozoiolmob, Imko and 


rochto Soifco mib e imd summioii Uber •••, cr^, von 

0 bis n — 1; so orhillt man: 



Nun bouibzb abor dio anf doi* recliton Soibo aiolnnido in bosoudoi'e 
Klaminorn oingosolilofiaono Snmmo nnr dimu oinon von Null vor< 
schiodonou Worb nud zwiir den Worl »*/*, woim ^1 = 1?^, •••, Qp = tp 
(mod. n) isb; cs roduziort sioli dabov dio Hiiinmo nacb don q nuf dns 
oinxigOj don Worbou «*■ tj, • • •, entsprochonde Glied, imd 

man orbiiU, womi man noob linke and roclibo Sciio vorLauscbb nnd 
ubabb t acbroil)^ dio Gloicbnng'): 



Durch dioso Gbsicbnng isb die g(»boUbe Aiifgabo, oino Thotafuukbiou 
mib n-faoben Argumonton und Moduluu durob solcbo mib eiufaohon 
anszudi'ttokon, geldab, sobold ca noch golingf^ dio von doii Variablen u 
nnabbilngigo Gi'660 b<»timmon. 

Dioso Grbfio kann abor zunaohsb durcli Yorgloicliung dor Koof- 
Hzionton gloiob bobor Fobonzon dor Grbfiou • • •, auf dor 
linkon and reobbon Soibo doi* Gloioliong ( 15 d) in dor Fonn oinor 
l)P'&oh unondli<dion Roibo orbtvlben und dioso donn durob Eiii- 
^ibrung nouor Suinmabionsbuclistabon durob dio Nullwerbo von Xhotar 
funkbioneu; deren Modulon gonze Vidfodio dor sind, ausgodrtlokb 
wordon.^ FUhrb man diesoa Yerfabren durob, so erkonnt man, dofi 

1) Fflr p «i 1 0ndon aich dio Pormoln (l&S), (16d) adion boi llosonhalu, 
Mdmoiro wax Iob fonoblong oto, , pag. 100. 

8) Vorgl. Kvazor und Frym, Nauo Grundlagon ote., pag. 18fi u. 81; ins- 
bcsondoro abort Krasor, Bjo Transfomabion oto. (ISrabo Abhandlung.) Mabb, 
Ann. Bd. 18, 1808, png. lH, 
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dlo QuoUg fdr dio Gtloichnngoii (152) und (154) ini XIII. Sat: 
p[^(. 80 XU snolioit ist; uiid oa ist iiiclifc soliwor, aus don dortigoi 
Formoln dio allgoineiiisto Dni'Btollniig oLaer ThotaPunktloii mi 
»-faclioii Aignmoiiton imd Moduloii diircli sololie mit oinfiiolioi 
nbssuloiton. 

Soli nilmlioli die It'uiiktioii 0‘U|([««])„„ diiroh L^unktionon 

ntisgedrllokb wordon, ao iritlilo muu fQr dio im XIII. Sutxo vor- 
kommondo positive gnnxo Zahl n oiuo Zolil mid setKo:' 


(166) 

nnd 


w 




u. 


it 


(N + J) 


"ft 

I, - 


,t>) 





(166) 






(ji, 


d. li. 1, sodaB Ton dou n' niif dor linkoii Soito doi 

Formol (XXXIX) vorkommoucloii Tliotnflmklionou n dio Argnmonto 
und die Koduleii dio n ' — » tlbrigoii abei* dio Argnmonto 0 bo- 
sitxon, wahrond iln^o Hodiiloit irgond woloho Vielfaolio dor . siiul. 
Hioraur vorfOgo man iin Itubmon dor Hedingungon (XXXI) fiber dio 
gnnxoii Zuhlon nnd die poaitivo ganxo Znlil r ao, dtiD: 

(157) «= . . . = “ 0, Oi«i, a, ,p) 

und 


(168) 



na 


nuft 


■ ,fi) 


d. li. » » wird, sodafi von don n' auf dor I'ochtou Soile von 
(XXXII) XU oinoin Produkto voi'oinigteii Thetafuuktionon n — L dio 
Argnmonto 0, dio aber dio Argnmonto und dio Hodiilon 
nctfty Ijositxty i^hrond dio Koduleii dor orsloron wioder irgond ivolcho 
Viatfiiolio dor sind. Die Formol (XXXII) stollfc daiin oiii Pro- 
diikt von » Tho&fiuiktiouon mit den Argiimouten und don Mo- 
dulou a.,u, homogeiL und liiumr duich ThoWunktionon mit don Argu- 
moiihin »» 


und don Moduion na. 


sicb tins Niiihvortou TonTliotafimklionoiiratioiinlzuBammonBetzoii, doron 


Koditlon 7ioIibcho dor Modulm a 


dar mit ICoofUixiontou, woloho 
ionnlzuBammonBotxoii, doron 
Bind. Dio Umkolirimg dor irormol 


•piif 

(XXXII) (Irllokt also oiiio Fnnktion hoinogon mid linear 

dui'cb Produkto von jo n Pnnktlouoa dar und Ifistdioobou 

gostollto Anigabo. 

Drfiokt man in dor Formol (147) die Fuuktion ** 

L ^ J 

Auf dio aiigegobene Woiso duroh Funkbionen 



t^bor (lio liOs. (log Triintifotrmtitioiisprobl. dov Thetnf. 
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sohoiul (lurch diose Formol cb» TransformatiouBproblem dor Theta- 
fimkbionon Ihr dio oUgoiuoiuo gauKKnliligo Transformation golbst. 
Dioso Liisung ist ahor insoforn iiocli uuvollsbiindig, als in ihr die 
KoofllKiontoii Hua NuUwortoii solohor Thottifimkbionoii Kuaaminougesobzt 
sind, wololio iiu allgomoinon uicht die Moduloii alin', sondom gauze 
Yi<3lltitilio dioaor ala Modulon habon. i^ur vollat^lndigou Losimg dea 
Tnmsfuriuationsprubloins bloibt olao uo(di (ibrig, alio dioso Thotanull- 
worbo (lurch dio Nullwcirto yon Thotafuuktioiiou mit den oiufaohon 


Moduloii altn' niisziidrtlckoii, wozu dio ndtigoii Furmolu wiodornin aus 
doni Xllh Batz png. 80 zu sohopfou siud^). 

Man \yir(1 omllioh ziiin Sohlusso diusus Pai'agrnphou nooli folgendo 
Beiuorkungou inndion. 

riJiS] 

Stntb dor Fnnktiunon 4^1 n kaun man sioh ebonso 

^ 1 

A+l llUMimkbionon bodiouou. 


gut dor 41^ Fuiiktiunon 


Man loiiin voii joiicii shots zu diosou ttborgohoii mit Hilfo dor aus 
dor Fonuol (XIX) png. 08 folgontlon Formol: 


0,1. >M~i r i) " T 

(150) «• 7'+i M..:« 

- ft J ^1. L ’n J ** 


IsU'urnor dua 'IVnnsTonnationsproblom dor'Chotafiinktionoii ftlr zwoi 
I’ranslbrnuitionon 7\, 2\ golOai^ .’wdali rili’ jodo dorsolbon die ursprttng- 
licho Tliobarunktion duvch dio transformiertun luisgodrtiulct ist, so or- 
hiilt mail aus diosou boidon Fonnolu (lurch Zusamiuonsidzuiig sofort 
dio JjOHUug doM Ti'ansformalionsprablonis Ihr dio xusaiumougosotzto 
Transformation Yon dioscr ZusainmonsoUung von Truns- 

formationsformolii wurdo von Horrn Prym uud inir, wio in § 11 
ausftihrliehor orfirborb wird, oin woitgohondor Gobranoh gomacht*, for 
dio in diosem Parngruphon vorliogundo Aufgabo scblioOb man daraus, 
da oinorsoits na(sli don TJntorsuohungon d(» § 0 nllo gauzzaliligeu 
Ti'ansformationon oinos gogoboncn Gh'ados uus oinoi' ondliohon Auzahl 
unlor ihnon, don Itoprilaentauton dor oinzoluon Klasson ii(|uivalentor 
Trnnaformationen diu'oli ZuaaminonBotzuug mit oinor ganzzahligon 
linoaron Transfomation orholtou wordon kcinnon, und audoi'orsoibs in 


1) Yorgl. dnxiiM011or,Znr TrnngibnnaUon dor Thotnftmotionon, Inniig.-Uigg. 
lloBtook 1877) KrnuBO, Zur Txangforination dor Thotnlbnotionon. Jjuipx. Ber. 
Bd. 46. 1808, png. 00, 840, 638 a. 806, Bel. 48. 1806, png. 801; undi Thoorio dor 
doppoUporiodisohon Punotionon oiner verllndorlldien GrUfio. Bd. 8. Leipzig 
1807. 1. Abgobnitt. * 



172 8- gamznliligo lincaro Trnnsfonnaiion dor Thotafunktionoii. 


dem jetsst folgenden Parogi'aphGn dns Transformationsproblem fttr die 
gauzzdihUgo lineare Transformabion Yollstiiudig geliist ist, dafi inaii 
die einer boliobigon gans^liligoii Transformation Girados out* 
sproebende Transformationsformol ana der dem nngolidrigen Bopriison- 
kiuteu oniaproohoudoii Formel uud der Formol fUr die ‘gnnaszahligc 
lineare Transformation zuaauimousetsson knnn, uud dai3 man sioh alsc 
binsiohtlioh dor Eoratolhuig doi' Transfoimationsformolii fflr die niobt- 
linearan gaimssabligon Transformationon auf die Buprilaentouton be- 
aobrftnkeu konn. 


Naob dem Xl.Satss ist endlicb ^ you oinem lijxpoiioiiiial 


faktor abgesobou, eiao Tbetafunktion Ordming von don Argumentov 
deu Modnlen o' and der Gbarakterisbilc 


LfJ- 


Iktraohlot man nui] 
e Transibrimitioueu 3\ 


1 versobiodouo uud niobt iiquivalem 
(v "»lf 2f •• -f 1) desselben G-radeS; etwa obensovielo lioprilHOii 
tauten niobt ilqiiivalonter IClasaen, so hubeu die Gruboii u', a, (f, / 
flir die Yorscbiodeneii Truuaformationoii T,, vorsohiodeno Worto. Di 
man abor in jedom Falle die GrSRen te, ff, h diii'ch die Grdfioi 
u\ g, h aiiedKlckon kaun, so kann man zn jodev Tranafonruttiui 
3\ Grbfion u = «W, a ==• g =*■ g^*\ A *=• so bostiminon, doIS di( 

61*61300 ft', a', g, stots die u&mliohou yorgogobonen Worbo orhaltoii 
Die so gobildoton JiP-1- 1 Fuuktioueu ■S’ ^bni diiim silinfc 
liob Thotafiinktionen Ordming von denselbon Argnmonten u' undMo 
dulen uud der gloiobon Cliaraktoristik und os bostobt folgliol 
zwisohon ibnen nach dem XVII. Satz pag. 40 oine linotu'o Uolatiou*) 


§ 8. 


Die gauazalillge IIubewo Vransfomatloii dev Tbetafiiuktioueu 


Im Falle dor linoai*en Transformation sagt dor XI. Satz aiis, dal 
die Fnnktion i7|u') eine Tbetafiiulction erster Ordnung mit don Ai'gu 


r 


menten den Modulou und der Ghorakteriatik ist, siol 


1) Sololie Rolationon ftlr don Fall p 9 bei Wilthoifi, Znv Thoorio do 
Tronsformniioii hjporolliptisohei Fimotionoik zweier Ai^monto. J, fdr Matt 
Dd. 00. 18S4, png. 17. * 


Bostimmung der TrftnsfomationskonBtaiiten 0. 
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also von dev Funkbion & 



a' 


untei'Bolioidet. Mon hat also: 


nav um oinoii konstantou Foktor 


( 100 ) 



1 

(« 0 * 

0 


^ 2 2’^. 
I'aal Val 



nud OB huidolt sioh nur uoch nm die Bostimmung dor voii den Avgu> 
monton dev Tlietnfuukbion uuahh^gigon Gv56e C. 

EvBotat mail in dev Gleiohung (180) die Thelafuiikbiouen duvoh 
die ihnon enlspvoohouden unoudliohon Boihen nnd drttckt dabei gleidi- 
xoitig links dio Gviifioti u mib Hilfe dev Gleiohungon (IX) duvoh dio 
GvOfion u' nuBj so ovhmt man ztinaohst: 




"1. 


^ 2 2 
^.-1 ..wt 


In dieBOv Gloiohnng fflhro man zur Toroinfnohung stalt dor Grdhon 
u' Grofioii X oiu inib Hilfo dor Gloiohiingon: 


(102) 







muUipliziovo links und rochts mib o nnd intogvioro sodonn 

nooli jodev dor Griillon von 0 bis 1. Man ovh^b dnnii, 

wonn man boaohtob, dnB 


(108) 


I 


itt 


dx 


I, wonn 
0, wonn 


0, 

0 , 


(rsil, 8,- ••,!>) 


ist, dio Gbidhung: 

-~«0| ■«I<4»00 


p p 
2 2 


(164) ^ J • J “ 

V It 



^ woboi znv AbkOizung 
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p p 

/isal 

P 


(166) 


+^2 K + ffi>) (2 ®® ) 

Htsil \*»i / 


+ 222 «..»+>. A. v®K®v' - 

ral ii«al vaal 


gesoiizii ist. 

Ifun setzo inau vomus, dtifi die Boteimiiiouto 


(106) ^ ,p+s 

dor Trftuaformationaxohlen dos zweifcou Qnaclnuiiion voii Null vov- 
sohiodeu sol, uud ftiliro Auf linlcen Soito von (104) nii Stollo dor 
Ijisliorigen Summationsbuolutabon m uoue » und q eiu luit; Ililfo dor 
Gleiohuugon: 


(167) 


in. 


t 




+ Qt 




Wonu inftu au Stolle dei* n und q gaiisso Zahlon ti'oton IHOI;, so lioibiii 
diose imtnor auoh Air dio m ganzzoliligo Worto, niul mau Icium aul' 
sololio Woise ancli alio (Iberhaupfc oxiatioi'oudou Sysbemo voii p gaiiKun 
Zaliloii • • •, iHj, or/ougon ; inaii brauobt nnr etiwa ftlr p » 1, • • •, p 

All Stollo von don kloinston posilivon Itost dor Zald nacli doiit 
Modul A/f zn soizou uud, ^vonn: 

(168) (/.=-j,8, -.rt 

ist, dio Zahlon niis den CHoiobtmgen: 

p 

(109) 2‘‘’.f+i‘"''“^r,>'„ 

S' sal 

zu bostimmou^ also: 

(170) 

Ai— 1 

m sotaon, wo ‘) dio Adjimkto von in dor DotorminniUo 

Aff bozoichuei Darnua orkenut man zugloioli, doO man dio q iiuf 
dio Worfco 0, 1, •••, V^—l bosobi'ftnkon kami, avo 7^^ don absolutoii 
Woi‘(i von A^^ bozoichnoby und on fi'Ugt sioh nun, wie ofb jodos System 
von p ganzon Zahlon nii, •••, m. auffcriit, wonn man dio n alio Zalilon 
von — 00 bis + 00 , dio q alle Znliloii von 0 bis 7^^ — 1 diiroli- 
lanfon lilBt. Zwoi Zahleusystaino n, g das oine^ n', q' das aiuloro 
liofoni abor dos gloiohe Systoin von Z^lon wonn: 

1) Ea wil'd kaum attiron, dnO hior mit y andore Glvdfiau wio in § S be- 
soiolinet vrordon- 



BostAuunung dov TmTisfoimatlonskonatanton 0, 
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(171) 

filso 

2' 

2 “k, !.+,.«-»,) + (P, .'-?,.) =■ 0, 


(172) 

% ” “ ‘Kz^ yv»p-\-p (sp ~ 9(1 ) 



isfc«, os mllasou nlso dio DiiFoi'onzoa — p/t dns KoiigruouKonHyslom: 

(173) (mod.V„) 

ti^t 

bofiiodigou. Sind umgokoliri; dioso Konginioiixon orftllU, nnd isi:: 

(174) 

SO liofoni die Zablcn Qif'“)Qp ’*i "i" 

*=«p + Pi', pp, wonn man sio in dio Gloielunigon (U)7) 
oinsotKt, dio niimliohon Worto fttr dio Zalilon nti, • • •, nif,. Da 
iiun dio AnssaUl dor Normnlldauiigon dos KungmousonsyBtonis (17*)) 
nndi dom VL Sals? pap, 59 botiligl:, st) wird jodos SysUan 

7011 j) ganzon Ztddon V{/"*-raal goliofort, wonn man tlio n von — no 
bis + 00 , dio p vou 0 bis Vy, — 1 gohon lillJt, uml os wird luis (H)4) 
dio Olcidmng: 


(175) 


wo: 




QX>"i(/p *l«"»**,* 0 0 


I' J» 


^Tt # A ft ^tA ft 

^ ^ «vv'Ovtlt'+^ 



p' 


*V Qp 



ist. 

Mon betrodkte nun dio in (176) dofiniorto GrSfie als li'unk* 
tion dor jp Gh'BBen a^, •••, und dor jp Zohlon n^, •••, «p und be^ 



176 V. 8. Die ganssohligo linoaro Tmimforuiation dor Thobafnnlifcionon. 


Keioline bio ontapreolioncl mifc odor ktliKor mil 

Mou erh&lt dnnii durcii oinfache Kooliimngoii Kimiiehst: 




(177) - 2^^^ ^ (f,. + 

P P P 

+ 2 ^ 


t-al 


Vn.1 fltal 

bierauB woifcor, indem man fflr die vorkominondoii OroBon A iliro 
Aasdrttcko (VII) iind fttr soinen Ausdruclc (XXVIll) sotzt; 

p p p 

?if|3i I »5 = ’J'fil! + « I OJ - ^ ".V. "v’V 

(178) _ ’■“* 

- 2 ^ ^ P,. «„ «i + ^ 2 >• i> N- 


Tuid oiidlioh, dtt iufolgo dor llolationen (III): 

r^l |ial 

P P P P 

=S 2 e,.,^ “ 2 2 “i-.f +/■ 


(179) 


iat: 

(180) 


V— i ;»'“i 

e«'«*l«» oW+«| 0 )). 


Man kniui dahoi* auf die liuko Seito von (175) fUr 1, •••,;} 

die G^loioimug: 

siiH'i 


(181) ^ I f{tt,.+ !i 6 ,)dai^ ^ ^ I /'(a!j(/.'c^==. f f((s,)dx^ 


anvendoii nnd orldllt: 


t +«o +00 ^ 

(183) 2 fdxi -fdx^ el'- = Vj;-‘ Ge'- 

dl.o.A- 




Jftal 


rt»l 


WO wx Abkttraung! 



liostimimmg dor TnuisformafcioiiBlroiiBtanton 0. 


177 


/(Bai fi’eal 


(183) +2j'(?, + ff,)fj ■^/iyi*=r+ 

V’laal / 

P 

' ^p+/. 


V«ot 


rasl /(Bsl 

goBotxb iaii, ulul wo jobKl; nooli diq anf dio Grfifien sSd bratlg- 
liclion Inbograbionoii auaxufttlu'on sind. 

Um dioaoB Ziol »u oiToidhou, dofiniero mail GrSBon • • •, Cp 
durcli dio Gltiidiungon: 


(184) <'=‘.v-.^) 

“ L ^ J 


uiid bringo U^q nntor Boablituiig dor Boaiohiingen: 
1 , 1 



'.P) 


Cal t-’al 


+ A.^AT 2 ^2 
(180) " 

” A “ 2j 2l 

/leal /«'=»! V***! 




Dio Aitaflllirniig dw auf dor roohton Seite von (182) atehendon Bite- 
grationen rediisiiort aioh dann anf die Auawm-tnng dea Integrals: 




(187) if 

mmrn 

ICraior. a^lMtafiinkUonoil 


P P P 

22 2\ l»+/i v* (•»-+«») K'+®v’) 


19 


178 8. Die gonstsBliligo lincATO Transfoimatioii der Thotof^nktionen, 


Dio bier anf doi* reoliten Soite im Ezponouten als Koeflizionten 
aiifbretondezi Gr0Ben 

p 

(188) (v,»--=i,a,...,ji) 

/u-l 

'besitzeii die ISigonsoliafton yon Thotomodulen. Zunilohsl isi, wio 
man loicht sieht, (v, i/-*« 1, 2, • • •, jp; v < t/) iind woikor 

ist auoli die aus ihi'on reellen Toilou 


(189) 





(v.v'*!,*,.. ,p) 


WO den I'eellon Teil yon bozoiohnot, gobildeto qutulratisoho 

p p 

Form 2 JS^vv’i/vyv’} ^ negntiyeu quadratischon Form 

twl 

P P 

2 2^uuf^u^u' durdh die reelle Substitutions 
•‘I* 


(190) 



,p) 


hoiToi'gebfy aolbst eine negative. Bezeichnet man also untor Adoption 
dor pag. 107 oingefdbrteu Bezoiobnimgsweise mil \f dio 

in ihron roollen Teilon nogativon GriSBens 

( 191 ) 

Oh Wp-l,,,-! 

und mit 2); • • •; L dio Ausdriioko: 


6(5 . 6 (*> 

k =Ci +^(;«B + ^b)H-“- + (iBp_i + Cp-i) + (ii;p+ flp); 


6SV 


(192) 


6(5 


j(p — 0 
Op- 1 , p-l 


h 


BO Icaun man don genannton ISxpononton in dor Form: 


(198) 


_ ^ fe + o (“f + «,’) ” ^ \ (®c + y 

vmi iSi ^ ^ 

aIb Summo yon p Quodraton linooi'oi* Funktioneii dor x dnrsteUon 


BoBUmmung dor TrgosfomnttonBlconafcimton C. 179 

iind erliiiU mib Hilfe der ITormol (19) X)ng> 97, wemi mail 
dafi auf Qiiind von (188) 

(194) 


ist, fUv das IniograL (187) don Wert; 



Filhrb inmi dioson Wei't in die ^leicliuiig (182) oin, naobdom mnii 
dorb den i^xpoiiontoii duroU den untov (180) da^r nufgQstollton 
AusdiTLck Qi'setssb bat, bo u'hUlb man: 



Nun isb abor auf Giruiid von (XU): 


nnd da 

44 awl ttWl \ »sal y 


oIbo wogon (II): 


7 i I ** 


" /iCi \ X=1 / 


ist, 80 orhRU man, indem man dieson Ausdrnolc in (197) oinfd'hi'b: 

(200) — A_r^ ®i>+'^iP+;4' * 

■*4 



180 V. 8. Die gauxzahlige linaaro TtouBfonnation dor Thotafirnktionon. 
Dei' Exponent auf der redaten Soite ron (106) wd also: 




rs»l »■»! u ■»! 


ml 


Ersetzt man hier die ^rd&en ff, h duvoh ihre Ausdrttcko (XXyill)^ 
so erh&lt man unter Beinitzuug der Belntioneii (11) dnraus loiolit don 
neuen Ausdruck: 


( 202 ) 




;»+ /I +!■,>) 


/t'smi 


" 1 >■^=1 /»=1 


ml psil 




SCI 


mid endlich, indem man dieseii in die Gleichung (100) oinfdlivl, lllr 
G den Wert; " " . ' 


p p p 


^ 1 2 


)»! 


(203) xe 


p II ji 
, /ml/('Bl Pol 


j P P P 

2^q\p^‘^} 

PMimi/IBl ^eal (I'sasl 

j P P p 

fajpa] ^ 


xe 


Man hat daher den 


XDC. Bata: Boi der gamssMigen Imm'm U!rmsfmnali<m Mngt 
m w^W%Kcftfl l^eiafmldim mii der trtmfomierlm mawnm 
m Gnmvu,ng: 


]?ormol fQv dio ganzsEvhl. Irn, Trimif. Isei boli&b. j>. 
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(XXIX) »K]M.-=Or‘'»|]]{«'L. 

BaUi si/nd die Gropen U, 74 dwelt die Qieicltimffm (XXVII) md 
(XXVIII) de^nioH^ G aher ist mte von dm Argwmeitten dm Tketor 
funktion mdbMngige Mpe, dcr inan unier dor Vomttsselmig, dap die 
Delerminante 

(XXX) Ayi *=2 ± ^,#+t ^ .pH-> “■ 

eimt von Null verscltiedmcn WeH hesUgl, die Form: 


(XXXI) 0 - —.1/^? & • 

^ * y ^it^A 

ffdm IcanUf mbei mil dcr ahsolule Wert von hceeiehmt isi, 
mhei fernetj wdhrmd Yt,p\-n ^ Atynnkle von «» dcr Bel&'mi- 

nanie A,, h&seitdmcl^ mr MiUireimg: 

I T T ^ 

- a77 2 2 . 


(XXXII) fl '“■* 

und; 

fXXXUI) 

geaekl kit v)Qh(n ferner h) den AuadrucHn 


Vit-.Qp . I V' V* 'V 

ffmlfi'wml vaal 


|/>«l ^jsaJ 
1 ’>& 


V=1 (l*al 


10 


(XXXIV) 



+ ^rPH-/. 

%-¥rfp^p+v,p+n(Pvn’Ofi' ““ ^vtp-i-n'^n^ 


le/feidlmet, md wdbei mdUcIt ew BosUmmmg dea Voraeiiduins der mf' 
dm retdtim Saiie stNumden TFtwjrcJ die Qleidltmg: 



(XXXV) 
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(XXXVI) 




6<*') 

**pp 


P 6<P-i) * 


^ ^VtP+ii-^pyi ^irr “* 2" ±''u 


ist, wdJirend jede dor p oaf dot' recHiien Soiio steltondan Wureeki & 
aummdhen ist, daft Utr roeUer Toil posith toirtl 

Der Fo.ll p =>1 wird iiii n5(^i8ton rnmgraphon gosoiidorb boHproohon 
fttr j) > 1 iot dio Formol (XXIX) xiioi'st von Hoi'rn Gordan ^) umt Rodani 
von Olobscli und Gordan^ augogobon woi’dou; dio lioHlimininig do 
Konstanton 0 ist abor liioi* nnr ao woit durchgol'tthrt, ala dioHull)o von doi 
Thotamodiilon abhiiiigt, w^liread ftlv dio Bostinmuing dos daiin nooli nbri; 
bleibondon numerisolion l^ktora aiif die iiSorlogang dor gogobonoii Trans 
fonnation in oinfaoho nach deni Y. Satx vorwioBoii wird. i)iu ini Vorigo 
mitgoteiUo vollstUndigo Besiunmung dor TraneformatioiiHlcoiiRtanton bn 
auei'at Horr Wobor*) oogogobon. 

BozUgliob dor Eigensobafton nnd dor 'WortboBtininmng dor oinon 'L'oi 
dor Konstanlon 0 bildondon niohrlbdion ,yGanl3sohon Sninino** (/ (XXXII 
mag anf dio boidon Abhandlmigon dor Horrcn Wobor^) nnd Jordan^ 
verwloson woidon, in doron lot^turor insbosondoro gozoigt. wird, dali ina 
jodo Rolcho ^-ftioho GnuQsoho Bummo durch lOinfUlming nriinr Buinniii 
tionsbiiobatabon in daa Prodnkt von oinfnohon OaniiBobon Bninniun, wi 
sio hn folgondon Foi'agiuplion aiiftroton, xordlllon Icann. 

I3oi dor obigon DarHlollung doi' KoiiHtanfcou 0 wurdo voraungoHotz 
daB dio Botormhianto (XXX) von Null vorBcliiadon iKt. Korr Wnbnr’ 
bat goxoigt, daB sioh im Fallo Ay^«0 dio KunHtanLo 0 diiruh nin 
Gaiiflsolio Sumino von wonigor Yariuhlon aiisdrUolccn lilBt, doron Anzalil 
gloieh dom Rnngo von ist$ ob Btoht dioB in tlboroinstiinniung mil. doi 
von Uoi-rn Prym®) und mir gofimdonon Rosnltato, dnJl oino «ol«ho I’rani 
formation siob stots in dor Form darHtolloii Hlilt. J' 


1) Gordnn, Sur la tranyfovmation dos fouotionH abdlionnoH. 0. H. JUl. fli 
1886, png. 086. 

8) OUbsch imd Gordan, Th. d, AboL*Bohon FunoUonon, pag. 818; vorg 
auoli Tliomao, Bolbr. ssur Thoorlo oto. J, fUr Math. JW. 75. 1K78, pag. 88d. 

8) Wobor, Dbor dio unondl. violon Fonnon oto. J. ftlr Matb. Hd. 7- 
1878, img. 67 1 auoh: ZablonUioorotlRobo Untornuoliungon aiiu dom Gobioto d( 
oUiptiBobon FuncMonon. §18. Gbtt. Nnobv. 1808, pag. 851; fUr don HpuKiollc 
Foil pea 9 dnKu Misobpotor, PromohionHsohrift flbor dio TraiiRformiiUon di 
Thotnflmotion mil awoi Yariablon, Iiiaug.-BioB, Rostook 187d. 

d) Wobor, Ubor dio mobvfiiohon GauBeobon Summon. J. ttir Math. lid. T 
1878, png. Id. 

6) Jordan, Sur loB Bommos do GauB it plusioiin variabloB. 0. R. Bd. 7 
1871, pag. 1810. 

8) Ernaoi und Frym, Neno Gtundlagon oto., png. Od, 


li'ormol fllr dio girassiahl. lin. Tnuisf. im Falle j> -t 1. 


1 


nuig gonttgon hior oat dioso Funkto kun hingewiesen m liabon} in oineL 
spUtoi'on Farnginphon (§ 11) wird gexoigt wordon, wie sidh der Fall 
stots naf don Fall roduzieren IftOt. 


§0. « 

Her beaoudere Fall i> ss 1 . 

Im besouderoii X<'nllo p>^t liafoi'fc der XU. Batz, woim man der 
einfaolioim Boliroibweise wogen die Tnuiafoimiationszaliloii 0 ^^, 

Ojis mill a, y, S bozoiohuei, den 


ZIU. Sate: Fiu' die gmuiMahUgo lineare Transfomation: 
(XXXVII) T- 


a 

§ 

y 

d 


Y> 


(XXXVm) ad-l?y-l 

geniigm, hangt die wspnl/iiigliclie ThetaftmhHon mit der U'amfot'miertm 
msmunon dwrcU die Gleicltung: 

(XXXIX) <^[2](«). = l/p 0(-|) 

Dabei ist: 

A ttjti -j- fia, B^yjd + da, 

B 


/ «« 




(XL) 


5 — — /3/* + ia/1, ~ yfif + dh + iyd, 




V'to ft) — — 2j3y^ft + /Jdft* — aydg + /3ydA, 


md 68 id die der r&diim Seiio stdiende Wuml so au80Wfifdmt 
daft Hir reellor Toil posiHv wird. 

Dnbei isb. /S > 0 voransgesotztj dor Fall «-od — + 1 er- 

ledigt sioh sebr leiobX, da in diesem Falle 
( 204 ) + — t*, o'«-a + yrt» 

isfc, imd folglioh die uraprttngliobe Thetafnoktion mit der transform 
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y. 0. Der bosondoro Fall i> «> 1. 


mierten gemafl der Formol (XXI) pt^. 70 ssnsammeiihibigt duroli dio 
Gleidmng: 

(206) » H («)a = * [fl («),. 

bei der 

(206) h'^1i + ^Y-yff 

ist. Die Faile /3 < 0 imd /? = 0, « =. tf =• - 1 IciiimoJi abor auf dio 
soeben bekachteteu beiden PiUle ziirttokgoffllirl; wordoii, iiidoin niiui 
die Transformation T aus dor Ti'Misfoimation; 

— « — § 

(207) - 

— y — 0 

and der Transfoimation: 

-1 0 

(208) — — , 
fllr weleho 

(209) — J3= — a, w'« — it, 
also gemftfl der Formal (XLU) pag. B6: 

( 210 ) 

ist; zusammensetzt. 

Naoh dem Vn. Satz lafit sioh im Fallo p "> t jodo gaiiz- 
zoblige linoare Transformation aus don xwui olonioiilaroii y], Ji 
(XXII) als erzougenden zusammonsotzou. Dio dor orsloruii; A, (Uit- 
spreoheude Trausformatiousformol goht uns (205) I'di* y > t horvor; 
die der letzteren, S, erblilt man aus (XXXIX) fdr a *--« it -- 0, fl I, 
y — 1 in der Gestalt: 


— « 




-y 

-1 


0 


- 1 


( 211 ) »[!](»). 

+ « 

und orkennt deroa Ubereinstimmiing mit doi- Forinol (III) png, OK, 
Lie Summe ^(— y) iHBt sioh duroh GanJiacho yuminon'): 


^ 1) t)ber dio Ton G-auA in soinov Abliaudlnngi Summalio quarnmdani HOidoriim 

^gmanum. 1811. Wwko Dd. S, QOttingou 1878, png. 0 oingonUii'toa Summon vorgl. 
Bnohmann, Zoblonthoono 2. Bd. Leipzig 1804, pag. UO; xii dor jotxt folgondon 

WertbaBtininmng dor Summon g.(ft,n)uud vorgl. noohs KOnigaborgor, 

Vorl.tl.d.Th.dor dUiptiaohon ffiinotionon. Bd. 2, pag. 00 u. f., Lavid, Surlatrans- 



AuBwOl'iiung d<» Onu&soliQn Summe &, 
a*j<< . 

(212) ^(fc,n)-2^6 « 

ausdrUokoii. Es ist iiftmlioh: 

1. wonn a gorado, also /!i uugorado ist: 

( 213 ) “?»(— 

?=® 
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2. wonn a ungorodo und /3 imgerado ist: 


(214) 




3. wonn tt ungorodo und /) ist: 

(2 IB) a (- r ») " . 0^“'"' - ^ y (- a, 2/3) 

Nun ist abor fdr iingorados »: 

(210) ')>(ft,») = (^)«*'‘’"”'3^, 




ftlr goradtis n «= *2"n' und nngotitdos h im Folio )e > 1: 




V' 2 «, 


(217) ,.(/.,«) -(5) o' ^ 

willirond iin Folio jc «» 1 (p{h, ») don Wort Null bositet; und os or 
gibt sicli (lalior: 

1. wonn a gorado und /3 ungorodo ist: 

(218) = 

2. wonn a ungorado und |9 ungorodo ist: 

(219) 

3. wonn a ungoi'odo und § gorode, § « 2^/3' Ist: 

( 220 ) 


formation doe fonotions 9, J. do Motb, (8) Bd. 0. 1880, pag. 187, und Ilormito, 
Sur quolquoB fbmiuleB rdLativos ^ la transfonnaiion docs fonotlonB oUiptiquoa. 
J. do Noth. (8) Bd. 8. 1968, pag. 26) audi 0. B. Bd, 46. 1868, pag, 171. 
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V. 0. Dor boaondore Fnll bx 1. 


Zu don Formoln (218) and (219) wird man boraei'kon. Da /: 
imgoi'ado ist, so iafc: 


4V-1) 


(221) (})-a 

unci man kann dalior dio dleiokungon (218) mid (219), iudoni mai 


m. 


ihro raoliton Soiten mib 6 a ^ znnltipliziorb, in dio gomoinsonic 


Foi*m: 

( 222 ) 




bringeu. Man konii nboi* im Fallo, daJi ^9 ungemde isb, dio Hnuimo 
Q unoli nooli auf ando^ Woiso nuf oino GauBaoho Snmmo ro- 

duzioi'on. Boabimmt man niknliob zwoi ganzo Zablou m, n so, daB: 
(228) ai"W»/3 — 8« 

ist, so wird 


tii an 


rri 


(224) ff 9 (4»,/J)=.(|.)o«‘^ 'y-fi 


Dio Formol (220) dagogou kaun mim, da 


jr/ 


(226) 




7ft 


e 


L±J 

f 


iab, jo nnolidom a/S^+l^O odor 2 (mod. 4), also sboba: 


^P--(«r+W l+(— 1)» • 




(226) 
iab) in dio Goabolt: 

(22T) G (-^) - (:^) 

bringou, und os isb daboi: 


(228) 




/ft 




, woun X gorndo, 

1, \70nii X ungerado. 

Dio Summo bositzfc Bbnliebo Eigonaohofbon, wio die 

GauBsobo Summe gj(h, »); 7on ibnoii soUon hiei* oinigo nngogobou 
wordon) weloho fQr dio lineare TronsformaiLon dor Thobofunkblonen 
sine !BolU spiolon, 



IDigoiiBohoAon dor UnoBaohcii Summe &, 
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3ijs isfa: 
(228) 


/»-l „ 

90O 


Ftllu'b mnu hioi* nn SboUe von q oinon nouon SnmmatiousbuobBtabeu 
X oin mil: Ililfe dor Qloiohung: 

(230) Q = (S~[-Xf 

so erliolt man zuniicliat: 

■ 1 


(231) ff{^)0(-f) 


l*-» ff 
<BaO 




{i--n 


Nun bositzt abor dio nn lotetov Stollo stobende, in besoudere Klammern 
oingoaoblossouo Suinmo nur dann eiuon von Null voi'sohiedoneii Wort 
und Kwar den Worl /3, wonn axsO (mod. fi) iat*, es fallen daber in 
dor Summe naoli x, da a relativ prim m /3 ist, alio Summandon weg 
init Auanalimo doa orston, dom Werto r »■ 0 ontspi'eoheudon, und man 
orhiilt'): 

(232) ^ (i)^ (-?)“/*• 

Zur Horloitung oinor woiteron Eigonachaft dei- Summe 

soil das Frinzip dor Zuaammensotzung dor Tranaformationen benutzt 
wordon, in dor Woiso, daB man die Tranaforraation T ana zwoi Trone- 
formationen 7\ und 1\ zuaammonsotzt in dor Form T’^T^T^ und 
dio dor Transformation T entsprecbondo Thotaformel (XX2QX) mit 
joner vergloiclit, woloUo duroli Zuaummeneotzung dor den boidou Trans- 
formaiionen 1\ und 2a ontaprocbonclen Formeln ontatohi 
lat: 


(238) 





0 

1 


-1 

0 


1\ 


/3 

— a 

d 

-y 


so orl^b man auf dieso Weiso zunUchat: 



Dio boiden auf dor rocbton Seibe sbebonden Wurzoln kSnnon zu einer 
einz^on voi'oinigt werden. Sind xmmlich a-\-l)i und c + di kom- 


1 ) Dor Qlaichung (SSa) (miapriobt f&r dio Suuu&o n) jono Formel von 
OanB (a. a. 0. Art. 06), wonotdii 

(fiSO) m) 9 (— ft, an odor 0 

je noohdem n ungeitado, s 0 odor ^ a (mod. i) iab. 
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V, 0. Dor besondoro Fall » 1. 


ploze Zahleii mit positiyon roellen ^reileu, tmd bezeiohuot man allgemoiii 
jonen Wni-sselwei’t doi' komplexeu Zahl x + yi^ fttr woldhon 

del* 1*06110 Toil positiv \si, so isi stots; 

(236) ^ ™ 

donn ist: 

(237) hi ct (ii, '^G + di^y~\-di, 

wo also ct > 0, ^ > 0, so iat, wio sioh diiroli Quadrioron diosur Glloi- 
ohiingon zeigt, *il 80 «nd folglich ((y>^8\ 

OB isi also dns Frodnki: 


(2S8) 


'^a + -h di ”• («y — (?tf) 4- («J4-|?y)» 


oino komploxo Znhl mil posiiivom reollom Toile, womii die (illoioliung 
(236) beiriosoii isi. Nnn zoigon nboi* dio Glloicliungon: 


(230) 


~(r 

a 

faA 


— ffflp 

* 

(f 

«ylo ^ a _ __ 

iccAJf, AAt 


in donon. nllgomoiii j^g doii vai 0 koiijugioi'i komploxon Wori bozoicliuofc) 
daD dio boidon anf dor 1*00111011 Soito von (234) uuLor duti Wiir/.o!- 
swiohoii stohendon G-rdfioii in dor Tai Icomploxo Ziililen mil positivon 
TGollon Toilon sind, und os isi dahor: 

+ -I- + 


SoisL man dioson Wori in (284) oin, orioili hiorauf dom Modnl a 
don spoziollon Wort: 


(241) 


a 



und 16at dio oiitsiobondo Gfloicliung naoh nwi; so orlilllt mnii^): 

(242) <?(_«)„ 1/1 

— — — — _ "1* 


1) Dor Oloioliung (S48) onUpriohb boi don Gt-nuOsohen Summon n) jono 
lloziproisitibiflboslolmng, yrololio Kronookov (Dboi* don vioricn OnuBsohon Dovois 
(loB Bo 2 iproHiillf»gosoteoH fdr dio qiiadralisolion Rosto. Borl. Dor, 1880, {tag. 080 j 
Yorgl. auohi Dbor dio DirlohloiBobo Moidiode dor Woriboablmmung doi* Onufisobon 



KlgonBOliafton dor GaufiBolion Summo Q. 


18! 


Isb dagogon 
(248) 



so orliiUb man ?iuullolisb: 


T. 



■h + + 




»(-f) 


und liioraiis niif dio gloiolie Woiso wic obon: 

(246) 


Bio im vorigoii Famgraphou ftti* bollobigos p dui'ohgofnlirto ]3oatim* 
mung dor Konstanto 6! dui'ch Tjilogratio]i vriii’do fth* « 1 zuerst von 
llonnito^) angogobon. Eino aiidoro Kothodo dor liostimiuung dor Kon- 


Foihon. lliunb. MitUi. lid. 8. 1800, ^mg. 83) gofnndcn iind in dor ologanton 
Form I 

(846) 


(y?) 

\T) 


dnigoHtollfc hat, boi doi* q oino nilioiialo rain iimiginllro SSahl, (y^) jonon Wunsol- 
vQib, doBson roollor Toll positiv iat, und 0 dio Snmino ; 


(847) 


a 




bozoi(diuoii. Bio Gloiohungeu (248) und (846) atollon, wio aobon ilu'o Uhnliolio 
Form vormutou lilAb, ui^b zwoi woaonblioh veraoliiodono Eigonaohafbon dor 
Snmino G dav. Ersobxb man in dor Gloichung (848 ) k diiroU d, ao knim man 
durch EinfAhrimg uouor SummabionsbucbBtabon vormiltelub dor Gloicbungon 


9 M tt0 bozidblioh $ 


yff 


dio Summon O 



und G 


(l)‘ 


in dio Summon 


G (" '^) ^ (~ '^) dborfUbron und ao nua dor Gleiohung (948) dio Qloi- 

ohung (846) abloitcn, •» Endlich wlrd man nooh bomorkon, da0 man dio Gloi- 
dbnug (848) anoh dirokb, obno Zubilfonahmo dor IVanaformnfcion dor Thoba- 
fiink^non govinnon kann, indom man dio Formdl (4) pu^. 08 anf dio Ftmkblon: 


(848) 






onwondot. 

1) Eormibo, Sur quolquos fbmulos obo. i, do Sfabh. (3) Bd. 8. 1868^ 
pag. 80{ vergL anoh Fuhrmanni Txanafoimabion dor G-Funoiionon. Frogr. 
Ednigsberg 1864{ EOnigsberger, Yoxl. d. d. Tb. dor olliptiaolien Funobionou. 
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Y. 0. Dor bosondoro Fall p « 1, 


stanto (7, weloLo von Horm Thomao^) lioiTUhi't, bostohi dai'in, da0 man 
den Intoralon Toil doa Thetomoduls a eiiioni iniioiinlon Violfoohon von %i 
gloiohsotsst uud hierauf don raollou Toil ll'ull wordon IttBt. 

Kaoli Formol (XVJli) pag. 68 ist nllmlieh: 


(249) 



Ist m goi-ado, bo sotzo man man orb&lt danii auf Grand dor 

Formoln (XXlj pag. 70 und (XLI) pag. S6: 



und woitor, indom man auf die Thotafiinktiou dor roohton Beito dio 
Formol (211) nnwendot: 


(361) 
Da nan: 



(0)_2.fi 




(269) 

ist, so foigt ans (261) 
(268) 


11m -O' 

rcaO 


s. 

L»J 


(O)i^ 


ft — 1 









Ist m ungorodo, so sotao man q ^ 2n{ man orbUll dann auf diosollx) 
Woiso: 


(264) 



Sn 


9 ()n, 2n). 


Mit Hilfo diosor Qloiolmngon Icann nun dio llostimmuiig dor 'L'ranfl- 
foimationskonstante folgondoimaBon boworkstolligt wordon. Man Hclsroiko 
dio Formol fdr dio ganzsalil^io linoaro TransForinaiion, indoin man /if »> /» !»> 0 
sotsb und den von dom Thotamodul a nbhllngigon Toil dor Ti'ansforina- 
tionskoiislanto sioh mit Hilfo doi* Difforoiiiinlgloidirangon (XXTII) pag. 28 
bostimmt donkt, in dor Foirnii 


Bd. 2 , pag. 68; David, Suv la trRnsibYmatioi] oto. J. do Mat)). (B) Bd. 0. 1880, 
pag. 187; Landsborg, Ziir Tliooiio dor GauOsdIion Summon ota 3, fflr MaUi. 
Bd. 111. 1808, pn|p. 384. 

1) Thoinno, Abi'lQ oinoi* Tlioorie dor oomploxen Funotionen und dor 
Tbetafunotionon oinor Yorlindorliblion. B. AuR. Hallo 1878, pag. 187; vorgl. 
dasuHagor, Ubor die linoaro Transformation dor Thobaftinolionon. Inaun.-Diss 
Gottingen 1877. 



ThomooBoho BoBUmmusg dor TrauBfomationBkonitanto. 
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(865) *(„). = 0./^ 


und setKQ darin: 
(266) 

Da Itiordui'oh: 
(267) 


a — y — 

/ /X / ** I J J 

«-0, + 


wil'd, BO nimmi; dio Fonnol (266), wonn man sio nooh links and iiuhtB 
wit multipliriort, die Gestalt! 

(868) y:^^>(0)^_ . _ = C„ . i (0). ^ 

an tmd liofort, indom man «* **• 0 wordon. 16fit, ftti* Gg die Worts: 

1. woim a gorade nnd /3 nngeitide ist; 

( 269 ) C„ = g,{-^,p)-, 

2. wonn cv ungerado und p goiivdo ist: 

(200) Oo-i?.(-«, 2(S). 

Diose Bosultato Btirainon abor mil don IVtlhoi'oii, wonooh gomUB (XXXIX): 


(261) 




und gornUB (218) mil (216): 
(262) ff (_“) = ’’( 


wonn u gorade, 


^g)(— a, 3jS)e^ *'*^’**, wonn p goi'ado, 


iet, wio man leioHt sieht, tlboi'oiu. 

Sind u und p beido nngerado, so kann die Bormol (266) nioht zur 
BestinunTmg der Konstonton Cg in dor obon angogobonon WoiBe dienon, 
da donn &o anf dor roehton Seito von (268) stohendo Thotaftinktion 
nioht mohr gogon oinsn foston Qi'en^wort Iconvorgiort, wonn y -« 0 wivd. 
Mon wil’d dnnn dio gogebone Transformaidon dor Qleidlmngt 


( 268 ) 
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7. 0. Dor besojidoro Fnll j) » l. 


entsproohoud aus den awoi Tranaformationon (248) ssusaminensotaon, (Inrun 
erstor die Pormel: 


(264) 


Ji 


ontsprloliti boi d(3i' nadi d(un sooben Bewiosoiiou: 


(266) 


^0 


9 j(— Y, dj, wonn y gorado, 
^v{~Yi y ungoradO} 


iat, wiLhroud die dor Kwoitoii ontsproohendo Fonnol die Fomol (2 L I ) ihl , 
Vei'gleicht man die nuf soloho Woise diu'ch ZuflnmroonHotaung 
Formel mit der Formol (266), so orhftlt man xur liostinimung von 
die Gloiohnng: 

+ + + 


(266) 




und aus di(]sor, indem. man fttr a wiodor don Wert (241) oinaetxl.: 

(267) 

+ 

Dali dioBor Woi‘t mit dom mitoL' (261) ongogobonon tibttroinsUininl, i»i 
unter ZuKiohung dor Gloichiuig (246) loioht au soiieii. 

Sohon Jacobi') war im Bosituo von Keihodon xur liostimniung dnr 
Konstanton dor linearou TiimBformatioji; or fnlirt an, dnU oiii do|ip(illi<r 
Gong doi' Untersuchung xii diosor Bostiinmnug I'dliro, mibwodoi' iinlioliil 
oinor Kettonbruohontwioklung odor mittolst der GauDBobon Summon. ())> ili«r 
lotstero Wog mit dom oboii nngogobonon Thomaosohon sioh dccld., IllUt 
Bioli nns dor knrxon Aogabo Jaoobis und boi dom Mongol woitoror Niioli 
liohton ni(dit omohon. Bob Voribhi'on doi* Kottonbriiohontwiuklnng lint 
lEorr Gordon') aufgonommon, abor erst Horr Landsborg') Ins xur voll' 
stftndigon Bostiimnung doi* Koiistanlon durohgofdhrl. Horr Gordon roliii 
dagegon, naohdom oi* dio Kottonbrnoliontwloklung nur sur Brjnittlung dci' 
Gestalt (266) dor Transforinationsgloichung lionnisl hat, dio KonKtoubMi' 
iioatiuunung in oinor oigontOmliolion Woiso duroh, doron wabro Bodontuiig 
erst spdtor (§ 11) aufgQdookt wordon wil'd. Er drUokt nUmlioh in dor 
Transfoi'niationsgloidiuiig (266) links dio Thetafimktioii mit dom Modnl 4i 
duroh ThotarnnkUonon mit dom Modnl /3'a und hioranf dioso dui'oU Hololm 


1) Jacobi, tlbor dio Difforonlialgloiolinng, wolohor dio Koihon 

±ag*-|- oto., + o*"®* Qondgo loisten. 1847. GoH.W«rki* 

Bd. 8. Berlin 1888, pag. 171. 

B) Gordan, tfbor dio Tiansformation oto. Hab.-Sohrifb. Qioflon IHQHi 
Torgl. auoh Bnnopor, Blliptisoho Fnnot. oto. Hallo 1876, pag. 848 u. f. S. Auli. 
Hallo 1800, pag, 400 u. f. 

8) Landsberg, Zur Thoorio dor GnuOadion Summon oto. J, Xttr Math. 
Bd. 111. 1808, png. 884. 


Historisdios, 


19s 

mit dom Modiil jSX aus (Porraoln (XVIH) pag. 68 iind (TYT) pag. 70), 
Mohls (lagognii die Thotafunktion mit dom Modul a' duroh Thetafank- 

tioiion mit dniu Aiodul a — ^ «* =» iind liiorauf diese dui'dh soloha 

mit dom Modul J3 jI (I’onuolii (XXIV) pag. 76 und (III) pag. 98), und eiv 
lUill lum Cq duroh Vorgloiolnmg dor linkon und roohton Soite. 

lOin ilhnliolior (lodanko ist von Bosoh^) vorfolgt wordon, woloher 
dio BoHbiminuTig dor KoiiHtunto duroh Einfllhrung aolohoi' spozioUer 
Modulwortfl voi’RUuht, fUv woloho sioh dor ursprttngUoho und dei* trana- 
formiorto Modul nur uin ganxo Violfaoho von ni untoi'sohoidon. 

Soil nur doH Quadrat dor IVansforniationfllconstanio bostimmt werdon, 
so kann dioH Kohr loiohl gosohohon, indom man dio linoaro Transfoiuna^ 
Uon T auf dio linko und roohbo Soito dor Gleichung^): 

(aoi!) <>;,(()) = i«„(o) ^^(o) fl.„(o) 

ainvondol^). 

Ihidlioh Roioii dio hoidon Avhoiton von Oayloy*^) orwUhnt, in doreu 
orator o]* im AnHuliluaao an oino frUhoro'*) Darstelluug dor Thotafiink- 
tiouoii duroh unondlioho Produkto oino Abloiiung dor Formol fttr dio 
linoaro 'J'rauHformaUon gibt, oluio abor arif dio Bostimmung dor IConatanteu 
oinxngohon, willirond or in dor xwoiton oino VoiiBkation dor Ti'anaforma- 
tionafonufll duroh Znaammoiisotzung dor don boidon Transfoimationen 



ontapi'Qoliondon b’ornioln durulilllhrl. 


§10. 

Ziirftokfdhvuug ulolitgauazalillgei* Transfomatioiieii aiif 
gauzzahllg^e. Die IMCultlpllkatlou uud die Division. 

Vtw jodoi* gaiiaaaliligoii Tranaformation T von dor Ordnuiig n gibb 
oa immor oino luidoro ganaaaliligo Ti’ansformatiou wolcho duroh 
dio Gloiohung: 

(870) « M, 

1) BoBoh, Boslimmung dor bei doi* linoaron Binfoimung dor 6-Vnnotion 
auftrotondon TransformationBoonsbanton. Frogr. KOnigsborg 1877. 

5) Biolio Eap. YII, g 11. 

8) Thoiuao, Bio Constanto dor linoaron Transformation dor Thotafhno' 
tionon. GUtt Naohr, 1888, png. 181 und Ennopor, Bomerkangon dber Thota- 
fiinotionon V. Gdtt. Naohr, 1888, pag. 877. 

1) Gayloy, On the linoor trauBformabion of the Thoio-ShinotionB. mosb. 
Bd. 18. 1881, pag. 61 und: A verllloation in rogard to the linear transformntioii 
of the Theto-FunotionB, Quart, J. Bd, 81. 1886, pag. 77. 

6) Gayloy, Mdmoiro sur Iqb fonoUons doublemont pliiodiquOB, .T. do 
Math. Bd. 10. 1816, pag. 886. 

KrAiOV, VbotafnnkUonni. 
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in der JIf die Tranaformabion: 


(271) 


to 


fia 


nto 


fttt 





YOU der Oi'duung n* bezeioliiiet, Tollstiindig besbiromt isb. Dio TraiiB" 
formation *J\ isb gloioh&lU wio T von der Ordnuiig n iiml ihro 
Transformationassalilen aitul dui'oh dio Giloiohniigon: 

^*^p+nf+juf Hp+r . 

(U, I^sa1,2, ••■,«) 

W W 

^p+r,/tt ^p+fi,p+r 



beabiinmt. Dio TranBforinnbion wird die taw Trnnafoimniion T 
9H]^meniih'e gonaiinb; man siobb, dafi anoli umgokobrb *J\ M also 
auoli T <liQ zn 2\ aiipplomontaro Tranaformabion isb. Im J^^dio n ~ 1 
wil'd die Tranaformubion JIf zm* idonbiaolion J, dio snpplumonliiro 1\ 
zur iiiversQii 

Die Transformation JIf hoi&t dio MuliipUkaHonf dio zu ilir in- 
verse Ti*anaformatioiiJIf"* von dor Ordnimg ^ isb dio luubtgiinzznliligo 
Transformation : 


(27B) 


fl) 


■pa 




. I, a,.. •,«/./ 


wolche dio Division goiiannb wird. Mitbolsb dor Diviaion kmm man 
nun jedo nichbganzzahligo Triuufoi'mnbion T auf oino gtinzzalilign m- 
rttokfttliroii. Briiigb man iiamlicb dio XCoeflizioubou von T auf 
gomoinsamoii Noniior sctxt also: 


(274) 







WO i oino positive gauza Zidil, dio ganzo Zaliloii bind, so kanii 
man die Transfoimabion T; 

(276) 

tssi 

ana den boidon Ti'oi^orinatiauon: 

(2T8) ■ 




..,p ' 




• b>1 

\u»al,9,> 

"tp ’ 

..,9a 


zuaaminonBatzeu; von donen die ersto eino Division ^von dor Ordnuug 

dio zwoito nboi' eino ganzzabligo Tranaformabion (von dor Orduimg 
^^n) iab. 

Ftlr dio Hultiplikabion (271) iab: 



Dio MnlblpUkaUon dor TliotaAinktionoii, 


196 


(277) 


A 


nv 


nsttf WOUU U = Vf n 

0, worni 


0 * 1 *' 


•tp) 


und 08 8111(1 (lalior dio Argiimonto iind Modnloii dor trauafonnioi'ton 
'JChotafimktion durcli dio Gleichuugoii: 


(278) 




1 




bestimint. Soli die ursprllnglioho TJiotafuiikfcion dtiroh dio 

branaforiniorton nusgudrtlckl. wordon, so hat mini uncli § 7 

HUiiilclisl: Thetufimkfcioii Ordnuiig inifc doii Ai> 

giimoiiton Uf'if don Modnlon a^,,' und dor Glianikloi'istik liomogoii 


und linoai' (lurch dio Funktioiion & 


'nff 4 - *■ 


wh 


nnamdrtlckoii. 


DioHo Darstollung wird abor dnrcli dio Formel (XVUl) ])»g. 68 in 
doi' Gosialt: 


(279) 


& 


0 , 1 , — 1 

»*ii 


1 +Ji' 

. nh . 






goloistofc. Man hat nun ivcitor dio auf dor rochton Soibo stohoiuloii 
Tliotafnnkbiouon mit Hilfo dor li'orniol (154) durch solclio iiiit don 
Argnmoutoii u/, und don Modulon ansKiulHlukon. Zn dom IDiido 
orsotKo man in diosor l<'oriuol n durch » durcli u' und a durch a'; 
vorsteho sodann fttr fi ™ I, 2, • • •, ji untor • • •, Sj"’* 

Grdfien, fttr wololio: 

(280) gf + • • ■ + ff J;’’ - «///„ + ■ • • + Sjr* “ 


ist, und sotsso: 

(281) + 


/vsaliS, 

V«=l, «,•••»?/ 


sodaB (lie durcli die Gleidiuiigon (151) dofmierbeu Grttfion g\ // dio 
Wortoj 

(282) "" »0?/, + #p) - 

annehmeu. Bio auf dei* linken Seito von. (164) stohendo Thotafunk- 
tion wird dann mit dor auf dor reohten Boito tou (270) stohondon 
identisidi und, man orhttlt, indem man diese lotatero duridi den aus 
(164) dafttr abgeleiteten Ausdruok ersetat, die Gleiohung: 

18 * 
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Duroh dieso Gloiclumg iel die gosiollto Aiifgabe, die Knnklioii 
'®'[a 1M“ duroh I’linktionen nusKuilrUckoii, boroifcs geWal. 

Mau kann dovflolboii abor letobfc oiuu elcgantoro Form gol)uii. Zii 
dem Endo voratolio mtui uutor Qp] b^, •••, irguiid wolclio 

ganKO ZaUloii, aofcxo in (S8)i): 


(284) 


9m 






multiiiliziero linko und roclito Soito mib o nnd Kummioru 

itber die t von 0 bia n — t. Man erliiilt dnnn, woini intin gloioli- 
Koitig rcohtfl doii SninmnUonabnohstabon x., nm vorinehvl, wiik luir 
oino Umatollung dor BumTuanden dor rooliton Soito bodmibofc, v.in)!ich8b 
dio Gloiohimg: 

p 


^l*|-»Tl 




p 




Nun besitab ubor dio in dor lobiston Zoilo aiobondo Bmnmo nur daim 
einon von Null vorscliiodonon Worb uiid awnr dou Wort wonn 



Mulbiplilcation nnd DhiBlon dov ThotafunkUonon. 


tfi = • • •, tf- — (mod. n) iati, und os fallon daher ana dei- reohten 

Soite von (285) nllo jeiio Gliodor heraua, boi dwion iiicht: 






istj wo eine gaii7.o Zahl boKoiohnof;. Anf clioso Weiso entstelili nus 
(286) dio Gloiohniig: 


8t 


: a- 


).l 

i.-.. J u ' tt* ' M_ 


»■'> + 4 + 4- 


mj 


boi dor jsur Abkttraung: 


* ' 


titi A , 


^ 'V‘ f* 

/I— I ly 

IVufi — 






gosotet iatij uud boi dor dio p, h willlcdrliche giiuzo Gabion, die h 
boliebigo dou GloicUungon (280) g^uilgoudo GrQfion bozoiobuon. 

Vormindort man in dor Formel (287) fttr ft — l, 2, j? jedo dor 

OrBfion . . >, um , jodo dor GrttBon Sj*** \im , mul- 

tiplizieri; bierauf linke und recdite Soilo dor Gloiohung mit 

e und sammierl fiber die J, o’ von 0 bis « — 1, so 

erbBlfc man; da dio dabei auf dor* roobton Boito anffcrolende Summo: 

(289) ^ 0 

hf‘’>9p 

8it”t8p 

uur flir dos eine Wortesystem = — einen 

von NuU vorsohiedeneu Wert und zwar dan Wert besitzt, wean 
man soblieBliob noob p statt statt tt sebreibb; die Gleidhung: 
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Die Fomolii (287) ntid (290) siutl die Ldsungoii dos Multipli- 
katiouB" und doe Bivisionsprobloins dor Thotofunktionon; tlbor die Bo- 
I'oohmiug der iu den Koiiefcnntou M vorkommondeii GrOfion K mutt 
anf das iu § 7 Gesagto yorwioseu ^ordou. 


§ 11 . 


Xi*azer>Frymsohe ZusiuntndiiBetaung eluei* TrauBformatlou 

aiiB eleuLentaven. 


Herr Prym nnd ioh.^) babon oino andore, von dor in don § 5, (I 
mid to auBoinandorgosotKton durcbnua vorBohiodono ZiiBammenKoiKuiig 
oinor gogebencn Transforinntiou T hub oinfiioliou augogobun, boi 
, wolobor niolil; molir die ganzsiabligo, Hondwn die linoaro TranHlbriim- 
tion in den Mittelpuiikt dor Unioranohmig tribfc. 

Zn dora HSudo worden KiuiiiohBb dtui Arten elmmiamr Ihumw 
TmntifmnaHonm cingofHbrb. Bino ehmmiatv Imm'o IR'anafomiUion 
ef'sier Art S| ist dofiiiiori; dnrcli eiuo Cbai'nkloiisfcik von dor J<\>rin: 


(291) 





O 1 

0 

j 

40 


WO dio GrbOon (/*, v “• 1, 2, •••,^) rationale Zablon uiit iiicht 
vorsoliwindoiidor Dotoimiuniito uiid dio die dnroli don Wort dioBor 

Dolorminnuio gotoilbon Adjuukben dor sind. Da fttr diouo Traim- 

formation: 


(292) 











ifi, VI. «i, a, •••,!») 


also niif Grand dor Gloiobnugon (IX)— (XII): 


/t«i 


fitsal ft'eal 


1) Eraser imd Prym, Kouo Gmndlagoii olo. II. Toil, Abwoidlioiid von 
(loin Folgondou winl doiii als swoilo olomontaro linoaro Tranvfonnnbion jcno 
aposielloro Transformation 8, oingefAhrt, bol wolobor dio QrUfion o„ . „ gnnso 
Zablon Bind, ' 



Dio olonioiil. lin. Transf. ovslior, sswoltor unci clrUtor Arb. ].£ 

ist, so orIcGnut mmi duroh Yorglololiung mit dom IX. Sats pag. 6 
dafi dor Zusammouhong dor ursprtlngli^ou und dor brnnsforiniorbc 
Thobafnnktion fiir dio Transformation dnrch die doridgo Gloidini 
(XV) bostiinmi Tvird. 

!&jiuo dmuntm^e linem'e IS'omfmnaiion meii&i' Art S, isii dofinio 
duroh oino Gharakborislik Ton dor Form: 



wo dio Grufiou v«= 1, 2, rationale Znblon sir 

wolche deii Bedingungon -= (g, v == 1, 2, • • p', p, < 

gonfigon. Da fttv dieso Tmnaiormation: 


(296) 


. wenn ^ 

f** 0, wenn 

,JJ) 



also auf Grimd der Gloichimgen (K)— (XII): 


(296) 




ist, so orkennt man duroh Vergleiohung mit dein XII. Satz. png. 
doB der Zusammenhang der urspriluglich^n und der trnnsformier 
Thotafunktiou fUr die Transformation duroh dio dortigo Gleiehi 
(XXIV) bostimmt wird. 

Eiuo eletn^ttare lineare US'onefot'maMon dritter Art Sg ist ondl 
duroh die folgeude Vorfttgung tibor dio Tronsformationsz^lon 
flniert. Bozeiohnen x, A, •••, q iigend ^ (q ^p) dor p Zal 
1, 2, x', A^, die p — 2 ttbidgen, so ist ftlr S#; 


(297) 


^n,p+n 


+ 


— 1 fttr (I 
+ 1 fttr g 


*; A, • ••, Qf 

x^AV-, tf', 


wahrond alio ttbrigen Tninsformationszahlon c don Wort Null 
sitzou. Duroh Vergleiohung mit (XVIIl) sieht man^ daQ dieso Tr 
formation Sg mit der Transformation identis^ ist. 

fomer fdr diose Transformation, wenn man doi' beguemeren Sohi 
weise wegen fttr x, A, •••, p die ZeJiIgu 1, 2, •••, q, fttr A', •• 
die Zshlon 2 + 1? 2+2, wahlt: 
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(298) 


iilao^): 


(299) 


A » a 


'lUlf 


j. —Tti, wemi 
“ 0, woiin 


«», wonn n 

■^f^n 0, woim 

/ \ 
a; %««+!» 9+»j 

A. 


/» iW^V) 




"fV 0, 

U»i'«f+ii9+*»*-)p/ 


woim 1,' = -^, 
woim 


imd folglidi auf Grnud dor C^ieiohuiigon (IX) — (XII) : 




%>l JSI 




(•—1,9, •.•,9) (l-V + l, 9+9. ••'»?) 




(800) 


a. 


«•» 


‘*99 


'*fl 7' *“ **7 7' ^ ^ ® J 9 9' » 

(9,7'*=f+l, 9+9, •••»?) 


«» (u) 

(,<9) ^ 

JbbI 

(|.»'“1,9, • •if) (•—1,9, • ,tf{ 9 — 9+1, 9+9 ."‘i/») 
^ (9) 



ist, so orlcontLii mnn durcli Vorgloichung mib dom Y. Satx png. 108, 
doQ dor ZuBnmmQuUiuig dor uraprUiiglidion uiul dor bi'niiaformiorbon 
Thobiilimktion ftlr dio Trnnsfoniiation Sg dnvoh (Uo durligo Gldoliung 
(Vni) bosbimmt wird. 

Aus Ti'ansfoiiziAblonon di(»or droi Arbeii IHDb oioh nun jodo lio- 
liobigo linonro TrAiiaformabiou L s&usnmmonBobsson. 

Nonub mnn oino linuiu’o TrAnsfominbioii oino smgiUiirGf wonii 
die aftmtliolion p" Elomonto (;*, 9 / — 1, 3, •••, p) dos zwoiton 

Quadmnion dou Werb Null bt^en, so knnn man Kiiniiolisb oino 
soloing venii inmi boaobtob, dnfi dnnn sbobs dio Doboiminnnbo 
'*■ Eloinento (/*, v — 1, 2, '"tp) dos ersboii 

Qundmnbon tou Null vorsohioclon isb, uiul wonn man dio dui'ch dou 
Worb diesw Doboi'miunubo gotoilbo Acynnkte von Of^y mib bo- 
sseiohnob, iu dio Form: 


1 ) Wegon dor Bodouliuiig von a^9) ^ 9 ), yQ,.g]^ 
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(801) 



0 


^HV 


briugon luid dor Gloiohuug: 


(302) 



0 

0 

^fiv 


1 ... 0 


.... 

0 

0 ... 1 


p 

^ ^fi+ju,it^va 

1 ... 0 


0 ... i 


enispreobond, aus oinor olemeutaron linoareu Transfoimation erater 
and oinor aolchen zweiter Art znsaminensetzen. 

HandeU es aich weiter nm die Zuaninmeusetzung oinor niclib 
oingulilren linooi'on Transformation L ans olomentaron, so beti'aclate 
man zuorat den Ifnll, dnfi die Dotemunanto dor jp^ Blemonte 
(fi, V » 1, 2, • • •, jp) dos zTireiton Qundranton von KuU veraobiedon let. 
Bozoicbnet man dami die dm*ob den Wort dieser Doteminnnte go* 
toilte Adjunltte 70n mit Cp,p+,,; so Icann man die Trans- 

formation L zunliohst m dor Form: 


(808) L - 






1 ... 0 


1 

... 0 


^P,P+V 

0 


0 

0 ..■ 1 


0 

... 1 

0 




-1 ... 0 





1 ... 0 


^Ptp+*’ 


0 1 

0 




0 ... 1 


wobei zur Abkdrzung: 


ffsl 


gosotzt ist^ aus oinor singulEren linoai'en Transformation; dor zum 
BpozioUen Worto p g^Srigen olomentaron linoaron Troamformution 
dritter Art und oinor elemontaron linoaron Tinnsformation zweiter Aj:b, 
nnd daher anf Gfmud dor Gleiohnng (802) weitor in der Form; 
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nus lautor olorooutaron linooi'on Tronsformabionon xusammuiiBotKon^). 

DerPflll, d«fl dio DQt0nmnanto(lor|)“Zfthloiic^,^j,.,.y(ft, v*** 
Torscliwindob, mrd atn oinfaebaton auf don Pall, wo diosu Dolurini- 
nnnto von Null vorsobiadon isfc, folgondormolion aurtlolcgofdbrt. 
dio Matrix: 

I <11 ■ ^L,ap 

(306) <v,sj» 


1 ) Fflr (lifl ganxxahliffo linoaro Traiiaronnalioii iin I'allo p 1 lautot dioHC 
KiiaainmonRotxn ng ; 



und OH ontsprleht don vior auf dor roohton Soilo stohondon Transfovnintionon 
dor snUzoBBiTO 'Oboigang von dom Qrsi)r0ngliohon TUotamodul a Bn don Modulon 

^ o', in Dljoroinfltimmung mit dom von Ilorrn 

Gordnn (voigl. png, 199) oingosohlagonon Yorfohvon dor EonstantonboBtlm- 
mung. 



ZufiaiiimoniiobBung oiuoi' bcHob. lin. Tmiuf. au8 oloHfonbaron 208 
neniio man Mav^defmnmmiim jono 2^ Dotermiiiouton G^iitdes 

CiB (H, 

(308) 

%p ’ * * 

boi (lonon keiuo zwei dor Indizos dt fi, 6 oinandev kongruout 
uaoh dom Modul p sind. Man kanu mm loiolit bowoiBeii; cla& nioht 
nllo 2^ Hauptdotoi'iuiiiauten voradiwindeu kSunuu; denn w8i'eu alle 
Hnuptdetormiuanten Null, so wHre ea aueh die Determiuauto: 

Cgi + Cjjii+sJ/a •■' %p^p'^\ipVp 

%i^i'^^p,p^xyi ^pt^h’^ ••• ^‘pp^p'^^p,hVp 

ftir jeden Werfc der GroBon x imd y. Nun besitzfc abev naoh dom 
in § 3 Bemorkten die DeteminUnte ^ ± der 

dort unter (VII) definierfcen GroEten A^,^ stots oineu von Null ver- 
Bcbiedonen Werb. Nimmb man deti mdglicbeu spoziellon Fall, -wo nllo 
Thetamodulen -» 0 sind, sobnld /it ^ fi' iat, bo wird dio Betorrai- 
nonfco (309) ftir die Werte: 

(310) (/'“I,*. -.P) 

mib der Determinante idenbisob, besitzb also fdr diesc Worte der 
Gi-dfien x, y jedenfalls einen von Null versoiiiedenen Werb. Damlb 
isb aber bewiesou, dafi von den 2^ Hauptdetenmnnnben der Mabriz 
(806) jedenfalls eine von Null verscbiodon isb. 

Beaohbob man nun, daB dorob Zusammensobzung irgend einor 
Transformation T mib der Transformation Sg eine Transformation 
SgT enbsbehb, welcbe sich von T dadurok untersoKeideb, dafi dio Elo- 
menbo der Verbikalreihe von T mib denen der p -|- jc*®", dio Ble- 
mente der A*®" Verbikalreibo mib denen der + A*®“, • • •, die Blemonte 
dor Vertikalreiho mib denen dor p + vorbausobt sind, nodi- 
dem man zuvor jedesmal die an letzter Stolle genannton samtlidli 
mib ^ 1 miilbiplizierb kob, so erkennb man, dafi si^ zu joder linearen 
Transfomabion L eine IVansfoimabion Sg so bosbimmon lofib, dafi in 
der Transformation die Beberminanbe der jp’ Zalen Cp^pj^v 

(/t, V -a 1, 2, j)) von Null versoHieden isb. Dann kann man aber 

^ese Tran^ormation L* und damit auck die Transformation 
£ ■“ naok dem Obigen aus elemeniaren linearen Trons^ 

formationen zusammenseizen. 
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Dnmit ist bowieson, (M jedo linoaro Transformation L nus olo 
mentai'on liiioaron Traiisformationon der oben bosseidmoton droi Arten 
ssusammengoBotst wei'den kann; boacbtot man danii nooh, daB naoli 
dom oben Bomorkton fttr jodo olomoutaro linonro Transformation 
das Ti'ftnsformationsproblom der TliGtafiinlctionoii diii’oli Formoln dos 
Kwoiten imd drittou Ka 2 )itola geldst isf^ so orkoimt man xugloioli, daB 
man anf dem ongogobenon Wogo siur voUaUiiuligen Losung dos Trans- 
foimationsproblems dor Tlioiiafunktioneu fflr jedo liuoaro, ganxxahligo 
odei' niohtgaiir.Kn]ilige Transformation golangt. Hoit Prym nnd icb 
liaben a. a. 0. im seohston Absohnitto dos Kwoiten Toilos auf dioso 
Woiso die Pormol fllr dio allgomoinsto liiioare Transfonnation hoi*- 
gestellt. 

IDino m euior boliobigon Ordiiuug golidrigo niditliiiooi'o 

Trausfomation T kami ondlioh nus don xwoi spexiollon nichtlinuaron 
Transform ntioneu : 


(Sll) P 


Ml • • ‘ 0 

0 ■ ■ ■ Ml 

0 i 

0 

1 ... 0 


0 ... 1 


> Q 


... 0 


0 ... 

. »>1 


0 


0 

1 ■ . . 0 
0 ... I 


von don. Ordnungon and ~ iind dor linoaron Transformation; 


(812) 

in dor Form: 
(318) 


X = 



1 




T>^QLP 


BusnmmengosotKi wordon, uiid os tmton dabor m don olouiontnren 
linonron Trousformationon Si., S. uoeli ala olomeutai'e niolitlinoaro 
Transformntionon dio Transformation: 



Zusaiiimonsoteung oiuor mohtlinearen Tranaformation. 
« < • ‘ 0 
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(814) 


N> 


0 • • • « 


0 


0 


1 ... 0 


0 • 1 

Ton der Ordnung n und die zu ihr inyei'se: 

1 


(316) 


N-^ 


... 0 


0 ... .^ 


0 


1 ... 0 

0 ... 1 

Yon dor Ordnung liiuzu. Da far die Tiunsformation JT: 


0 


( 310 ) 

aleo: 

( 317 ) 


. wonn ft *=" V, 

'"’’**'0, wenn ft^v, 




tt„ 


u. 


* « 






(r.v'-l.S, ...p) 


ist, BO erkeuni; man, dafi der Zusammenkang zwischen den ursprUng- 
lichen und kansformierten Thetafunktioneu fQr die Traneformationen 
N und durck dio Pormdn (154) und (152) beatimmt wird. 

Die gam 0 (ihUge Transformation Ordnung: 


( 818 ) 



bei der dio (a, /3 - 1, 2, •••, 3^)) also jefczt ganze Zaklen be- 
p i ei fibnATi, ist naob. dem Obigen in dex Form: 
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ans oinor lincorou Troiisforniatiou: 


(320) L - 

und (lov TrausforinAtiou N (814), dio xu Ihv golidrigo Thoiafonnol 
olao AUB den xur Ti'oiisforuiAtiou £ und xur Tmnst’onnaliioii N go- 
liSrigon xuanmmonxuaotKoii. £a ontspriolit dioso ZuBuinmoiiHobKinig 
dnrobtins dom im § 7 Bomorkten; dio Fonaol I’tir die linonru Ti'aiik* 
formAtioii L iat nUmlioL koino audoro nls dio Forinol (147), di(3 
Formol ftlr dio Triiiisforinnlion 2^ abor iat, -wio hoIiou oboii boniorkl, 
idoiitiscli mib dor Formol (184). [Tutor Bosolirilnkung nuf don 
p — 1 habo ich^) dio Iloi'stcllnng dor Fomol t’tir dio nllgoinohu! 
gRiiKXAlUigo niobbliiioai'o TrAuaformiitiou nuf diuBO WoiHO vollsUiudig 
durcligoftthi’t. Mail wird uur daxu bemorkoii, dnD mau oiitspruoliond 
dom pag. 170 Boiuerkton bwQglioli dor DarBlolIung dor dorb in dor 
Fonnol png. 485 aufbrobouden Koustanton Cf^ diiroli Tliobafnnlc- 
tionou oinon woiton SpiolrAum hat uud niolit an dun nngoscdiriobonon 
BX)oxiollon Anodmok gobundou ist. FUr boliobigos p isb nuf dio Avboib 
von Horni Prym und inir“) »n vorwoiBonj dorb wird ira Boolmbon 
Absobnibb dos xwoitoii Toil(» dio xur nllgoinoinston liiiourou 'I'miiB- 
foruiAbion gohdrigo Thobafoiinol, Fonnol (£) png. IIH, (lurch ZuBammon- 
sobxuug dioser TraiiBforinabiou auB olomonbai'on liaoorou Transformox 
tiouon gowonnon. Urn daraus dio dor hior rorliogondon linonroii TranB^ 
formabion (!320) onbBprooliondo Tliobnfonnol xu orlialton, hnb man in 
dor ebon goiuuinbon Formel r=>n und s 1 zu soizen, woduroh sioli 

^ 1) Kx'AAor, Dio Tvaiisforfflation doi* Tliotafimotiionon oinor Vorllndoi'lloliou, 
Zwoito Abhnndlung. Math. Ann. 13d. d8, 1808, png. d67. 

S) ICrAKor und Frym, Keuo Qrnndlngen oto. 
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■wosontliolio VoreinfiLchungon insbesondoro duroli den Wegffill dor 
Sumine jFI[r] orgoboii. Sofasfc man dann die so gowounono Fonnel init 
dor der Transformation N oiitapreoliondeii l^ormel (154) zusnininen, 
so orliillt inuii die in Rede atehondo Formol fttr dio gann/iObligo niolifc- 
linearo Tiunsformation (318), wie aio von Herrn Prym und inir 
a. n, 0. png. 181, Foimal (jd^), angegoben ist. 

Spiltor linbe ich.^) eine nudero KetUodo ftlr die Horstelluiig dor 
Fonnol fttr dio uiohtliiioni'e Tranaformation augogebon, dio kii oiu- 
faoheroii Ausdrtlckon ftir die Kouatonten an ftlhroii sohoint. 


1) Krazor, Dio qundratisoho Tra&flfbrmabiou dor Thelafunotionou. Mntli. 
A.im. Bd. do. 1B»6, png. d49. 



Sechstes Kapltel. 

Dlo koniploxo Mnltlpllkation, 

§ 1 . 

Die kompleze Blultlplikatloii 
der ThetafUuktloiieu elner Ver&ndeidloheu. 

JSa Boi f(v) oiuQ oinwcrfei^^ mil doii Poriodon o^f rog doppolt- 
pei'iodiaobo Fxuiktioii dor IcomploxQu Vorllnderliolion v, die Kudem iiu 
Eudliobon koine ivoaoudich Binguliii'o Stollo besitzo. Nacli dom 
IV. Satz png. 116 iab donn die Fiiuktion f(mv), wo m oino IConsbnnto 
bozeioboet, mit f(if) durok eliio nlgebniiBolio Gloiokung voi'kiiUpfl, 
Bobald die PoriodonaystemG dor Punkbiou f(v) siiintlioh nuch Poriodoii- 
ayateme der Punktioii f{inv) Bind, d. b. sobiild os gnnzo Zaliloii 
<tj y, S gibb, fltr wolc^o die Gloidiungon: 

mtOi fCCDi -h /3Q7g, 

f» 0 Jg — yU)l + 

Alia diosou Qloidiungeu folgfc abor dmtsb Elimiiinbioii 

/?ai| + (a — d) I0i07|'“- yw* ■* 0. 

1st mm diesQ Gloiohuiig idontiaoii d. li. ist 

(8) /3 = 0, « = r = 0, 

so orgibt sioh nns (L) nuob 

(4) m sa a M d; 

os ist also m oino gnuzo Zuiil, uiul os liogt dio gowblmlioho Mnl- 
tiplikntion vor; ist (kgogon dio Gloiolmng (S) niobt idoiitisch orfUllt, 
so liofoi't sio lilr das Foriodonvorhiiltuia: 


(1) 

bestohou. 
voii mi 

(2) 


t = 


(B) 

dio c[uadrAtiBolio Gloicbuiig: 
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( 0 ) + — 
ftlr X solbai. also: 

(n\ * — ( « — 3) ± ]/(« ~~d)‘ -M^y — ( tt-3)±y(« + a)«— Att 

^ "2/9 " a/j > 

weim 

( 8 ) ad — 

goBotssi: wird. Da r niclit reell soiu darf, so muB: 

(9) (« + dy-4«<0 

Boin, woraus fdr n insbosondoro fblgt; daB es positiv sein muB; uiid wenn 
dio Boihenfolge you und o), so ge^TiUill: wird, dsB der imagin&i'e 
Toil von X posifciv ist, so bat man iu dor Gileicliung (7) die Wurzel 
als ± — (a + d)‘ auszuzidhon, jo nocbdom /3 positiv odor negativ 

ist. Alls dor oraten Giloiobung (1) folgt aber jotzt) indem man linke 
und recbto Soito dui'oh oo^ divi^^: 


( 10 ) 


* a + 


os ist also m oine komplezo GrSSe, doren Modul beti'dgt. Desbalb 
uonnt man die zwis^on /'(o) tind f{inv) bosteboude Beziobung 
Itoin^cxQ Mxiii^WioMon. 

Damit eiue komplezo Multiplikation sbattfindo, ist also notwendig, 
doB das Poriodeiirerbilltnis x mnor quadratisoboii Gloidiung: 

( 11 ) Ax ^ + Bx-V Cf -0 

mit ganzzabligen Koefiizieutou A, B, 0 gonUgo, f(lr welcbe zudem 
dio MBe: 

( 12 ) 

oinen positivon Wei't bositzi Dioso Bodiiigung ist aber nucb bin- 
roidiond und man ei'ldilt dio zugoborigen Zoblen a, /9, y, d, n auf 
die ollgemeiiisto Woise, indem man: 

( 13 ) /3 =" a — S^pBj 

setzl^ wo p oine ganze Zabl ist. Soizt man dann nocli: 

(14) a -f d « 2, 
so wird: 

( 16 ) 

und: 


( 16 ) 


-j-f 


%A 


m 




Kiabot, TluttAaiukUonon. 


14 
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Dio eingefttlirten gauzen Zahlen j), g Bind clabel nur an die Bodingung 
geknttpfl;, dofi 

(17) g + jo jS = 0 (mod. 2) 

ist, damit sioh fttr a und 6 gmisso Zablen ergobon. Isli also B go- 
rade, so mufi auoh g gerade sein, ^broiid p boliebig bloibt; ist 7i 
ungeradO; so mtlBsen p mid q ontwedor beido gorado odor boidc iin- 
gerado sein. Han kann, da mit B aach D gloiohzoitig gorado und 
ungeinde istj, auch sagon, dafi fOr D s 0 (mod. 2) auob (mod. 2), 

fUr Dsl (mod. 2) dagogon q^p (mod. 2) soin mull. Man liai 
also das Besultat; 

I. Sata: Die GleitUnrnffm: 

(I) + |3aig, moig » 9x0^ + dm, 

sind hei ganggahligm »» dMi'di die Amalvim: 

(H) 

fib" Wetie det' Tenodcn 099 0 u (redle 

Jcaiion). i)an^ 6 » extstierm filr singuldre Werie det' Borioden to nocit 
hei Jeotnpteam Wortm wm m lAsmigen (]co7}iplexe MulHpliliation); 
dam ist noiwendig m& Mnreicimd, dap die Beriodm Ud einm' 
homogmen gnadraUsdien Glddlmng: 

(III) Aal -|- Hr OwS 0 

mit ga/im(diligen Koeffieimten A, B, 0 gemUgen^ fa/r welche eudmn 

(IV) D = 4.<iC-^ 

ptmiiv ist Das Beriodenvorhdltnis r — Og : oii some det' MuliipUkatm' 
m smd damn hompHexe Zahlm von d&' For^n r-^i^s, wo r md s 
raMondle ZaMen sind. 


Gobt man jofczii zu dor Thetafunktion ^(u)^ tlbor, doron Argn- 
monb u imd Hodnl a dnroli die Gloiohungen: 


,(18) 

bosti 

(19) 






vsei 


bostimmt aind, so sagb die aus (1) folgoiide Gleichung: 




uKi’-^pa 

HUB; dafi in dom yorliogondon Falls fOr die Transformation: 


(20) 


T 


a 


y 

A 


del' nrsprttngllGbo Thotiunodul a und der ti'ansformierte a' einondei 


tJboiigaug XU (Ion Thotaf. Frinxipnle Transformation dors. gH 

gloich aindj «m dies ausaTidiiioken, mSge die Transformation T eine 
geiiannt wdon. Dei- Inhidt des I. Satzes loBt si(ih flrtnn 
dnliiii nussprecheii, doB prinzipple Transformationen und zwar fill' nllp 
Thetnfiinktionou, mit beliebigon Modnleii, die Transformationen: 

( 21 ) 

sind, wo m oino beliobigo ganze Zahl bezeiobnot. Eine solcdie Trans- 
formation iat, wonn in eine positive ganzo Zahl ist, eine Multiplikation 
M dor Thotofunktion; im fallo, dofi m eine negative ganze Zahl 
n ist, setzt sio aioh gornHB der Gileiohuug: 

— n 0 « 0 

( 22 ) 

0 — M 0 « 

aus oilier Multiplikation und der Transformation: 

(23) «■(-«)«-«•(«)« 

zusammoii. Douebeu gibt es daun noch fUr Thetofiinlctionen mit 
singulHren Modulon prinzipale Transformationen im eigentlichen Siime, 
wolcho der komplexon Multiplikation der doppeltperiodiscdien Funk- 
tioiion entsprechon, und bezliglich welcher der Satz gilt: 




n. Satz: Soli fik dio Thetafu/nkHon '&(«)„ eine pHn/sipcde Trana- 
fonnaUm im oigentlWien Brnic eaoisHei'en, so ist dasu noiwendig md 
lim'^t^end, daft die Grbfte: 


(V) 



emei' Quadraiisclien Gloichmg: 

(VI) + JRr-t- C-0 

mil gamsahUgen Koeffieienien A, B, C genUge, fUr mlolie mdem 

(Vn) jD = 4:AG-B^ 

posiiw kt 2 k dieser ThetafmUion mil den% Mod/d: 


(Vffl) 


— o — 


lei 


esaisHei'en dam wnendUcIi vide prineipaU ^I^nmsformaUonmf derm 
TramformaUotmcthlen a, |3) f, d md Ghrad » dmdh d/ie GSd^mgm: 

u* 
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tMmni Hndj wo p, q heU^ige game Zdhleti hegeicimm, welchc im' 
der Bedmgmg mtetwarfm smdf dafi a md d M ak game Zalilm 
eirgeben. 

VmgdkeJiri eadsii&i gu einer Ti^ansformoHon Grades: 


(X) 




a 


y 

tf 


sohald sie dor Bedmgung: 

(XI) (« + tf)^~4w<0 


gmilgi, stets eine Thetc^n^Hm filr welche dicse Tramfotwaiion 
eine primipale ist; d&r Mod/al a dmer Thetaf^nltHim %st diwdl^ die 
GleUihmg: 


(Xn) a » ~ C« - g) ± * — <« + J)' 

9j) 


eM&Mg 'hesUmmit mhd die Wureel posiiw od^ ncgoMv atmumel^m 
ist, je noididem /3 posiHv oder negaUii isL 

So ist insbesondoi'o die lineare Transformation: 


(24) 


0 

1 

-1 

0 


eine prin^ipale fUr die Thetafunlctiou mit dom Modul a 
Bind die lineoreu TransformatiouGn: 


— rt; fomor 


(26) 


0 

1 


1 

1 

-1 

1 

i 

-1 

0 


prinzipolo filr Thotafnnktionoii mit don Modulen a n: . 

Mit Rliokaiolit auf dio jotet folgondon UntorBucliungou ttl)or dio 
prinssipalo Transformation der TJiotafiiulctioneii von boliobig violon 
Variablon wird man nooli bemorken, dafi doi* Wort (10) dos Mul- 
tiplikators m — dio eine Wui'mI dor Gileiohung: 



« — jtt /J 
Y d — jtt 


-0 


ist, deron andei-e Wm^zol durdh don daau konjugiorten komplexen 
Wert geliefort wird^ und d^ die soebeu untei* (XI) ansgosprodhone 



Beispielo. IDstorisohoB. 


m 


ohavnktoristischo Eigonseliaft der prinssipoleii Transformation damit 
zusiimmenfiUll^ dofi dioso Gleiclximg nur ftlr komploze Werte tou m, 
deron Modul Yn bek^gi^ orftlllt soi. 

Dio komploxe Mulbiplikation doi‘ olliptisohon ITunktionen findol sieh 
boroits boi Abol und Jaoobi. Abel stellto im J. Air Math. Bd. 2. 
1827, pag. 280^) den Sat» xinn Bewoiao 

„Tlidorhmo. Si rdquation diQfdrontielle gdpor^o 

adtt df/ 

Yu + + y« + Pv*4-yy"+ 

oh cr, /3, y, d, 6, a aoni dos quantitds I'dolloB, ost algdbriquement intd- 
gmblo, il fhut ndoeasaii'emont quo la qiiaiitilid a soit un uombro ratiounol.'* 

Hioi'ssu bomerkto Jaoobi^): oxisto lui noinbro indni d’edliollos do 

inoduloH poiu' lesqnollos a pout uussi avoir In formo a + & Y —- 1 • • • 
Cebto nouvollo mdthodo pour la multiplication ost onooro remarquablo, 
porcoqu'cllo a lieu dans Ics cos, oh la ti'ansformation rentro dans la 
inultiplioation , o’ost-a-dire oil lo modulo transform^ devient dgol a oelui 
d’oh 1'on osb parti." 

Unfcordosson hatte aber sohon Abel^ die Tlieoi'onio ausgosproclion: 

Thdordmo I. En supposani; a rdol, ot I'dquation iutdgrablo algd- 
bnquomont, il faut ndcossairemont quo a soit un nombro rationnol. 

Thdorhme II. En supposant a imaginairo, ot Voquation inlegi'able 
olgdbriquomont, il faut ndeessairementr que a, soil do la forme w ± 1 • , 

oil fa ot f) Bont dos nonibi'cs ratlonnols. Dans co ens la qunntitd fi**) 
n’eat pas arbiti'oire; il faut qu'oUe satisfasse u uno dquation qui a uno 
iniinilid de moinos rdolles et imagpimiros. Chaquo valoiu' de ^ satisfoit 
it la question." 

Seitdom ist die komploxe Multiplikation der olliptiscben Funktionon 
dor Gegonstond zablreioher Untersuclumgen gotvorden. Da dioso abor 
auasehlieAlioh zahlentheorotisebcr Katur sind, indem aio dio merkwtkrdigon 
Gesetzo untersnohen, welob^ die als singulhro Hodulen auftrotendon alge- 
braiacbon Zahlen bebeiraolien, fallen sie auBorhalb der Gi'onzon, wolobo 
fttr dioso Dwatellung gesteokt aind^). 


1) Abol, Thdor^moB ot probl^mos, OnovroB compl. Dd. 1. S. Aufl. 
ChriBtiania 1881, pag. 018. 

8) Jaoobi, NotiooB but los fonotdonR ollipbiqueB. 18B8. Gob. Werko Bd. 1. 
Berlin 1881, pag. 864. 

8) Abol, Boohorohes sur los fonotions olliptiquos. 1888. OouvroB oompl. 
Bd. 1. 3, Aufl. ChriBtiania 1881, pag. 877. ________ 

4) Die Wurael iat hier in dor Form yj^l — aj*) (1 vornusgOBOit 

6) Vergl. dozu Woher, ElliptUoho EHmotionon und nlgobroiBoho Zahlon. 
BmnnBohvreig 1891, pag. 887. 


Sjl4; VI. S. Einigo SAteo aiis dor Lohrc von den ItilinoAron Formon. 


§ 2. 

Slulge 8&tze auB dei* liohve von den lilllueareu Formen. 

Bin Systoin von Gb^SBou: 


(27) 


®18> ■ ‘ ■> 
wm ‘ * '* 


%it ^hS) ‘ ■ '} **««> 

die in » Hoiizoninlroihoii nnd n Yoi'tilcHli'oihoii ivngeordiiot Bind, faBl 
man beqnom in dom Bilde dor hilineatvi^ Fonn: 

» n 

(28) 

I’Bal 

Busammon; daboi kaun ftir beides, QrABensystjoin und bilinooin L<'orm, 
doBselbo Zoiohou A. dionon, wio man im folgoiidoii tntaildilich iintur 
dioBom Zoibhon fast immor obouBo gut das oino wie das nndoi'o vor- 
stebon ktuin. iSiiio (Mekimng! 

(29) A^li 

Bwisoben sswoi Formon (odei* Gh^dBonsystemen) A und Ji orsotBt dio 
G-leiobmigen: 

(30) ,N) 
Untor dor Summ: 

(31) C^A-{-Ji 

Sfiwoior Formon voratoht man joiie F'oiiri^ doroii KoofTiBioiifcou durob dio 
Gleicbungon: <> 

(32) + 

boBtimmt sind. Boxoiohuot r irgond oino Gb'dBo, bo wird mit: 

(83) 

dio Form mit don ICooffisdouton: 

(34) 

bexoiohnot. Untoi* dom Prodv^te: 

(36) O^AB 

zwoier Formon Toi'siobt man jeno Foim^ doron Eoofflzionten durob 
dio Qleiobungon: 



Summo u. Prod, zwoior Pormen; koiquglovio u. roziproko Form. S15 


^/iv “ X 


W Ctt, 1—1, a, ...,«) 

bosbimint Bind. Untor J veratobb man apoBioll die Form: 

(37) 


deren Koofflaienben also die Worte: 

. 1, wenn f* •»« v, 

0, wenn 

besibaon. Mon nonnb zu A ^oiyugi&i die Form: 


(38) 


(fi, I— 


(39) 


/t— 1 V>b1 


Sind dann A\ JB', C' die zu A, B, C konjugiorben Pomen und be- 
sbohb zwiacben A, B^ 0 die Gileicbimg (85), bo isb: 

(40) G'^B'A'. 

Man nennb nnber der YorauBsebznng, dofi die Beborminanto 




(41) 

dor Form A uiobb Knll isb^ zu A reeiproti die Form: 


(42) 


A ^ t/vi 

fisaj ftssl 


WO die durob den Werb der Beteiminanbe \A\ getoiUe A(\junkbe 

von in dieser Deberminante bezeicbneb; es isb dann: 

(43) AA~^~A-U^J. 

Mib Hilfe dor reziproken Form kami jebzb aucb die Bivision dor 
Formeu au^fdbrb werden. Ans (35) folgb nymlicb: 

(44) A-GB-^ 
und: 

(45) 

weiber ei'gibb sioh: 

(46) = 

Sind die KoefAzienben einer Foim A Funkbionon oinea Paromebers r, 
SO isb ^ eine Form mib deu ICoefAzi^ton Be isb dann: 


( 47 ) 
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luid BpezioUj da 0 

(48) + = 

darauB orgibt Bioh aboi' die ftir doii Bowels dor SH.b/o IV uud V 
nStigo Belation: 

( 49 ) = 

Die Determiiinnte: 




«u-** 

Ol* 

’ ■ ®lM 

(60) 

1 


0 ,,-r .. 






•• 


heifit die chat'oklmaUsclie Dei&viimntc odet' die charakiemlischo I'Stnh- 
iioit der Fomt A. Bio let erne gauKO rniiouiilo (jradoa 

Ton r, die gleioH Null gesoty^i die eliamkta'i^fliHclui Gleichuwj: 

(61) \A~rJ\^0 

der Fom A lioforb. Ss aei a due m>faolio Wurxol diuHor Qloicluiiig, 
also \A^rJ\ duroh (f — a)" teilbar. Haben dann allu UiiLunloboiv 
miiiantoB « — 1'“* Grndea Ton \A — rJ\ don Fuklov (»• — («)“*, idlo 
Untordotoiminantou n — 2*" Grades don ]<\dctor (»• ~ • • •, so 

nonnt man dio GrfiOon: 

(63) (r-«)*, (r-of, (r-a)'-— , 

wo: 

isb, EhimntarUtil&' d&r dliafahtensiiifschm Ftvnktion | /I fw/j. Dio 
Roihe dor Exponontoii dor Elomontarteilor gontlgb don Bodin< 
giingeiii): 

Ztt jodor Wurzol dor oharakboristisohon Gloioliiing golidrfc aiif dioso 
WoiBO eine Iloiho von Elomoatartoiloi’iij dio lleiho dor unlor (62) 
angoBohriobouen wird man sum Uniorsohiodo von andovoii ilolhoii dio 
Roihe der aur Wuraol r »» a gohbrigen Elomontartoilor nonnon. 


1) Binon. Soweis dieaoa Satzos hat llorr Broboniiie: Obor dio Blomontai'" 
toiler dor Dotorminnnfcon. Uor. 180d, pag. 81 gogobon; doreolbo let rch 
prodnxiort boi Muth, Thoorio nnd Anwoudong dor Blomontarloilor. LoipRig 
18D0, pag. eu.f., wo eioh ancli ^roitero Litoraturangabon dbor don Sate Andon. 
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Eino Eonu £ lieiQt einsr Eorm A wenn awoi Eoiiaen 

Ff Q mib niolib vorsdiwindondon Dotermiuonteu existiei'eii^ welohe die 
Gileiehung: 

( 66 ) B>^FAQ 

orfUllon. Indem men bier P, Q iiiobt tils biliueare Formon auf&Ob, 
Bondoiii die SiibsUiuiionm P', Q.‘ 

w n 

( 66 ) (/., 1 = 1 , 8 , ..•,«) 

bekachtot, vermittelsb Aveloher in der Form A an Sbolle dor bisbei'igen 
Yariablou x, y none x\ y' oingefdhrb wordon, kaun man don lubalb 
doi' Gloiobnug ( 66 ) dabiu aussprechen, dofi die Form A durob 
die Subsbibubioiien P', Q in dio Form S ilbergebe. Aus der Gilei- 
cbung ( 66 ) folgb auoh: 

(67) 

es ist also auoh dio Form A der Form B nquiralenb. lab speaioll 
Q — B-\ (dso; 

(68) P-PAP->, A^B-^BF, 

so hoifien die Formen A und B Ulmlich. Fs ist dann auoh fdr be- 
liobiges r; 

(69) P - r P(A - rJ)F-\ A-rJ=~ P-*(P - r J)P. 

Darans folgb aber, dafi jode Untcrdeterminanto Grades dor De- 
beminonte \A — rJ\ oine bomogono lineare Funkbion der Unber- 
deberminanten Grades dei* Determinanbe \B — rJ\ isb nnd um- 
gekebrbj daB also dor grdfibe gomeinsame Toiler der Unbordebermi- 
nonben Grades von \A — rc7J mib deni grSBbeu gemeinsomen 
Toiler der Unbwdeberminanben i/*®“ Grades von [P — rtT'l zusammon’ 
fiUlb, und biei'auSj daB die cbarokberisbisobon Fnnkbionen lA — rJl 
und I B — rJ\ die gleichen Elemenbarbeiler besibzen. 

in. Sata: Bind die JPormen A vmd B ahnlidif so simmen Hire 
duu'cdctmsiischm JUWkHonm 9 (r) •» | A rj\ md ^ (r) | P — rc7| 

in den Mmentwkdem uberein. 

Jene Form, weldie aus A heiTorgehb, wenn man joden Koof- 
fizienben durob deir koujugirben komplexon Werb orsobzb, soli mit 
bezeiohneb werden; ebonso soil, wenn m irgond oine Gi'BQe bezeicbno^ 
mg Oder die dazu konjugierbo komploxe Gi' 6 Bo bozoicbnon; isb m 
reell, so isb nig w. 

Unber den Subsbibnbionen spielen jene, P, eino wiobbige Polio, 
fttr welohe Pg' = p-^, also 

(60) Pg'P-J 
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ist Ftti' den Fall, dafi B reelle Hoefdzienkm hat, ist also die 

Substitution M eine orthogonale. Fttr Formon R goHon nun eboiiso 
wie fttr die speziellen reellen ortbogonoleii Formeii dio boidon Sill/iO^): 

17. Sata: Die dee cim'chktmediselym Ghieftmtf 

I JJ ~ r J| ^ 0 6m$r Fmn R^ tbdche dee Rediiigmg « J gmiUjl, 
Jtdben alle dm Modul 1. 

V. Satz: Die (diaedHe)'i^(die FmhHm \R~-rtT\ miar Foefn 2^ 
wdche dee Sedaigung R^R « J gmiigl, liai Imilee linmre. Rlmnmim'- 
teiler. 


Im folgendeu treten bUineai'o Formen: 

n » 

(®1) 

/lat rest 

auf, bei deuen je zwoi Koeffizionton niid koiijugiorto Icoin- 
plexe Grflflen iind die Koeffizionton o,,^, rooll sind. S(jtzt iniin fllr 
die a: uud y solohe Werto, daS imd y koiijugiorto Icoiuploxo 
GroBen sind, so iat der Wert 7on A rooll. Isino aolcbo Forjn gJJiiUgt 
deu Bedingiiugen: 

(62) ^-4', A,'=A 

uud iat duroh jedo dieaer beiden Gloioliuiigon olifti*alctori«iort. Flllirl 
man ou Stelle der biahoiigen Vminblen x, y uouo x', if oin iiiit 
Hilfe der Subatitutionen: 


“* I Vv ^ PyiVl } 

*■=1 iSl 

WO J)® die zu konjugiorte fcomploxo GroBo bozoichnot, ho goht 
auB dei- Form A eine Form: 

(64) 

derselben Art wie A hervor, bei wgIoIiot also wiodonim h , uiid h 
konjugierte komplexe Grttflen, dio roollo GirBBoii sind. 

Jede Form A kaun so auf unoiuUicli viole WoiHon in dio 
mvimlfmn: 


1) Dor DOWM dM Sftto IV und V wM fdt dio hior vorliogomlon fforraoii 

oindiogonalon Uormoa, 

ISOdZd'KSiE 
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bransfovinierii warden. Wio dies aber auch nuggefUlirti wird^ iminer 
habon die Zalilen q und r dioselben Wei'te. Man nennt r den Hang, 
q den Tr&glieitaindex dev Form A. Ba tins 

(66) P/jiP-JV 

dnrob Oboi'gaiig i&n don koiyngioi'tou Icomplezen Fomen: 

(67) 

folgt, so siud A und nnf die nftmlicho Normnlform reduKierbar, 
bositzou also gloiohen Hang und gloicben TrEghoitsindox; doraus folgfc 
insboBondoro, dafi, wenn dio Koo^sionton 0, die HoefAssienten 
— ay^^ nber rein imagindr Bind und inio^edessen Aq*^ A isi, 
r oino gorade Zabl und sein muB. 

Hjino Form A, die fttr konjuglerte komploxe Werte dor Variablen 
und y.^ niobi vorsobwindot, obne dofi die yei^dei'liehen Bdmtliob 
Null sincf, boibt) eine definite Form und kwiu' eine positive, wenn sie 
bestAudig positiv, eine negative, wenn sie beslAndig negaidv isl. 
Bamib eine Form debuit sei, let notwendig und binreiobeud, daO 
r B- n und entwedor, wenn die Form positiv sein soli, 9 » n, oder 
wenn sie nogatiy sein soil, g « 0 sei. Sie lafit siob tilso donn steta 
in eine der beiden Normalformen: 


(68) ±J=±2'vJ/‘ 

b'ansformieren und es ^t siob dober aucb umgekebi't eine Foim P 
mit niobt vei'scbwindendei' Deteiminanto Andcn, welcbe dio dleiobiing: 

(69) P,'JP-P;P=±A 

erfttUt. 1st dann 8 eine Substitution, welobe zusammen mit dor kon- 
jngierten komplexen 8^ die Form A in siob transioimierb, fUr welobo 
also: 


(70) 


ist, so ist: 


(71) 

8,'P,^F8^±A^F,'F 

und daber: 


(72) 

Bo""iSo'P(,'P5P->- J. 

Setst man also: 


(78) 


80 wird: 


(74) 


und die Gileiobung (72) si^t aus, daQ: 


•Bo' 
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(76) - Jf 

isb. Naeh (78) siud fiber die Formon B und 8 fthuliob mid os liabon 
dohei' ibre diaraktoristischon Fuaktionon nllo Elemcubarboiloi* gomoiii- 
sam. Infolgedosson gelteu die StitTie IV und V auoh ftir die Form 8 
and man hat den Siitz bowieson; 

VI. Sata: Wenn erne BxihsUUiHon 8 eusatnmm mit der hoi^ugiei'U^i 
8^ eine defiKtite Fom Af in wdeher und a^.f^ fUr jedes 
ft und V Iton^ugierte hotiti^om W&'te hesiUm, in sim 8<dM hwt^omiori, 
sodaft: 

(XIII) 8 a'AS=A 

ist, 80 verstdiwindeC Ho’e ciim'aliknsHsche FtifdiHon \ 8 — rJ\ fiU' 
soMie Werle von r, dmat Modal 1 ist, md InssiM fmuir Irntw 
linmre 

Dor Inhalt dioaos Faragraphon ilibi't von Hoi’rn Frobonins^) hor 


§ ». 

Die komplexe Mnltlpllkattou bel deu Tlietafiiuktioiieii 
mehvevei* Ver&nderllohen. 

Mib f^v} aoi eino 2^-fnch poriodisoho Funktion von dor pag. 128 
bebiuehteton Art bezoichnot, doroii 2p Periodonsysbomo 
(«"=!, 2, •••, 2p) also den dorfc iingogobenon Bodingnngoii (2)— (d) 
gentigon; ivobei mnii sogloioh noch fUr das folgoudo boincrko, dnl.l 
die Ungloioliung (4) aitoh, indom man die m don konjngiorton 
koiuploxon Grdfiou: 

(76) = 

oinftlhrb, in doi* Foimi: 

goaolirieben wordon knnti. Sollon nun die 2p Pex'iodonsyslomo 
*■'# dor Funktion /’(«i| |ti^) Hllmtlioli 

audi Poriodousysbomo dor B^ktion | •• • | «»„Vp) soin, wo 

IConsbanboii bozoicbnoii, in wolohom Folio dium irnoli 
doin IV. Satis pag. 110 dio Funktion ff[mv]j mib dor Bkinkbion 
f^vj und p — L audoron mib donsolbou Foiiodonsysbomon poriodisolion 

1) Frobonins, Ober linonro SubstitubioTioii obo. J. fllr M'abb. Bd. 84, 1878, 
liOg. 1} imd: Obor dio prinaipalo 'I'rcmflformatton oto. J. fltr Math. Bd. 06. 1888, 
png. 864. 
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Funktionon durdi eiuo algobraisoho GHoiohung vwkntlpft isfc, so 
rnttssen gnuKO Zohleu (a, /3 1, 3, • • •, ^p) existiereu^ flU* woleho 
die 2p^ GHeicliungen; 

bestehen. ^ 

Dio Gileichuugeu (78) siud eiitwodei* identisdh erfUllt^ indem 





(79) 


m. 


?»1 => — ♦ • • — Wp — i/r, 

und ftlr jedes yon a yoi'acbiedeiio 


a%fi) 


(80) <..^=.0 

istj in welobom Falle dio gewi^knllobo MnltipUkation vorliegb^ odor 
sio siud nioht idontiaob orftlllt; diinn geltou sio nur fUr gewisso sin- 
gulSro Worto dor eo, und in diosem Fallo soil die Boziebnng zwisoboii 
dor Funktiou /‘(mvj) und dor Funktion /*{«) wioder komplexe Mul- 
tiplilcntion gonnunt wordon. 

Durob dio Gloiobungon (78) wd erne Transformation dor 
Periodon im Sinne dei* im yorigen Kapited ontwickoltou Trans- 
foimatioustbeorio definierfc, ftlr w6l(£e dio ti'ansformioi'ten Perioden 
die Werte: 

(81) (S:.': ■;0 

besiizeii. Daraus eigibt slob einmal; da8 die in don Gloiobungon (78) 
auftretendon gouzen Zablen dio iinter (II) peg. 131 und nntor 
(III) pBg. 187 angegebenen Bedmguugen erfttlleu mlisson ; welter aber 
oi'goben siob aus (81) boi jedor Transformation der bier vorliegendon 
Art fUr dio Dotermiiiante <d'« 2± (Dm (0. 
juukten o^y, ^7enn man 

(82) ••• Wp = Ilf 
setzt^ die Worto: 


'U **'88 


(Dpp und doron Ad- 


(83) 


09 


Dfci, 0. 


tir 


M 

»v 


(^1, V— 1, 8,•••,p) 


und aus dlesen sofort die Gloicbungen: 
(84) 


''9 a 


lei ^ , ni 

1,8, •••,!>) 


a. 


(fai 


diese aber sogen auS; daB fUr die bier yorliegeudeu Trausformatioueu 
(78) die tronsformierten Tbetamodulon den ui’sprtlnglicdien gleicdi 
sind, daB diese Transfoimationen also in der Bozoiohnung des ersten 
Paragrapben prinzipale sind. 
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In diesein Paragi'aplieu soil nun nooh eine notweudigo Bo- 
dingung flir die Koeffizienton dei' Gloicliungeii (78) abgeloitot 
wei^en, d. h. oino Bodingiing, die immer orfflllt iat, wenn don Gloi- 
chuugen (78) tlberliaupt duroh Ferioden gontigt wird; odor iiiii: 
onderen Worten, wenn tlborhaupi; Tliotamiiktionon oxiatioron, ftlr 
welolio die Torliogendo Transformation eiiio pnnzipnlo ist. 

Sind dio transfoi'mierten Hodulon den ursprtlugliolion gloioli, so 
ergoben sioh nna (XI) png. 141 dio Gloiobungon: 

p 

( 86 ) -.p) 

und bieraus dui'ch tlborgoiig »u don koi^ngiortou komploxou Grufion: 

(86) 

■ Aus den Gleioluingon (85) und (86) abor folgt zuimohat: 


Ol, veal, 8 , •••,}<) 


(87) 


«»! 




"" ^ I* *■ A'O **(?») 

yani ual 


und, indom iniui fUr don zwoitoii Toil dor auf dor roohiou Soiio 
stehonden Summo dio Summnbionsbuchstabon v und q mitoiiiniidor 
Yortausdit: 

(88) ^ (4,„ Jj;,, - ytj,, J 2 " K + «,,) 

Vaai, Qsai 

.— ifyA r 

vsal r**! 


VMl 


wonn wio immor don roellen Toil ron bozoioliuot. Nun ist 
abor andororsoita: 




“/IV '■’Vfl 


KBBi 




( 89 ) 


•®/lv"* + "H % + V,p + H%lt> 

®v/* ** "I" ^ 2 j + 

Nsl 
P 


0 <,VB],S, •••,/>) 


Oil v»l, 9 , •••,/>) 


lO 

'pH) 
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also: 


v=ti 


vail 


+ 


(90) 


X = 1 Vmml 

■^" (®v^^ii+iSJi+Jt ^p+v,ti^r,p+x) 

»B>1 VOll 

JL ^ UL 

V V V 


“1" (^»,JI + »®J»+V*1»+*' ^iP + VjP + K^VjP + KO^/tK^/t'X* 

Xal Vwil 

= = 2nr^^.«», 

und man ei'hHlt darcli Yergloiohtmg von (88) mid (90): 

(91) 



V«1 v^l 


■^,iy ♦'vf' “ /«'"■ 1. >. • ••. 1>) 


Das in dieser Gleiolinng uiedoigdlegtie Eosultat konn man folgender- 
mafion anaapreohou. 

VII. Sats: Ist dx6 Transformation T die TIietapunhHoncn tnU 
dm Modulen cine pringipcdoj so geld die UHneare Fortn: 


(XIV) 



lei wMer r^^ dm reellm Teil wm leumclmet, dureh die M- 
sUhMon 8 : 


(XV) 



xmd die d^mt hmjugi&'te Ttoxt^exe 8^: 


in siidi sdM Uher; es ist also: 

(XVn) SfRS-R 


Beaolitet man nun, da6 die S'onn R infolge der Konvergen^ 
bodingong fttr die Thetai’eilie eine definite ist, so ergibt sidh aus dem 
VI. Satz waiter, dafi die oharakteristiscbe Funktlon von 8 lautor 
lineore Mementarteiler besltzt und nur {Ur Werte von r vei'soliwindei^ 

dei'on Modul 1 ist. Indem man setzt, erl^t man das Eesultat: 
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vm. Sals: Fiir jede pmysi^ale TvamfomaUon T hmtet die 
mm' ’bH/memm Fotin.' 

(XVIII) 

;caal Vsl 

ffehorigo chcmdeterisHsfdie !E)mk^on { A — 0 J\, md dah&' mtcih die dmi 
Iconjugierte leonipl^sieMwMm \ Vmi&r UnmreMmmiUirteUei' md 

sie vmchvmdm tidde mw fik sdidie Werio von e, deyett Modul Yii htdn'&gt. 

Bezeielmet man mm mit |P| die Doterminaute: 

n% ■ • • 0 


(92) 


so isfi: 


i-pi 


0 • • • fci a. 


— art 


'pi 
0 aJi 


PP 


"IP 


(08) \Pf 



1 ^ 


-flfz aji 

• ■ ■ oip 

1 



xi • • 

. 0 

**n 

“ip 



«?p 

-“ii 

• -«ip 

0 .. 

'• Sii 


®pp 



«jp 

-«pi 

' ■ "**PP 

— «i • ' 

.. 0 

“a 



«* • • • 

0 

spii 

• 0 

0 .. 

. —xi 

®^i 



0 ... 


0 

. . Stf 


( 2 «i)»i' 


*11 • • • **ip 


^pi * • • »pp 

imd sohin |P| von Null versobiedeu. Duroli P wird also oino li'orin 
mit nicbt voraohwindoiidor Dotormiiianto dofiniorfc. BoKoiolinob man 
fornor mit T die Fom: 

(94) 

a>sl flail 

und mit VI die Fom: 

(96) = »,+,), 

/ml VB .1 

SO bostolifc; wio siob umnitielbar duroh Ausroohnon mittolsfc dor dloi* 
ohuiig (86) orgibi^ die GUojchuu^: 
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(96) 

PT«?tP 


Oder; 



(97) 

P-P-i?(P. 


Die Formeu T und sind daber fthnliob uiid os stimmen 
ilu'o ohorokteristisolien Funkbiouen: 

desbolb 

(98) 

11 

1 


und 



(99) 

^(0)^]S!l-0j\=>\A~0j-\\A^-0j\ 



in don Elemoiitoxboiloi'n tibomn. Domus orgibt aich dei' 

JX, Satz: Wem etne Hiwtsfomation T fUr vrgmd eine Tketch 
ftmMion eim prin/iipale isi, so mfiUU Det&'mi- 

vumte I T — eJ\ m lauier Uneare Memmtafieiley and vmcliumdd 
niM' fiir solclie Werte von 0 , derm Modul gleidh der Quadratwnr 0 el aus 
dm TS'misforntaUomgrade n ist 

Hat also die Gleichimg { T — 0 J\ 0 reelle Wiii'zolii, so k5nuen 

dieso nur ± ]/» soiu. Komplexe Wurzeln kSnnen ferner^ da die Koof- 
fixienten dev Gleicbung rooll siiid, nur poarweiso auftreton, sodafi die 
Wuraeln einea Paares konjugierte komplexe Grbflon sind; zwei solche 
Wurzeln liaben daun, da jode den Modul Yn bositzt^ das Frodukt 
ist also die oine von iknon m. so iat die andore in,, — * Das Pro- 

dukt oiler 2p Wurzeln der Gleiokuug botragb ] T | — + os konn 
dohei* — Yn nur in gemder Anzahl ols Wni'zol auftreten; donn abor 
obenso + Y^j nnd wonn die Gfleichnng nur oinfooho Wurzeln bat, 
iat aiober koine I'oell. Im Falle » » 1 haben die Wurzeln alio den 
Modul 1, und da die Gleichung goiizzablige Koefdzioiiten bat, so ist 
in dioaein Folio jede Wurzel naoh oinem Sotze von Kroueoker^) 
eiue Binbeitswui'zol. 


§4. 

Maobwels, daB die Im £K. Bats angegebeue uotweudlge 
Bedluguug auoh hiureloliend let. 

Es soli jotzt gezeigt wei'don, dofi dio im IX. Satz angegebone 
notwondige Bedinguug flir eine prinzipale Transformation onoh hin- 
reioheud ist, d. b. doO es zu eiuei' Tronsfoimation T, sobold sio die 


1 ) Eronooker, Zwei S&tse (Ibei! Gloidhungon mib gouzsahligen Eoof- 
flsiontim. J, fttr Uatii. Dd. 68. 1867, pag. 178. Der Eroned^eoho Sots loutoti 

„Wem die Wwzeln eUier gmmaldigen ffleiohungy M ioeJolier der mte Koef- 
flgimt Eine iat, alle imaginttr end ihre malytU^m ModuJn e&mtlich pZeicft 
JSina 8t«d, so mdssen dieselben stets WurgeJn dm' MnJieit sein." 

Kraaer, ThetoAmktionon, 16 
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im IX. Sate aiigegebeue Bedingmig erftlllt, immor aucb TlietafunkMonoii 
gibt, ffli* wdlobe sie eine prinzipalo iat, und ssngleioli soli gossoigt 
werden, wie die Modulen dioaer Tlietofunktionou boroobnot wordon 
kSutien. 

Zuvor mufi aber zar Orionfaeroug folgeudes voraasgoscbickfc wordon. 
Die 3jp Wursicln jff,, • ■ •, der Gleiohung: 

(100) |T-aJ| = 0 

bosteben nabb dom Yorigen aus don p Wui'zolu dor Oloidmng: 


( 101 ) 

nnd den p Wurzelii der dn«u konjngirton komploxon Qloiobung: 
(102) ljl«-aJ‘l«0. 

Die orstoren soUon dio Wai'zoln otsfcer Arb von (100), die letetoron 
dio ’Wnrxelii zwoiior Arfc gonaunb werden. Sind g^, g^, • • •, g^ dio 
p Wuraoln orater Art, so smd a}, aj, " ^ 3? Wiirzoln Kwoitor 

Art, und ea iat stets a.ij — n. 

Ftlr eiiio priiniipnie Transformation T bosbobon nun gomiifi don 
Glloiohungon (78) fUr jodon Wort dos Didex p die 3j) Gloiobungon: 


(103) 



V-ml 




= m^to 

= M»pCO 


Qg> 

HiP Vgf 


,/l) 


und man acbliofit daraus Kunliohst, dab fllr den Wort dos Hultipli- 
kators nur dio 2p Wurzeln (lor Gloiobnng (100) in Dotrncbt 
koramou; os ist also insbosondore der Modnl von 9 h^ gloicb ]/» und 
B n. Aus don Gleicdtungon (103) folgl (labor diu'oli AufUisung 
auf Ginuul dor Gloiohuugen (H) pag. 131: 


“ %p*-r “ **^2 ^Qvt 

(104) (r:-l,V**.i.) 




mim 


'9 “'Cl !» + »■> 


und bieraiis orgibb sioh, wonn man unter don A, li dio in (YIl), 
(YIU) pog. 141 dofiniorton OrOBen voi'stebt: 


(lOB) (A,^. »,„) - 

/e-l 
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Ist abor die vorgelegfce Ti'ausformation 2' fflr die Tliotaftinktionoii 
init dea Modiilon eino prinsipAle, bo isb wegou (86) auoli; 




^vft 




^ “p* 


i«“l \ 
U]id es folgb, wonn man 


J><«1 


ffy 


aetsst, dni'ch Vergleiolinng vou (1(®) und (IOC): 


(108) 




1 

“**’/* ‘'P/» ^ "'p ■'pv 

/«-l 










lat nun eino a-fiiohe Wunsol der Gleiobnng (100), ao voi*- 
achwiudeu fUr daa Gleichungenayabem (tOS), da olio Eloinoiitai'boilor 
von \T — bJ\ linooro siud, nllo TJnterdebonmnnnton g/)—!*"**, 
2j) — 2*”", • . *, — a + I*"" GwwieBj die (jj^loichuiigon (IOC) Bind 

also 8-fach uiibosbinmit und. babeu 8 linearunabbiiiigigo LoHiiugnn. 
Solohe fi lineoi'unnbhttngigG L{ksuugeu aoiou init 0 ?^,, • ■ •, 

=» 1, 2, •••, a) bezoichnet; ibnen entsprochen auf &nind von (107) 
a Werteaystfline (<i = 1, 2 , •••, a), welcbo alio dio p Gloi- 

ohungeu (108) befriedigon. Nun aei «* oino g-ftiolio Wurzol von 
(101) und oino #■ = a — g'-facho Wiirzol von (102); anji ist rtaiin nin- 
gekohrt oine i^-facho "WurKol von (It^) niid oino a'-fa^io Wuraol von 
(101). Die Gleichungen (108) beeitzon nlso uur r linoiu'unnbliilngigo 
LBsungen; os mflaaen folglioh awiacbeu den a WortosystGincn • • •, 

(p = 1, 2, • • •, a) 8 — q Rolatiouon boatoben, und iium kaim dio 
a LBaungen 01 ^ 1 , • ■ *, (^ — 1, 2, - a) dor Gloichungou (103) bo 

wilhlon, dafl ftlr q von ibnen die zugoliBrigen GrBfionsystomo ‘ 

Null werdon, also fftr aio dio Gloichungon: 


(109) 









bestehen. Binw Wurzel von (100) ivelobe ff-&oho Wuraol von 
(101) iat, kommen also q Hnooi'unabhilngigo LBaungen der Gloioluingon 
(108) zu, weldbe dio Gleidinugen (109) befriodigen und wolclio dio 

IB* 



228 Naohw., dofi dio im DC. Sate angegobene notw. Boding, ancli lilnv. ist. 


{2 sni geliSrigen LQsungen oi'ster Avfc der Gloichuiigon (108) go- 
naunt T^erden mdgon. 

. ludem man an Stelle von m. der Boiho nodh die sHmtliohou 
Wui'zeln orstor Arfe von (100) troton orhiilt man %) LUaungon 

erater Art der Gloiohungon (108), die mit •••, (p=1; 2, •••,!)) 

bezeiohnet aoion und von denou jedo die p Gleichungeu (109) orffillt. 
ITtir irgend zwei deraolboii, die oine und ra„i, .*•, 

die andore isfc dnheri 




( 110 ) 


ml 

^ay ®vk) 

ysal ](sal 

“ ®OJ( *Kv) “ ® t 

ml umml 


wahi'ond ftir jode linoaro Yerbindnng 

( 111 ) 

f-l 

doraelben aua don Gloiolinugon: 

Xsl 

-®J + rW»=^®>Sx 


( 112 ) 


(ii—j,*,- -.hjO 


,rt 


aioh: 


x — l 


ml ral jtEal 


( 118 ) 


ergibii. 


rsal Jml 

p p 

22 ^^ ®s« 

KBl 9l«al 

I'Bal KhI 


Bbonso wio don p Wuraoln oi’stor Art m. dor Gloiolmng (100) 
p LSsungon ei’ster Art w^i, (<> ■“ 1, 2, ^j) dor Gloi- 

ohungon (103) ontapraobon, so gohOren zu don jj) ‘W^innolii ml, zwoitor 
Art von (100) p LBsungen to' . . to g (^ ^ 1, 2, . . jj) dor Gloi- 
cbuiigen (108), weloho dio Losungon Kweiter Ark dieaor Sloiohimgen 
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gonoimt wei'don solleu; und dn die p Wurzeln asweiier Arfe von 
(100) don p Wnvssoln orator Art ]coi\iugiort komplex sind, sodaB 
ist, so wovdon nnoli die ebon deiimorten Lbsungon zweitor 
Ai-t m'i, •••, a}J dor Gleicliungon (103) duroU die koiyugiorten kom- 
ploxou Worto clor p LSsungen orstor Art gdiofert, 

BodaO also: 


(114) 


m 


Qa 


0} 


Qa 


' 9 = 1 , 8 , ■■■,? \ 


iaU Dai'aus orgibt siob abor sofort, dafi jede von ibnon den p Gloi> 
cbiingon 


(115) 




^QX^VX 





geiitlgt, und liioraus wiodonim, daO zwisobon ii^nd zwei LSsungon 
Rwoitei* Art der Gloicbuugon (103), ©'i, • • o' die eine und 
‘‘’( 71 ) *”) aiidoro, die Belation: 


(116) 


P 

(®9i'®o,p+r ®(),ji + i'®’(7»') ^ 

fssl 


bostobt, gloichgUltig ob sie zu gloiobeii odor voi'scbiodenon Wurzoln 
Kwoitor Art dor Gloicbung (100) gobtiron, wllbrciid ftlr jodo lineai'O 
Verbiudung 

(117) = (a=l,a.-.-,8i.) 

9=1 

von ibneii: 

(118) 0 

V =1 

ist. 

Dio allgemeiiisto L5sang Qj, •••, Qg,, dor Gloiohungou (103) bei 
gegobenom setzt sioh nus deu q dnzu gobbrigon LSsungeu erstor 
Art w^i, « • (p =» 1, 2, •••, 2 ) iiud doll r Ldaungon zwoiior Art 

'") “ 9 , 8 j» (p “ *0 ill dor Form; 

(119) + («=1.8,-.8J.) 


wo zur AbkUraung: 

(120) 

9=1 


(0^ 


r 



gosetzt ist. Be ist infolgodossen: 


JO 



2S0 NacW., da6 die im IX. Sats angegebene notvr. Soding. aiioli hinv, let. 


( 121 ) 


r«"l 

“ ^ ~ “jt+i-®”) + 2 ("'• ™^+ 

Va 1 >wl 

P 

+ 2 (“» “A. - »#i+r®i®) + ^ (fOy “S+ 


-MjJhvO 


Null isfc aber, weil ro^, rog^ oine L(}stmg ersbov Avt; dor Glei< 
chungcn (105) ist^ eiuo liiisung zwoitor Art, und wcil 

( 0 ^, (Ogp eino Lfisuiig zwoiter Art ist, •••, cog^ oiiio Ldsung 
orator Art, Bai’aus folgt abor, dafi dio an don boidou lotztou Sbollon 
stobonden Summon infolge dor Eelatiouou (110) und (IIC) den Wort 
Null habon. Sotzt man dann waiter doti imoli (113) stets posiiivcn 
Ausdruck: 


(122) 



+ V ®f) *“ 


den uaoh (118) stots nogativon Ausdruck: 

p 


(123) 

^ 2 r “ “r -H “p") “ “ 

SO wird: 

<^(0.0?+,- Vvo:)=^-y- 

(124) 


Nun ist abor anf Orund dor Gleioluingon (120): 
(126) X « 



(leal 

^o>i (fisal 

wo zur 

Abkliming ftlr ^ 1> 2| • • ' 

q boz. r: 

(126) 

%a “ * 

rwl 

f 



r®*! 



gosetat ist, nnd mou bat so, wenn man boaobtot, dnii X, Y positivo 
fformon vom Range q boz. r smd, dor s-fiichen WuvkoI von (100), 
welcho oino jf-fticlio Wurzol you (101) ist, durcb dio Oloiobung (124) 
oiue Form vom Range 8 nnd dom TrUgbeitsindox q zugowioson. 
Dies© Form bUngfc von don smr Darstollung dor allgomeinon LGsung 
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Dio jodor Wursiol von (100) »;ugeovrlneto bilineare Form Z. 

"•> ^sp gowllliltou 2 LSsungon erstoi' AH w o ( 9 — 1 , 2, -, 2 ) 
und r LSsungon Rwoitor Art {p = 1, 2, r) abj IftBt 

moil au doi'oii Siiollo iigond 3 andoi‘o linonrunabliAiigige LSsungen von 
(iOS) copi, (2 = 1, 2, •••, 3) ti-eten, so trifct an Stelle von 

X — T oino andei*e Fonn: 

(127) 

fast 0 al 

wo: 

(128) =- “ “j.p+r “Sr) 

rsai 


ist, dio aboi'j da dio a siob linear diirob die a uiid a' und umgekohi't 
auHdrflckon^ mib X~Y Hquivalent isb und daher nichb uiur den 
gloichon Rang Boudorn auoh den gloiobon TrSgbeibBiudex 2 bab. 

Kiioh dicson Yorberoibungen kann man nun zeigen, dofi im Folio 
dos Erftlllbaoins dor im IX. Sak ongegobenen Bediugimg sbobs Theba- 
funkbionon ozisbioren, fUr welobe die vorgelogbo Transformation eine 
prinzipalo isb, und kanii ssugldob augeben, wie die Modulon diesoi' 
Thetafunkbionon boreahuei werdmi. 

Man iSao dio GloioUuug (100) auf; ist eine s-facbe Wurzel, 
80 bestimme man 3 zu ibr gebSrige liueavuuabbilngige LSsungen 
'"1 (<* “ 1) 2) "•; 5 ) dor Gleicbungen (103) und bilde mib 

ihnon auf Grand der (Jloiohungen (128) die bilineoi'e Form (127). 
Bringb man danu diose dnrob eine liuearo Substitution luid die zu 
ibr konjugiorte koinploze in die Moimalform: 

(129) ^ = 

so keten an Slello derLSsungen •••, s LSsungon < 0 ^ 1 , •••, 
von denon irgond zwei durob die Gleicimug: 


(my 


(“(If “fiP+r ® 

Val 




mitoinandor voi'knttpffc sind, wS.br6nd ftlr jede oinzolue: 

(131) 

t'saj 

iat, jo uacbdem p — 1, 2, •••, 2 odei* p 2 + 1 j "*> ® 
man nonno dio erston q LSsungon die zu gehSrigen LSsungon 
orator Art, dio lotzton r dio LSsungon zweitor AH. lab roell, so 
isi 2““<*"ls*j ist dngegon komplex, so ist ouch m»J s-feche 
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Wiirzel der Gloioknug (100) und die zn den vorigen 8 GrUfionaystemen 
oj.jj, koiyugierton komplexen *aji, •••, wj,8« bilden jotzt 
a iinearan^hilugigo LSsungoii dev mii dom Worto on Stello von 
m gebildeton Gloioliungen (108), von donen die q eraten von dor 
zwoibeu Art, die r letzteu von dor orston Art eind. 

Filbrt man dies ftlr olio Wnrzeln von (100) durch, ao orhlUt 
man im ganzen, noben obonaoviolon Loanngon zwoitor Art, p Loaungon 
ei-flter Art, die mit Mm, •••, o-oj, (p « 1, 2, ••■,i)) bozeicliiiot soion. 
Boaohtet man unn, dau aus (78) dio Gloioliting: 


r»«l 

(132) = (*^vj9®p+r,y ~ 

fiamt fBl 


folgt, 80 ol'konnt man, daS: 


(183) 


(®(IV + “ “jjijl + l' ®flt) ^ ® 


ia^ sobald dio L8saiigen mid (9„|, •••, nioht zii 

zwoi Wui*zoln und gobUron, dio zneiimndor koi^ugiort koniplox 
Bind, und fflr ivolcbo infolgodosson m^m„ ■» n iat. let nbor «« fnj, 
so iat jodo zu ntg gohdrigo LUsung orator Aii CD„^f • • •, (i>>a,^p oinor »u 
m gebdrigen Ldaung zwoitor Art kougugiort Icomplox und dio Gloi- 
(diimg (138) iat wogon (180) orfUllt, Ea gilt also (L38) flir irgond 
zwoi dor p Ldaungon erator Art. 

Da woibor, wenu oi^^, • • •, oino zu m„ gohdrigo Loanng von 
(103) iat, atota omo zu wj gohdrigo LdHuiig dioaor 

Gloidiungon bildot, ao iat nadi (132): 

p ' 

2 <,p+v - %p+v ®Sr) “ 0» 

rsal 

% 

Bobnld niolib iat; iat nbor — ao iat dioao Uolntion 

wogon (130) orfUllU Be gilt also (184) gloiohfnlls fttr irgond zwoi 
dor p LOaungou orator Art von (103), und da fUr jodo oinzolno: 

(18B) (“f. = 1 

1 'bI 

iat, BO folgt fllr jodo linom'o Vorbinduug 
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(186) 

doraelboii: 

(137) 






,,-1 


+ “ 0>p+v<) > 0- 

9-1 


V— 1 


Dureli dio Bodingungon (138) und (187) sind aber die 2p Grofion- 
syatorae rai„, a}j,„ (« — 1^ 2, •••, 2p) als dio 2p Poriodensysteme 
oinor 2j}-ftiob poriodisolion Funkbion ohaiukiorisierb, und es warden 
die Modulon dor ihuon zugeordnoteu Thetafunktionen duridi die 
Gloidmugen: 

(188) (f. v-1, 8, .-..p) 

X— 1 


boBtimmb. Es ist nun oudlioh noob su zeigen, dafi in bozug auf 
Tbobafonkbionon mit dieseu Modulen dio Torliegendo Transformation 
oino prinzipale ist. Kuu nohmen abcr die Gleiohungen (103), wenn 
man ibre liukon und recbton Soiben mit set multipliziort und bierauf 
die Gleiobungon (138) anwondoi^ die Gestnlt: 


(189) 


odor: 


(140) 


♦>— 1 \ x^ 


M 

M 


^p+/itV^* “i* ®p+i«,p+*®rx j^tfv “* 

X — 1 / ff— l 


X — 1 

(/»,9 — 1 

-^r/t ®9 r ^^*9 ®9/* ^ ^ / 

V— i 

P P 

^y/t “ Wp OS^g 


®pff ®/(tf J 




V — 1 


ff— 1 


an, und durob deren Yerbinduug folgon dio woiberon Gleiohungen: 


weloho ondlioli infolgo dos NiobtverBcbwindens dor Determinanlio 
2 ± ®ii WjB • • • Wpp dio Gleiobungon: 


(142) 



Ol,»'-l,S,.-.,p) 



3B4 VI> 4. ITnehw., daB die im IX. SFiti& angogobene nobw. Boding, auoh hinr. ist. 

nacli sioh Kieheii. Yergl&iclit mou nbor dieae mit den Gloichungen 
(XI) png. 141 j BO erkonnt man, daB fHv die vorgelegto Transformo' 
tion in der TAb die transfoiuuei^ii ^hetamodulen 0 ^ 1 , don urnprliiig' 
lichen gloioh siud. 

Man Trii'd dnssa uoch komorkon, daB dio Wahl dor p dor Borooh- 
iiung der Thetamodulen m gininde liogendon Ldsnngon orator 
Art dor Gloiohungoii (103) aof unondlieh vielo Woiseii mSgliok ist, 
da die bilinoaro l^orm Z dni^ nnondlich riolo voi'schiodone linonro 
Substitufcioneu in dio Normiillorni (129) bransformiort werdon kaim; 
in dem Folio nbor, wo dio deu vorsohiodenou Wurzeln von (100) 
eutsprocbenden biliiiearon Formon Z slimtlich deflnibo sind, wo also 
die oinorWurssol Kiigohdrigon Lbsungon von (103) siota onlwodor 
nllo von dor orateii Art odor idlo von dor Kweiton Art aiiul, lioforu 
dio Gleioliuugon (188) bei oinor Rndoron Anawnlil dor Lbaniigon 
nouou p Lbsungon orator Art iimnor liiioarn 
Vorbiiulungon dor frflboron aind, ftir dio Thotomodulcu wiodor 
die gloichou Worto* in diosom Fallo oxiatiort also nnr oino oinxigo 
Thotiifunkbioii, fUr woloho dio vorliogoiido Ti'Anaforination oino priiixi- 
palo iat; aind dagogon dio Formon Z toilwolso odor ullo iiulorinil, so 
gibb os unbogrouxb violo solcho Funkbionou. 

Aus doi' dormiorondon ISigonachaft dor prinxipalon Transfornmbinii 
ala oinor aolchou, bei wolchor dio traiiaformiorlon Tliobaniodiilon don 
urspi'tlngliohon gloicli aind, folgoii soforb dio folgondon SiUx.o. 

Alio Tmii^orinationou, wolcho ftlr oin gcgobouos Sysbom von 
Thobamodulon prinzipalo aind, bilden oino Ginippo. 

lab oino Ti-anBformaiiou T binBichtlioh oinos Syaboms von Tlioin- 
modiilon oiuo prinxipalo, ao isi os auoh dio duroh dio Gloichungon 
(272) png. 104 doiiiiiorbo diixn aupploin'ontiii'o 2\. Burch ZuHumition- 
halton dioBor Gloiohiingon mit don Gloichungon (104) orkonnl man 
dahei, daB dio Mnlbiplikntoron bei dor 8ui)])lomontUroiiTrnnHroi'niiilioii 7, 
dio koiyugioi-fcen komploxon Woifco von doiiou dor Mnltiplikatoroii 
dor Tranaforraabion T hoaib^n. 

Goht duroh dio linoaro Tranafoimation L das Syalom dor Thota- 
modulon fiir wolclioa dio Tmnsforjnation T oino prinxlpalo iat, 
in dna Byatoin dor Thotainodalon flbor, so iat dio Tranaforinution! 
(148) r^L-^TL 

oino pi’inxipnlo ftlr dio Tliotnftmktiouon mit don Modulon Ana 
dor Gloiolinng: 

(144) r eJ)L 

folgb dabol, daB dio oharalcberistisohon Funkbionou '\T — 0 j\ und 
Iff' — in ihron Kloraonbai'toiloiii ttboreinatimmon, daB also die 
Mnltiplikatoroii filr dio priiiaipalou Tranaformatiouon T und T' die 
ndmlibhen aind. 



Soblufibomorkungon. Hiatovisohea. 
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Die piinisipale Transformation dor Thotafunktionon beliebig violer 
Vaiiablen ist zuoi'st von Kronookor^) und sodann von Homi Wober*) 
boarboitot wordcii; beido Autoroii bosohriinkou sioh kbor auf den Fall, doB 
dio oharaktoristisoho Gleichung yi' — eJ'\ » 0 lauter vorsohiedone Wnraoln 
hat, iiud auoh liior ist ihneu die ini IX. Sat/o angogebeue Bodingnng fttr 
die prirndpalo Transformation nooli imbokaunt; sio bmnorkon violmehr nnv, 
daQ, wie Boispiolo seigen, niohi immer Tli^afanktionen oxistioron, filr 
wololio dio gogobono Transformation oino prinzipalo ist. Besitglioh des 
Fallos, dafi dio oharaktoi'istisoho Gloichung mehrfaoho Wui'xolu besitxt, 
bosohi'Unkon sio sioli auf dio Bemerknng, dafi die Tliotamodnlon in diesem 
Fallo teilweiso unbostiinmt bloibon. Bio im Vorigen initgeboilto Bohand- 
lung dev prinaipalen Transformation ilUirt von Hon’n Frobonius^ hor. 

'WilthoiB^) hat sposioll die piinzipalou Transfonnntionen ei'stor und 
sswoiter Ovdnung dor Thotafunktionon zwoior VorUndorliohen in der Bich- 
tung boarboitot, daO or dio Bcdingnngeii fdr dio seohs Vor%woigiing8< 
punkte dos au grimdo liogondon algobraisohou Gobildes aufbuchto, welche 
bostchon mtisson, damit fllr dio sugohdrigen Thotafunktionon oino prlnstipalo 
Transformation oxistioi'o; dooh ist nur dei* Fall dor linoai'ou Transforma- 
tion vollstftndig durohgofdhrt. Baboi hat sieh insbosondoi’o orgebon, daii 
oino prinzipalo Transformation dor Thotafimldiion in alien jeuon Ftlllen 
oxistiort, in donen dio zugohOiagen hypoi'olliptisohon Intogrolo auf ollip- 
tisoho roduzierboi' sind, odor, was dasselbe, dio vorliogendo Thotafunktion 
Kwoior Viuinblou naoh ainor Transformation in dns Prodnkt xwolor Tliota- 
fbnktionon von jo oiner Voi'Undoi'liohon serflillt^). 

Bio Biohtigkoit diesos Satzos und zngloioh dos allgeinoinoren, daU 
flir jode Thotafunktion von p YorUnderliohou , woloho nach oiner Trans- 
formation duroli das Vorschwinden goirisaer seiner Modulon in oin Fiu- 
dnkt von Thotafunktionon von ivoniger YerUndcrlichon zorBUlt, stets oino 
prinsiprdo Transformation oxistiort^), IKBt sieh loiobtfolgondormoilenoinsohon. 

Fttr jedo Thotafunktion ist dio Transformation & 
oino prinzipalo. Zerf&llt nun oino Thotafunktion in oin Prodnkt mohroroi*. 


1) Kroneoker, Bbor bilinoaro Formon. Borl. Bor. 1800, pug. 6D7; auoh 
J. f(ii’ Math. Bd. 08. 1808, pag. 878. Etwas frtthor hatto sclion llorr ICOuigs- 
borgor in seinon Untorsnobungou „t}bor dio Ti'ansformatiou dor Abol'sohon 
Fnnotionen orator Ordmmg*' (J. fttr Math. Bd. 06. 1800, pag. 886) auf dio koin- 
ploxo Multiplikatiou diosor S^nktionon hingowioBon. 

8) Wobor, Bbor dio Transformationsth. oto. Ann. di Mat. (8) Bd. 0. 1870, 
pag. 180. 

8) Frobonius, Bbev dio prinoipalo Transformation oto. J. ftlv Math, 
Bd. 06. 1888, pag. 804. 

4) Wilthoifi, Bostiminung Ahol’sohor Funotionon mit zvei Argumonton, 
l)oi donon oomploxo Multiplicationou stabtflndon. Hab. - Solirift. Hallo 1881] 
■voigl. dnmit die Bosultato boi Bolza, Bbor Binttrforinon soohstor Ordnnng mit 
linoai'On Substitutionon in sioh. Math. Ann. Bd. 80. 1887, pag. 640 uudt On 
binary soxtios with linear tronsformatiouB into thomselvos, Am. J. Bd. 10. 
1888, pag. 47. 

6} Voi-gl. dazu dos lotzto Xapitol diosos Buohos, 

0) Wilthoitt, Bbor Tliotafunctionon, dio naoh oinor Transformation in 
oin Product von Thotaflmotionen zorfkillon, Math. Ann. Bd. 80. 1880, pag. 187. 
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80 kann man dioso Transformabion aucli imv anf oinon Toil dor l^aktoi'on 
an'wenden. Jedo so definioi'te Tronsfoi'mntion II isb dann oino prinssipalo 
auoh fUr dio gogohouo Thotafunktion. Zorfallondo Thotafhnktionon bo- 
sitzen also stots prinsipalo Ti’onsformationeu, dio yon don TrnnBforinafcionon 
Toracbiodon sind. ZorMUt orst nnoh oiuor Trans- 

formation T, so ist dio Tranafonnaiion ITJIT^^ fUi* sio oiue prinxipalo. 

Dio Untersnohungon doa § 8 habon daron ihren AuBgangspnnkt go- 
nommen, dafl jodor komplcxon Mnltiplikation einor 2p-faoh poriodisohon 
Fanktion oino Transfoiunation ihror Poriodou zu gnindo liogt, inid liiibon 
aus diosom Unistando goscblosaon, daB die ICoefllssiontou e„^ dor Oloi- 
ohungon (78) don fiir Tranafomationazablon goltondon llolationon (II), 
(m) dos fhnfton Kapitola goniigon milsson. Nun wurde abor iin Anfango 
das ftlnfbon Kapitola boinovkt, daQ dio goiiannton Xtolationon nur dann 
notwondigo Bodingungon dor Transformation sind, -wonn dio vorliogondnn 
22>-faoU poriodisohon Puiiktionen allgomoiiio sind, ihro Poriodou also 
koinen spoxiolloii Bodingungon uutorworfon \7ordon, daU dugogoii im 
lotztoron Pallo rodit ^yohl Tmitsfoimationon oxistioron kdnnon, dorou Tj'ans- 
formatioiiaxalilon dio Rolntionon (Q), (HI) niolil orfdllon. Nonnt man 
soloho Transfovmatiouon Bingulkre und im Gogonsaixo diixn dio undoron 
oidinUro, so wird niau dou Oogonstand dor in don § B und d diiroh- 
goflllu’tau Untorsnohnng gonauor so boxoiohnon mtisson, daB Jonn kmnploxun 
MulUpUkatiODon dor 2j)-faoli poriodisolion Funktionon anfgosnnht wordun 
soien, wolcho oi'dinUro Transformationen ibror Poriodou sind, niid os orgibt 
aioh xugloioh ala woltovo nooli ungolOsio Aufgabo dio, ku unlorHuoboii, ub 
und untor wolohon Bodingungon sich komploxo MulUplikationon unoli 
untor don aingulilron Transformationon dor Poriodou vorllndmi kdnnon. 
Horr Uumbort^) hnt xuorst tuif dioson Fimkt lungowiosou und xugloioh 
im Palle p — 2 die xulotxt gostollto Aufgabo golUst. Horr lluinliort 
nonut singulUro Abolsoho Funktionoii yon xwoi VorDjidorlicliou solnlio, fUr 
wololio dio xngoordnoton Thotamodulon duroh oino llolation voii dor Form : 

(146) + g,an«t + + “ »?») “ 

mitoinandor vorknilpffc sind, bei dor dio q ganxo Zalxlon boxoiohnon. Hr 
xoigt oinmal, daB alio Abelsoboit Punktionon xwoior Vorllndorliiihon, woloho 
tiborhaupt oino komploxo HultlpUkation xulasson, in diosoni Biniin hIii- 
^lUro Bind, sodann woibor, dnB alio singuHlron Abolsohou Funklionon min 
ibrorsoits singulUro Transformationon bositxon und daB untor dioMon sin- 
gnlBrou Transfomationou auoh komploxo Mnltiplikationon vorkommon. 


1) Ilumbort, Sur la multipiioation comploxo dos fonotioua abdUonnOH. O.ll. 
Bd. 187. 180B, png. 867 und: 8ur Igs fonotions nbdlionnos flingniibros (Donxiinno 
indmoiro). J. do kCntii. (0) Bd. 6. 1000, i>ng. 879; auoh Painldvd, Bur lus siir- 
facQs qui ndmottont im gronpo inflni discontiau do tiunaforinationH birallonoUoH. 
C. n. Bd. 180, 1808, pag. OIS. 



Zweiter Teil. 


Die allgemeinen Thotafimktlonea 
mit rationalon Gharakteristikeii. 




Siebentes Eapitel. 


Dio Thotnftinktloiioii, doron CiiaroktoristikGii 
aus lialben Zaliloii gobildet slud. 

§ 1 . 

Die Fuuktloneu 

TJntor den im oi'stoii Kapitel defiiiierton Funktionon 
spielon diejonigon die wiohtigste Bollo, bei doiien die Gharaktoristikou- 
elomonto '"iOni \ rationnlo Zablon mib dem gomeinsamen 

Neniier 2 sind, luso: 

(1) = = T (/•=». ■•■■■.I-) 

ist. In diesem Falle soi die Oharakteristik mifc 


(2) 



Oder, WQiin ansechliofilicli solcbe Charalctorisiiikeii in dor Untorsiioliung 
anfbrelien, auoh uiitor Fortlnsauug des Nonuers 2 mib 


(S) 



die zugehorigo Tkobafankbiou mib 'O'l/lsM bezeiohnob. 

FQr diose Fuukbionoii liefoiii danii die Forinolii (!^IX) — (XLIl) 
png. 80u.f. die folgondoii Gleicdiungeii: 

Die ThetafmJcHon (iefinieii dtwdt dio Ghielmtg! 


(I) ow, 




mir'tmp 


sie ist mit der HhmkUon verlmv^fi dm'ch die Oieiehmg: 


7 
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'Vn. 1. Dio Fuaktionon 


«], W = frU +2 + T®*1 ■ ' • I«P + “pc + T®* ) 


( 11 ) 


i i«cc'=^’+Jv(“c+^»') 


d. h. sie g^U abgeseHim von emm JSkoponmUcdfahtor cm der FutdiUon 
>&{«]) limor, wenn inccn doren Argmnent&/\siy^% (u) dm Syalm: 

(m) i.),“5T“*c + Y«*l"'l J'^“pc+¥®» 

ft^L /»=! 

0U8mnmmgelidHger Mdher dor F&iodieitdisiinodAAen mit dor Feriodon- 
(^arodet&'k¥J6 (fi)g m'mehrt. So ontoprielit dor Tholacim-aktoristih [s], 
odao dde Fotiodm<duircMerisUh (e)g, mm mcm rdativ gegen 

die FimkHon teh^itet. 

Die durch die Qleidhmg (I) dcfini&rto Thdafmhiim go- 

nUgt dot' Gleudiung: 




(IV) p p p p 

= «-L4We 

in mlcher {Sxjg jenes Byeiom mecmm&txgM'iget' Oanocr dot' Porio- 
dieUiUsmoduhn hoeeichnclt mlclies ans (111) fik' s,, 

(ft = 1, 2, •••, i») hervorgehi. -4ms dicsor GleicJmtg folgon, indan man 
das dne Mai die iiht'igen p^l ZdJden n' tmd die p Zahlon 

« gleielt Null selgt, das andore Med » 1, die iihrigon p^ ]. ZaUon 
9c und die p Zafden X gleieli NuU setgt, die ^miellen Gleichmgon: 

(V) -O' [fill (tti 1 • ■ ■ I M, 4- JC» I • - • I Mp) = (- 1)'- -fr [fi]a W, 

(VI) fr[fi]2 («! + aj^l •■•l«j, + ap^)“(—l)*i<8'[fi]g{Mjc-''i-»--*'*i- 

liet'vor, am denon man die Qld^mg (IV) wiedet' erscugen Jeamu 
Endlich genilgt die FwtikUon den Gloitdmngen: 


(VH) 

(Vni) 

(IX) 




^l« + i?]bWo 


p p 

-2 2 ' 
/llal H’rmi 


V/» 


vv 4» I \ 




®[» + 2*].M - (- 1)"“* W, 

2 'll 'It 

#[«].{-«» - *[-«]. W =■ (- 1)""* »[«],«. 



Defitiition uud Uaupteigonsohaflion dersolbon. 
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Dio Formol (VIII) sagt nua^ doB zwei FuiikUoneu 

Charolctoi'istikonelomoute • • •, s^f s^, •••) 
und •••, •••, 1 ?^' clou 2p ICongnTonzon: 

(4) « i?/» (mod. 2) 

goutigou^ uuv nm eiiioii Faktor 1 Tonoiiiander versobiedon sind, und 
man schlioOli daraus^ daB os im gauzcn ttborkaupt nur 2*^ wesoutlich 
Torsobiodouo Fnnktiouon gibt, nls velobe man diojouigou 

wiihlon wird, bei donon dio Zablon e, s' nur die Werlo 0, 1 bositzeu. 

Dio Formol (VII) zoigt weitor^ daB man von joder dieser 2*^ 
FiuiktiouQu zii jodor andorou von ibiien abgosehen tou oinem Dx- 
pononiiialfakbor golaugon kaiin^ indem man ibr Ai'gumontonsystem ({») 
urn oil! passQud gowiiblfcos System zuaammengebSrigor Halbor der 
Poriodizitiltsinodulcn vermohrfc. Dodumb orsdioinon die 2*^ Funk- 
tionoii ‘0'[e],^«]) untoroiiiaiider nls gleichboroohtigt und insbesondero 
dio AusuabinostGllniig, wolobo von voraborein d'[0](u} batte, 

anfgQhobon. 

Dio ]<'ormol (IX) zoigt, daB die Funktiou ^[£]s(nj) oiiie gorado 
odor iingorndo Fuuktiou ibror Argnniojite ist, jo naobdein dor Ausdruck: 

(^*) ^ 

/i-i 

Es 0 odor s 1 (mod. 2) ist; man iionut dahcr auob oiuo Tbeta- 
cliaraktoristik gorado odor ungorado; jo nncbdom dor Ausdruck (5) 
ss 0 odor ss 1 (mod. 2) ist. Bonobtet man dann nocb, daB ciuo Thota- 
fnnktion init oiiior uiigemdon Tholacbaraktonstik [cj, als 

uino uugorade Funktion ibror Argnmonto fttr die Nullwerto dersolbon 
vorscbwindo^ so orkoniit man init Hilfo von (VII), daB oino I'kmktion 
vorsclnvindot, aobald iltr das Argnincntonsystoin (u) oiu 
System zusammongohdrigor Halbor dor PoriodiKitiifcsmodulen mit eiuer 
solcbcn Poriodonclmraktoristik (i}% ^sotet wird, fttr wolcho dio Tbota- 
charaktoristik [ e -|- ungorado wird. 

Dio FinCtlhrung dor Fanktionon roiebt bis in dio An- 

Bingo dor Thoorio dor Thotafunktionon fthorliaupt xurtlok. Sohoii Jacobi*) 
liat in soinoii Yorlosungoii lllxir ollipiisoho Funktionon dio vior Fiinklionoii 
dns Folios p = 1 augogobon, obonso flndon sich dio soehsolm Funktionon 
doH Fallos = 2 sohoii boi (Hipel*) und llosonbaiu") nnd dio 2^^ 
Funktionon fllr boliobigos p boi Woiors trail'*). 

1) Jacobi, Thoorio dor clliptiaolion Funktionon oto. Gos. Woi'ko Bd. 1, 
Berlin 1881 , png. 407, 

8) GOpol, Tlioorino tmnso. oto. J. fUr Mntli. Bd. 80, 1847, png. 877. 

8) lUsonhain, Mdmoiro sur loi fonolions etc. M0m, prds. Bd. 11. 1801, 
png. 880. 

4) WoiorstrnB, BoUrng sur Tboorio oto. Math. Worke Bd. 1. Borlin 1884, 
png. 181. 

Krnior, I'tiatafuiikUonon. 


10 
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yn. 8. Poi'iodonoliftvakiieristikon. 


Erster Absoliuitt. 

Die CliAraktoriatikenthoorio. 


§ 2. 

Ferlodeuoharakterlatlkeu. 

Mon gehe jetzi; auf den Anfong dos fUuften ICapitols ssurlick niul 
besseiohne wie dorfc mit o_„ (ce = l, 2, 2p) die 2j) oiiior 

Thetofunktiou zn grande liogenden Foriodonsysioino. Sind daim 
fij, ^ ganze Z^len, ao nount man eiu GrOfionsysbom voii dor 
Form: 

ag *p 

(®) a) ' * *) u 

Ctoat tt"ml 


ein 8yat&n m8amnm%gehMg&' Sdhor dcr Veriodcn te, don Koni])lux 
del' 2p Zohlen '“;aap abor dio l^eHodencfm'okiGmltk (Per. (vluir.) 
(fi) des Systems (6). 

Hiliigen Perioden (d^b and w^o i' g’ ! . ^ ziisammon durch 
eine gonzzablige linenre Ti'niisformutioii: 


(’) 


fl} 


/!« 





8, ■■■,«/»/ 


woboi also die c„p ganze Zablon siiid, wolcho den I) J)c- 

dingungen : 


( 8 ) 


2* 


p-irffta dfi) TVOnn /3^2)-h«; 

(R,j9a],s, •,Spt (*<?) 


Oder den domit ilqiiiralontea: . 


geutlgeD; 80 ist: 

( 10 ) 

woim: 




M ap 

neai 


V *“ ^ °«|9 ®« 


/3«p -\- (t, 


OoRil, JO 


(11) 


(/*«•!. *!•••, 8/1) 



Lineoi'o 'ri(iu8formfttio& dor For. Char. 
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gesetab wird. Han sagb danu, dtifi die Per. ChtM’. (c) du/rclt (Ho Pt'ons- 
formation (7) tn die Per. Char. (1) dbergdhe. Bozeiohnoii weiter (s) 
niid (17) irgond zwei For. Gkar., nud (^) die doiuus clui'oli die 
nllmlicho gnusszahlige linoare Transforrantiou (7) hoiTOrgeheuden, 
80 iob; 

p tp ip p 

(,^aVp+o ^p+aVa) ™ (paa^fi,p + a ^atp+a^fia)^aVfi 

Vail ual 0 b >1 

uiid dalior aiif Grand dor Gleiohungon (0): 


( 13 ) 



^P + fl Vfl)} 


€8 Ueihl sohin o'er W&'i des Amh'uidte: 


+ *»!+/* V/() 

/I— 1 

hei jeder ganszcdiligen lincaren Transfoi'^naHon mgi^ndci't. 

Zwoi Syetemo (6), boi donon die Charakterlstilconelomeute 
and vi^f don 2j) ICougnionzen: 

(16) e„ s (mod. 2) C« - 1 . a 


gontlgoii, siud einondor naoli don Foriodon ro kongruont; zwoi solelio 
}^or. Char, (e) und (17) wordon in diosom gtinzoii AiiHclinitto nls nicjit 
vci'ischieden angosoheu. Bb gibt dann im gaiizon nur 2'^ vorsoliiodeno 
For. Char. («), als ^volobo man diejonigon w&blt, dio ontniolien, wonn 
man an Siollo dos Systoiiis dor 2 p Blemonto • ••, fg. alio 2 ^^VAria> 
tiouon mit Wiodorbolung zur 2j|)'°“ IClaaso dor Zalifoii 0, 1 setzt 
Eine Bolclio For. Obar. soi in dor Folgo, indom man e^, • ••, statt 

^jiH> ^p+i} •••; hp und eff fgV'*i V hthf" >^p swjkraibt, mit: 


(IS) 



boKoiclmot. Dio Elomonfco Spfljt (ft «= 1 , 2 , •••; jj) dor Per. Obar. 
(e), in woldio dio For. Char, (a) duroh dio Tranafonnabion ( 7 ) tiboi*- 
golib, Bind dann, wio sioh dnrob Aiifldsnng dor Gleiobuiigon ( 11 ) mib 
Hilfb von (0) orgibt, bosblmint duroh dio Kongruonzoii: 


( 17 ). 


+ eft,+ . O (“Stl. 2), 

Vol 

O (mod. 2). 

vml 




Untor don 2 * 8 * For. Char, nimmt dio For. Char. ( 0 ), boi dor 
. . . n> n . . . = A ' «> 0 iab, don 2’^ ^ 1 andorn gogoiiUbor 

10 "' 
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eme Ausualimestollung ein, da sio und nur sie boi jQcler Transfonim- 
tiou (7) iu aioli llborgeht. Man toilt dohor die 2*^ For. Char, iu 
zwei Klassen; die eino Klneso bostolit ans der omzigen For. Char. (0), 
welohe die %»%$igmtliche Poi*. Char, genaniit -vvird, die imdoi'o nus dim 
29|) _ tlbiigen Per. Char., wolcho die eigmUicfim For. Char, gu- 
uannt -wordou. 

Untor dei* 

(18) (tf) = («»(e"0 


mehreror For. Char, (a), (i^), (g), • • « wird jcno Poi*. Clmr. vorHiandoii, 
doron Elomonte duroli die 2j) ICongnionzon: 


+ + (mo.1.8), 

s fi/, + 1 ^;, g^i', . (mod. 2) 

bcafcimmt Bind. Man uonnt gogobono Per. Char, (b), {nj), • • • wmh- 
Mitgig, -Nvenn nichb die Summo hgond einor Aiixnlil dors^bcn dev iin- 
oigentlichen ]?er. Ghnr. (0) gloich ist; man nonufc fornor oino Snnnun 
von V unber gogeboiien For. Chav, (a^), (e^), • • • oino Kombinniion 



Ordiviing diesei' For. Char, und bozeiohuob sio mit 
Ftlr das Symbol: 



(20) 


^ ('/I *ft V/«) 




bostohen die folgondou Cloiohimgon; 

I £, 1? I >= 1 1;, fi I, 

(^0 




Zwoi Per. Char, (b) und {^) lioifion sgeggcliach odor ofiygvliHvht 
jo nochdom | | — . >|- 1 odor « — 1 iat. 

I. Sate : Die midganHiche l*er. Char. (0) ist mi jithr tier 2*'^' 
J?ey. Char, sgi^geiisch; jcilc eigentlicho Per. Char, (a) dagegm ist ea 
der Per. Char, sgmjgtilisch, gu don 2*^'-* anderen agggetisch. 

Zum Bowoiso diosos Satsses lasso man iu dom Ausdrnolco | e, i/ 1, 
wahrond man die l?or. Char. («) fosbhillt, (vj) dio Boiho dor 2*^' J*i(r, 
Ghnr. durohlaufon. Dio ontsboliondo Summo: 


( 22 ) 

(V) 




TTneigoniil. u. eigenbl. Per. Choi'. Symbol js, t]|. Syssyg. u. aayg. Per. Cbar. 345 


liafc, wie dor nuf dor roohton Seite stehonde Ausdruok zoigi^ dann 
nnd nur dann eiuon von Null voi'scliiodenoii Wert und zwor don 
Woi'b 2^^; wonn gloichzeitig = . . . = .. . w 0 isi 

Daraus scliliefit man abei*^ da dor Ausdruok | 17 1 nur ontweder >]- 1 

odor —1 soin kaiin, dafi derselbo, wonn die Por. Char. («) die un- 
cigonidiolio (0) ist, 2*^-mal don Wort +1, in jedom ondoron Palle 
dagegen den Wert +1 nnd den Wort —1 nn- 

genommon hot, U'’omit dor Sntz bowioson ist. 

Das liosultat des I Satzes kann man aucb so aussprochen: 

n. Satz: Die Gleichung |e, Uaif wem die Per. Giar, 

(e) die tmeigenUiche (0) ts#, 2*^; in jcdenh anderen Fade 2*^-* 
Losmgm nnd besHmmt die m (s) sguygcUschen Per, CJua\ Die QUU 
dmig I fl, a; I =* — 1 hatf wenn die P&\ Chav, (e) die meigmiUt^ie (0) 
ist, Tcmiei in jedetn anderen Falle Losimgen md 'bestimmt die 
en (e) ogggeHselten P&'. GJm. 

Dio durch den IL Satz boantwortote Pi'age ist eiu speziellor 
Fall dor allgomoineron nacli dor Anzahl s jonor Por. Char, (x), welche 
don r Gleiohungon: 

(2S) = I e., »I =. •••, 1 


gondgcn, wo dio 8 willkttrlich gogebone ganzo Zahlen, (sj), (e^, •• •, (s^) 
abor r nnabhiingigo Poi*. Ghai'. bozoiohnon. 

Sotzt man ftlr p >» 2, •••; r: 


(24) 


(O 





so handolt os sicli um die Bostimmung dor Anzahl 8 dor aus Zohlen 
0, 1 gobildotou Lbsungou *•*, x'J dor r Konginienzon: 

p 

(25) (mod.2). (p = i,8,.. ,0 

/t— i 


Zunaohst konn man nun ohno Mdlio fttr dio Zahl 8 oinon niialytisohoii 
Ausdruok auschi'oibon. Gonllgon nUmlich dio Zahlen x, x' dor ICon- 
gruenz; 


(28) 




(mod- 2), 


so bositzb dor Ausdruok: 


( 27 ) U=d-TV + (.-V-' J 

ft 

don Wort 1; gonUgeu dagegen die Zahlen Xf of dor Kongrueuz (26) 
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iiioLt, so bosiiizt Davaus folgfc soforfc, daQ dor 

Ausdraok: 


(28) i?’(*)-./i(a)... /■,(*) 




ir 




fUr jedos Zahleusystom x, aff das eino LSaung dos KougrueiizoiiBystoms 
(26) ist, doll Wert 1, fttr jodos aiidere doii Worh 0 hat, luul daB 
daher die tibor alle Per, Char, (x) orstrookte Suuimo: 

( 20 ) ^F(,i,) 

den Wert 8 nngibt. Man hat also f(U' die Anzalil 8 dor Lusungcn 
dos Kongitienzonsystoms (25) don Ausdruck: 



Ftthrt man mm anf dor rechton Seito dio Multiplilcatiou aus, so wird 
dns oi'sto C^liod dor Siimme: 

(31) 2" 1 =■ 2*', 

(i») 

irgond ein nuderes Qlied aber: 


(32) 



/t=i 





^l«l \ 



‘/«v\ 


wo 2 oinoii Toil odoi* alio Worto 1, 2, •••,»• zu oi*strookoii ist. 

Sind abor dio Per. Char, (sj), (e,), («^), wio voraiisgosotsst, imab- 

hlingig, so iat koino Suinmo Ton irgond wolchon untor iliiion dor 
Char. (0) gloioh, und os sind dahor dio 3j) Zahleii 2ht}) "'} 

•"} nieraala gleiohzeitig sO (mod. 3). Doiuiia foigt 

a^or, dafi mindeatuus oinor dor Faktorou dos auf dor rochton Soito 
Toil (83) atohendon Produkts und dahor dns Produkt solbst dou Wort 
Null lint, Man orhlUt dahor aus (80), da sioh dio roohts atohondo 
Siimmo auf dos ei'sto Gliod (81) roduziort: 
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(SB) 

und hat den 

ni, Satz: Uiiter dm P( 3 \ Ofm, sind aids in m'- 

geselmelxmey Weiao sysygetisch and osygeUacfb m r gogdmm mah- 
Mngigm Per. (Jlm\ 

§ 3 . 

Thetaohai'akterlBtlkeu. 

Ftihrt mail an Stolle dor dor Thotnfnnktion '0'[£]M m grunde 
liogonden Poriodon oij aua donen sicli dio A.vgumoiito n und die Mo* 
dulon a in dor png. 120 nngc^houon Weiso beroebnon, diiroh eine 
gnunxnhlige linonro Troiififormation (7) uouo Poriodon ca oin, und 
lioiBt dio Argnmonlo und Modnlen dor nonou zu don to' gohdrigon 
Thotufnnklionon u' und a'f so sind die Grfifieu »' und a' mit don 
GraBon u mid a in dor png, 141 angogebenon Art miteiiiandor ver- 
kuttpft, die zugohdrigon Tliotafniiktionon nbor selbst naoh dom XIL Satz 
png. 180 diircU oino Gleicluing von dor Form: 

(84) 

woboi bozdglioli dor Bodoutung von C und U auf due dort An- 
gogobono Yonvioson wordon mng, dio ISlomonic £^ 4 , e/i dor Th, Char, 
[e] abor sioh aus don Flcmontou Sf,, dor Th. Char, [e] berochnen 
mit Ililfo dor Gloichungou: 

( 36 ) (/•» 

Man sagt dann, dufi dio Th. Char, [b] duroh dio Tiunsfonnation (7) 
in dio Th, Ohnr. [o] ttbovgoho, 

Dio Gloiohung (34) zoigt, dnB die transformiorto Tli, Char. [«] 
iinmor gleiohzeibig mit dor uraprttngliohon [s] gorado tind ungonido 
ist, dnB fllao dui'oli. oino ganzzahlige linearo Transformation stets eino 
gorado Th. Ohnr. wiodor in oino gorade, oino nngorndo Th. Char, 
iviodor in oino ungorado llboigeht. 

Von dor Biohtigkoit dor Kongruonz: 





( 36 ) 
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knnu man sicb anoK wio folgfc direlci; Uberstougon. ISs iat zunKchab: 


pcsi p r r' 

(37) (c^,r*^p+p,r'®p+p,p + i^“®p+p,r®/<i''®/(,pH-v’)*i' 

+ (“”®/i,p+i-®p+(H,t’®p+piP + >‘’ "I" ^p+pip + t'^pi-'^pip + v')®!' 

WO die Summou 2} 2 wio stots im folgondon von 1 bis 2) zu 

H 1' >'' 

orstreolcon aind. Boaclitot man nun, dnfi ftir gauze Zolilon g ,,, 
welcbe den Bedingiingoii: 

(38) 9 ,, ,, = 91 ,^ 

gentlgen, die Kongiiiouz: 

(89) 2 2 »«/.' = 2 Hi,,, ('“ 08 . 2) 

p ” p 

bestebt, und daB ftir jcdo ganzo Ziibl gi 
(40) (mod. 2) 

is!;, so orkenut man sofbrt anf Bnnul dor Gloioluiiigoii (9) die 
Uiohtigkoit der Konginiciizon mod. 2: 


nud: 


/* 

2 ^ r Vv ^P+P, I-* h !■') 

~ +p, V ^p-\ p\ V % C %\p 

%\Pi-r^P-Vp,v'%-\ p.p+p' “I" ^P+p.p-l-i'^pr'^PiPM-') 

??[' p + 1- p .|. V Cp + /(', V' ®p H- p,p .|. 

®PH PiPH- V ®pH p',p |. !> fl/i'r' 0,,,p.|. J. 

Aus dieseii ICongi-uenzen folgon nboi- auf Gniiid dor Gloiolmugon (8) 
die weifcereu; 


( 42 ) ^ wr 



Linoaro Tranaformation doi' Tli. Chnr. 




2 + 






imd: 


^/*tP + t'®p+/(,v'®p + /i,P + v' "I" ^p+PiP+i-^/iv'^pip’-hp') 

(44) = (^j ®/(,p + (- i^fi'r'^p+/i‘,p+v'~ ^p+p',v’^fi‘,p + ^ 

«• \ « f u‘ 




'fi,p+v''p+p,p+v 


V P+fitV'^rt 


Da nun fomor nuf Grimd dor Oleiohungon (8) und dor Konginonzen 
(80) nnd (40) die Kongniouzon: 

(i5) ^ ^ 'v',’ = ^ ^ 

►A 

und: 

H'*’p+p,|H I" ®I'V — + »'®*' 

»> / ft I' 

bostohon^ so orlcenni; man, dab dor von den drei eraten Zoilen boi*- 
I'tlhrondo Beiti'ag znr rochf.ou Soifco dor Gloiokung (87) dor Zahl 0 
kongrnonfc ist; nach doiii Modul 2. Auf Giiiiid dor Gloicbungon (8) 
isfc femor: 

(47) (®PV®P + |H,P+I'' 4* *^p + /t,V^jl(,p + >'')*l'®I'’ ~ 

r v' ft 1' 

Dndlieli isi auf Grund dor Gloioluingen (0) und dor ICongrnouzeii (39): 

^ftr^fiiP + v^p+fitV^p-^fiiP^-r' 

ft v f’ 

(48) 

v) ^p+fi‘,v’^P+ti,p+i^ 

^ 2 ^ {2 V.p+v) 

luid dahor auf Ginind der Gloioliungon (8) 'weitor: 

^/<»'^/»>P+1'®P+/»»V'®P + /«lP + V' ^ ®P+/4'|vV,P 

(49) 


+v 
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Nun isfc abor infolge dor Koiignioti/ien (39) und (40) filr boliebige 
ganKO Zahlon : 

(SO) 2 y m ^ a;„ s 2! K-, 

f * p 

daber ist: 


(Bl) 




-22 


^ P -¥ PtV ^ fiiP-¥v 


V M 


and os folgt aua (49) ondlioh: 


(52) 




^ pr ^ p , p ^ v ^ p + tt , v '^ P+litP + V 


0, 


^vomii dor gowfliisolifio KaoItTreU crbraolil; ist. 

Da, wio iin § 1 bcmerktis^ Ktroi Funktionon uiul 

^ (loron Cbarakteristikenolomonte «j_, •••, «/, ' und 

‘iji, • • ‘j V Kongruottzon (4) gontlgon, nuf Dnuid dor Formol 

(VIII) sicli iiur um oinen Fnktor ± I untersohoidon; so soUoii fill* 
die UutovBUohungQu diosos AbaclinilLs '/swoi solcho Th. Okar [a| und 
[i^] aia niolit vorsohiodou iingoseben wordou. USs gibl dauii iin giiUKon 
nur 2*^ Torsohiodouo Th. Giinr. [b], als wolobo man diojouigon w!UiU, 
dio cntstohon, wonn man nn Stullo dos SjstoiUH dor 2p Ifilomoiilu 
s, s' alio 2*^ Varintionou init WiodorUolung Kur Klasso dor 
Zaiilon 0, 1 soteb. Man toill die Th. Cbnr. in K^Yoi ICluMuoii; dio 
eiuo Klasso bestolit aus don goriidon, dio aiidero ana don lui- 

goradon Th. Gliai*. Es liaiidolt siMi durum, dioso Aiiauhlon und 
KU bostimmon. 


Ersto Motbodo: Bozoiciuiet mini mit Ju ^1 aligokiirat 

mit I irgond oino p I'Toiliigo Th. Clmr. und vorscluifTb dorsolijoii 


duroh AnhlUigou von J jodoBinnl eino Vorlikiilroilio, ho 

ontstohon ssuniiohst dio vier yoi’soliiodonon. jti-roiliigon Th. Ohar.: 


(53) 


K-2]. K-i]. n [M] 


Sotizt man daiin in dioaon GUcicliungoii fUr dw lloilio unoh alk 

2 *p-* p— l-roihigon Th. Glmr., so oi'hiilt man dio fliimtliohon 
p-roihigen Th. Char., dio doduroh zugleidli iu vior, dou vlor an- 
goscdiriobonon Typen ontsproohoudo Grappon oiiigoboilt orsolioinon 
von donen jodo 2*^"* Th. Ohar. mit gomoinsamor Vortiknlroihc 
outhiilt, Bordoksiohtigt man dann, doB jodo Th. Ohar. voin Typuj 
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1, 2, 3 goi’ftdo odor nngorado ist, jo uaohdom dio Th. Chai'. 
ans dor sio ontstaiidon, gorado oder imgorado ist; dofi dagogen jedo 
Til. Chav, vom Typus 4 boi nngei'ador Th. Char, gerado, boi 
goi'adcr Th. Chav. ungerado istj so orkonnt man soforti) daB von 

don viov Gvuppeu, in wolclio dio 2*^ zur Zalil p gehBrigon Th. Ohor. 
oingotoilfc wnvdoii, dio droi orston aus jo goraden uud 
nugcvaden Th. Ohav. boafcohon, whhrond dio viorto Gruppo ff__i ge- 
rndo imd nugorado Th. Char. entlilUt. Man hat dahor dio 

lieziohmigon: 

HUS dcnou (lurch Uborgaug you ju an j) — 1, — 2, ■ • S, 2 und 

uulor Borhclcsichtigiuig von «=» 3, «i = 1 dio Qloichungen: 


( 56 ) 


folgon. 

Zwfliio Mothodo: Da jodo Tb. Ohor. [fi'| ontwodor gorado oder 
nngorado ist, so ist: 

(R«) ff, + M, = 2>-, 

Da woitor dor Auadruclc: 

(57) , 


don man don (JIuirahter dor QMi. Cliar. [s] nomifc, ftir jodo gorado 
Th. Char, don Wort -|- 1, fttr jedo nngorado don Wort — 1 hat, 
so isl: 

(B8) , (/,-», = 2 1'l- 

[*1 

VO dio Summo ilbor alio 2^^ Th. Char, [s'] zn oratrockon ist. Aus 
dicBor Gloiohung folgt abor, vonn man fUr | s \ soinon Ausdrnck aus 
(57) oinsotzt^ sofort woitor: 



uud da jodo doi* p liioi* als Paktoron auftrotenden Summon, wio dio 
dirokbo Ausrochnung orgibt, don Wort 2 bosibzt, so ist: 

(00) l/r - “r =• K 

vomit wicdorum dio Gloiohungon (65) gowonnon sind, 



m 


ye, 8, TUotachavaktcristilcon. 


Mnn hat also deu 


IV. Bata: Von den Tk. Chm\ smrf =» 2^“^ (2^ + 1) geradOy 
= 2^“^ (2^ — 1) xvngerade. 


Ordnet man dio 2^^ TU. CliAr. [s] in ein ^iiadratiaohGs Schema 
derort, dnfi fUr dio 2^ in oinor Horizoiitalroihe stehondoii Th. Char, 
die Zahlon •••, fdr die in oinor Yortiknlrciho stoliondoii 

Th. Ohor. die Znhlen •••, dio i^mlichon Worto habon, so 

stehen in jener HorizontnlroibO) fiir vroloho Q isfc, 

2^ gorado, in jedor dor 2^ — 1 ilbiigon Hovixontnlreihou abor 2^'“* 
gerado und 2^*'^ imgoi'ado Th. Char. Dio Eiolitigkoit diosor Bo- 
hanptnng ergibt sich daraiis, daB ftlr oino jede Horiaoiitalroiiio, wonn 
man mit g dio Auxalil ihror goradou, mit dio Anxalil ihror nn- 
goraden Th. Char. boKoiohnot: 


(61) 




«l 



isb. Ist nun = e, « . . . = •» 0, so liafc jodo dor p hior ala 

Faktoren anffcrotendon Summon don Wort 2, das Frodnkt sulbat also 
den Wert 2^; in jodom undoron Folio ist dagogoii niimloBbons oiiiu 
der j) Summon imd dnbor anoh ilir Produkt KuU; os ist dubor f(ir 
joiio Horissontalreiho, fUr woloho Sj => s, « • • • •=» » 0 isl: 

(62) ff - « - 2P, 
fllr jede oudero 

(63) 1/ _ H * 0, 
imd da atots 

(64) + tt =• 2 p 
ist, so ergibt sioh im oraton Fallo: 

(6B) a = 2", « = 0, , 

im zweiton Fnllo: 


(60) ff»2i'-‘, 

wio zu bewoisGu war^). 

Unler dor jSummo: 


(07) 


[a] = [si; 


mehroror Th. Ohm*. |s], [i;], [S|, wird in dioaoin Absobnitto jono 
Tb. Ghor. Toi'Btauden, doron Blomonfco diu'oh dio 2p Kongimonzon: 


1) Anf dioBom Wege hat Borol, Snr Iob onraotidrlBiiiquoB (log fonoMons &, 
Ball. 8. H. P. Bd, 80 . 1808, pag. 80, dio AnBoblon g^ und boroclmot). 
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m) + V + + " • (““»>■ 8 ), 

^ "H ‘ ■ (niod. 8) 

bosfcimini: Bind. Miui nennt gcgebeno Tb. Char. |&], [ 17 ], wes&nHieli 
mahhUngiOf wonn nichi dio Sumino einer goraden Anzahl dei’aelben 
der Th. Char. [0] gleioli ist^ man nonnt fernor eino Surnmo Ton v 
untor gcgoboneii TJi. Cbav. [«j], [«,], • . • eine KomUmUon v**" Ord- 

r 

mnff und bozoiohnot aio mit die Kombinationen vmgerader 

Oi'dnung uoiiut man dio mmiUicIieit Komhinationm der gegobeneu 
Th. Char. 

Drei Th. Obnr. |«1, fi;!, |g] hoiBoii ayeifgetiscli oder auft/f/etisch, je 
naehdom der Aiiadniolc: 


(69) 


— -hi odor — — i iflfc, jo nadidem also von den vier Tli. Char, ffil 
r^J) 1 6]) r«»761 ®inQ gurailo odor eine iingerade Aiizabl gerade (oder 
uugerado) ial oilov, wio man auoh aagen kann, jo nachdem der Theta- 
quotient: 

oino gorndo odor uugerado Funktion aeinor Argunionte iat. 



§4. 

Bealehnngon Bwlsohen clen Perlodenoharakterlstlkeix 
und don Tlietooharakterlstlken. 

Dna vorsciiicdono Vorhalteii dor Per. Char, und dor Th. Char, 
hoi gaiizaaliligor liiionrer Transformation zeigt aich vor allem doiiu^ 
dafi die Per. Gliar. (0) atots in aioh Ubergeht, daO also symholisoh 
geschriobon (0) — (0) iat, wiUirond dio Tb. Cbur. [0] boi dei' Trans- 
formation ( 7 ) in dio Th. Char. )oJ flhorgolit^ doi'ou Elcixiente o^,, 0^ 
duroh dio ICongruonzou: 

( 71 ) 0 /*^ ^ + ^P+ft,v^p+titP+v 

tMl rasl 

bostiraint aind. Ftlr oino beliebigo Fei*. Obar. (b) und die aus den- 
aelbon Zahlon gobildoto Tii. Char, [a] orhliJt man dio Elemente s,,, 
dor ti'anafoimiorton Th. Char, [a] aua don Elementen a;,^ a/t der 
ti'ansfonniei'tou Pw. Char. indom man zu dioaen die GhSfion 0^, 0^', 
addiort; es ist also symholisoh gescbneben [a] — [ao]. Gl^en welter 
dio Pol'. Choi', (e), (nf), • • • dui’ch oine Transformation in die Per. Char, 
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(Q, (^, • • • tll)er, so golit dfiroli diose Transformation dio Summo 
{Bri" ) in die Summo tiber; gdhou dagogon die Tli. Char, 

[e], [ij], ••• durch oino Transformation in dio Tli. Char, [fi], [i?], ••• 
ilber^ so goht dio Summo einor nngoi'adon AiiKahl von iliuon 

in [s$"'] tiber, die Summo [s^*”] einor goraden Anzohl dngogou in 
Man kann auch. sagen, dofi dio Summo oinor geradon An- 
gg.h1 Ton Til. Choi', sich 'wio eine For. Char., dio Summo oinor un- 
goroden Anzabl von Th. Char, aber wie oino Th. Char, transformiorb, 
Beaohtot man daiin endlitdi nocb, daJ) im Fallo oinor goradon Auxnhl 
von Per. Char, ist, so wivd man mit Vortoil 

Th. Char, ala Summon oinor ungoraden, Per. Choi', als Suminun oinor 
gemdon Anzahl gowissor Fundamentalohorakberisbikeii darsiollon, dio 
doun bei einoi' transformation als Th. Char, bohandolt wordon. 

Zwisohen deu fttr For. Char. doAnierlen Symbolon \b, ij\ und don 
fQr Th. Char, deduiorben Symbolon | b | bostohen, wonn dio aufti'oion- 
don Pei’. Char. («)» (6)i und Th. Char. U.l» 1.61; ••• dio 

uomlichcn Blomenbo habon, dio Cloiohungen: 

l6|'N|-Ulil"l«; ’ll; 

Aus del' lebzton Cloiohung folgb dann, ivonn man das Syjnbol | | 

anch fttr Th. Char, golten Ih&b, insbosoudoro ftir doa im vorigon 
Poragraphon oiugoftlhrbe Symbol |£, S| dor noiio Ausdruuk: 

Hioraus ergobon sich abor loidht dio boidon Giloiohuiigon: 

(74) I «, xe, «i? I = I e, ^ I, | si?, eg | « | fi, g | , 

von donon die orsto zoigt, dafl mit dou J*or. Char. («), (rf) immor 
gleiohzeibig dio Th. Chiu'. [«], jsefi'J, [xi?] und zwar fttr jodo Th. Char. 
M ayzygotisoh imd azygotisoh aind; dio zwoibo abor, duQ mit don 
Th. Ohnr. [e], [i^], [g] immor gloiohzoitig dio For. Char. (eg) 
syzygetisoh und azygotisoh siiiA 

Man bomorkt ondlioli, diitt iufolgc dor TJnvoifindorliolikoit dos 
Ausdruoks 17 I duroli oino boliobigo ganzzahligo linoavo Tnmslur< 
matiou zwoi ayzygotiaoho Per. Oluu'. stobs wiodor in zwoi syzygobischo, 
zwpi azygotiac^o Per. Char, sfcois wiedor in zwoi ozygotiBoho ttbor^ 
gehou. ilbenso gohon infolge doi' Unvorilndorliohkoit dcs Gharaklors 
I B I durob oino beliobigo gan/zahligo linoaro tth'ansfonnabioii droi 
syzygobischo Th. Chni'. immor wiodor in droi syzygobischo, droi nzy- 
getisobe Th. Char, immor wiodor in droi ozygotisolio itbor. Es gohon 
abcr weibor droi ayzygotisoho odor iwsygotisobo Th, Char, uudi, wio 
aus don Gfleiohungon (74) folgb, dui'cb Addition oinor boliobigeu 
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Th. Choi', wiedor in dm syzygetisohe odoi' ozygetische tlber, d. h 
os ist: 

(76) l«6, 1?, g|. 

Fttr dio Summo ^8 " ' von n gogebonen Th. Char, [cj, 

Ual •••> M ist: 

r 14, V 

WO in dom orston Prodnki; v dio Worto durohliluf%, in 

dom zwoiton far (i, v alio -^(m— 1)» Kombinationon ohne Wiodoi'^ 
liolung zuv zwoiton IClnsso dicsor Zahlmi zu tmton hnben. Ftir eino 
wosonUioho Kombiiintion von Th. Char, kouii diese Formel in eino 
aiidoro Form gobraoht wcrdon. Aus: 

(77) 

I' f4,V 

folgfc hior zniiiiohst: 

r (l>a 

WO in dom omtoii Produkto v von 0 bis 2 m» geht, in dom zweiten 
an Sfcollo von q, <f dio ni(2m — 1) Korabinnbionen ohno Wiederhohmg 
zur zwciLcn IClnsso dor Znhlon 3, •••; 3m zu sotzen sindj sodnfi an 
Stollo von Q und <J zusammou jode dor Zohlou 1,3, 3m im 
gniizon (2m — l)-mal ti’itt. Auf Grand dor Gloichuiig (78) orhillt 
man jotzfc: 

(70) ifflSi V 

¥ Q,a 

Sind dahor dio 2m + J Th. Char. feoJ> l«il; • • •> l*a«il droion 
syzygotisoli, so isb: 

tfm 

(80) 

1-aO 

sind dngogon dio 2m + I Th. Char, fsj, f«J, • • •, [fj J zu jo droion 
nzygotisoli, so isb: 

a Hi 

(81) |fio«i"-fiswl“(“l)’”‘I7l®>’l‘ 

I'saO 

Wonii zwisohon dvoi Th. Char, fe], fz], [X] dio Gleicbung 
[fij S3 [xA] bosbolib, so sngfc man auoh die Per. OhcM\ (b) sei in die 
heUlen Th. Ghm [z] md [A] eerlegba/i' nnd sohroibb: 

(82) (0-M + M- ' 

Beztiglicli dieser Zei'logungon gelbou folgondo Sllbzo; 
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V. Satn: Jede eigeniUche !?&'. Char. Idftt sioh anf Weise 
eivei imnw' m'scMedoie 1% Cluir. eerlegen, 

Man kann uomlicli in dor Gleicbung (82) bei gegoboner For. Oha 
(e) immer iiooh [x] gonz nnoh Belioben onnoliineiii dann erst ist dc 
zwoite Summand [A] » [fix] und dainit die Zeiiegung solbst bostimm 
Setzt man nun fUr [x] der Boibo nnoh die edmtliolien 2^^* Tli. Cbm 
so ei'bUt man 2^^ Zerlogungen dor For. Char, (fi), unter douen nbo 
da neben oiner Zerlogung (e) = j x] + [A] iminor auob die dainit idoi 
tisobe (fi) [Aj + [x] sicb iindot, jedo mSgUclio Zerlogung zwoiinnl voi 
kommt^ sodnfi im gonzoii nur 2^^*“^ voi'sohiodeuo Zerlogungen von (i 
eziatiereu. 

Was die bei dieser Boti'noiitung aiisgosoblossouo uuoigontlioli 
]^er. Cbni'. (0) betrilFt^ so lafit siob dioaolbc enbspreobond der Mr jed 
beliebige Tb. Char, [x] goltonden Gleiobung: 

(83) (0) = M + W 

nnf 2*^ Woisen in zwoi immer gleicbo Th. Cbni*. zei'legon. 

Dio silmtUohen 2*^” ^ Zorloguiigeu (82) oinor oigentliclien Per. Clmi 
(fi) kann man in droi Arton eiutoilon. Zur oiston Art recbtio mn 
alle diqjenigen Zerlegungon, boi donon f»] und [A] beido gerndo siiu 
ilu-o Anzahl aei zur zwoiten Art olio diojenigon, bei donon \n 
und [A] beido ungerade Bind, ihro Aiizabl soi 1)^; zur driltou At 
endli^ diejonigen, boi detion von don boidou Th. Ghai*. [x], [A] di 
eino geitide, die andero ungorado ist; ihro Anzohl soi Dio Zalilo 
sollen jotzt bostimmt ^vorden; os wird slob daboi zoigoi 
da0 dieselben von doi' bosoudoron For, Char, (fi), aiif dio sio siob b( 
ziebeu, uuabblUigig siud, also Mr nllo 2**’ — 1 oigontlicbon For. (JIuu 
(fi) dio namlicben Worto bositzon. 

Brste Motbode: Sotzt man in dor Gloiobung (82) boi gogobono 
Per. Cbnr. («) Mr [xj dor lleiho nncb dio goradon Tli. Char, im 
bostimmt jedosmal [A] ana der Cloioliiing [A] [fix], so orhiill mn 
von den Zerlogungen dor For. Ohnr. (s) jodo Zoi'loguiig dor orsto 
Art zwoimnl, jedo Zerlogung dor dritteu Art oiumal; sotzt man dw 
gegen Mr [xj der Beiho nnoh die m,, ungoradoii Th. Chav., so orhill 
man auf dieselbe Weise jedo Zerlogung dor zwoiton Art zwoimii 
jade Zorlognng dor diitton Art oiuinol. Hieraua orgobon sioli di 
Beziehiiugon: 

( 84 ) + + 

Man bilde nun nus den Elementen dor beiden Tb. Obnr. [x] und [A' 
dio oiner boliebigen Zorleguug (82) dor gegobonon Por. Char, (fi 
entspi'ooben, don Ausdinick j x | • ] A | und bozoiobne densolbou, insofori 
ala bei gegebenor Per. Cbar. (e) dio Tb. Char. [A] mit [x] zugleiol 
bostimmt ist, mit /*[«]. Es beaitzt dnnn /*[x] den Wert -f 1, weni 
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dio botrachtoiio Zorlogimg tou dor ei'stou odoi* zwoiton Arb, dago^jou 
doll Wari; I, wouii dieselbo von dor dritbou Art ist. LtlBb man 
dahor on Sbollo voii [h] doi* Roiho iiaoh die Bilmllichoii 2^^ Tli. Char, 
trolon tind bildeb die Siimmo a dor enbsproobeudou Worbe von /’[)(], 
so ist: 

( 86 ) »- 2 (£p + l)j,-S^, 

da jode Zorlegiing dor For. Choi*, (e) zwoimal aufbritb, woim [?<] in 
dor Grloiobung (82) dor Roiho imdi alio 2^^ Tli. Char. diirchl&,nfb. 
Bortioksiolibigb man nbor, daO doi* mib f{x] boisoiobnobo Ausdrnok, 
wail isb^ nuf Grund dor crstou Gloichmig (72) anoh in 

dio Form: 

(80) /’[*]■= 1*1 I 

gobraclib ivordon Icaini, uiid daO, ivio beim Boweiso dos I, Sabzes 
gozeigl wiirdo, dio tlber alle 2’^ Th. Char. |«{] orsti'ockte Siiinme 

(87) 

M 

ist, wonii wio hior (e) oino dor 2®^ -> 1 oigoiitliohon For. Char, be- 
zeiohiiob) so erhiilb man fllr a dio ivoitoro Qloiohuug: 

(88) s =• ^ f[it\ «« I e I I £, * I «» 0 . 

W i«) 

Scbzb man dio boidou Blr a gofuudonoii Worbo oiiiandor gloioli^ so oiib- 
slohb diu Roltibion: 


niiroli ivoml)iiiabioii dor Gloiclmngon (84) nnd (80) orgibt sich aber: 
( 00 ) + = , 
utid hinrauH ivogon (54) iiiul (55) oiidlich^): 

('’^) I);,-!!,., -a'-scac-'-i), + ■ 

Zwoilo Mobhndo: Uor Ausdruok: 

(ns) p[*l = j(i + y|*|)(i + j|j*l), 


wo y® aa d® s«. 1 iat, linb nnr dann oiiion von Null vorscliiodouon Wort 
imd zwar don. Wort 1, wonn 


1) Kiiion dirokton Ilovroia dor Qloiohungon 

hab Mooro, On a tl»oorom conooming p-rowod ohnraoto- 
ristitis with donominiibor S. JJnll. Am. M. S. (8) Bd. 1. 1806, pag. 863 gegobon. 
Kruiior, VlioliifunkUtMioti. 17 
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(93) 




ist, d. H. wenn dio Th. Char, [x] und [A] » [f x] eiiio Zerleguiig (82) 
der Per. Ohm*, (s) in swei Th. Clior. von den voi'gescbriebonon 
Cboi'aktei'eu y, d hestimmon. man dohor an Stolle von [x] der 

Eeihe nooh die siiinilichou 2^^ Tli. Char, trotoii und bildefe die Summo 
(f der entsprechendon Worte vou so gibi dioae Summo die An- 
znhl del* derarliigen Zerlogungon dor Por. Char. («), woboi nbor m 
bemsrken ist, dnB in don PiUlon, wo dio boidon Th. Ciior. [x] und 
[;i] von gleiohem Glmrnlciior sind, jodo Zorlegung zwoimal aufh'itt, 
dafi also, w(ain j/=.d=» + l isfe, o’«=2x^, wonn y»=d«»> — 1 ist, 
wilhi*end, wonn + d®- — 1 iafc, wird. Nmi 

ist aber: 


+ + d|ex| + yd|x| iffx|) 

Ex] 

Ex] Ex] Lx] 

Ex] W 

^I*II«*I = I«I^|s,k| = o 
[5] w 


(94) 
und da 
(96) 


ist, so oi'hillt man: 

(96) (r-23/'-8 + (y-f.d)2J'-», 


woraus sioh soforfc dio obigon Worto (91) i’tir l)p> 3^ oi*gobon. 
Mon hat also don 


VI. Bats: Jech eigmlUche JMr. Char, laftt mh auf ,»/ , 
= 2^-*(2''-‘ + 1) Weiscii in swei fferadc, aw/' = 2^'->(2''~* — I) 
Wemn «i gtDei unffemdCf ondlicU aw/* H- ». 2*^“® Weiscn in 
eine gemde und eino ungemds 27*. Olm\ eorlcgvn. 

Dioselboii Aesultnto Inason sioli auolt wiedoi'gobon dnroli doii 


VU. Bats: AddieH man ett dm sHmilickm 2*J' 27*. Char, einc ha- 
UeUge der 2*^ — 1 eigenUidim Char,, so gehen dadureh von den 
g^gei-aden Th, Char. 2^ ^ = 2'’-i(2p-i + 1) m'crfra* in gerade, dio 
iwrigen 2**'“* t» ui^eraSo id)er, %viOi.rmd midem'soits von den i*- tMj- 
geradm 27*. Ohm\ 2«„_i *■ 2^*"^(2''*‘* — . 1) wieder in tuigorade, die 
iihrigm 2*^'“* in gei-aae iilmgclten. 


Von jetzt ab W 0 i*don vou den Zei'logungoii (82) oinei* gegobonon 
oigontliohon Per, Ohm*, (s) nui* die in zwoi gloidiartigo 'Ph. Ohai*., 
also die g^_^ Zei'legimgen in awei gei'odo und dio ttp_j Zorlognngou 
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in sswei ungerndo Tli. Chfti'. berllckaiclitigt. Yon don darin anftroten- 
(lon gomdeii imd ungoradoii TJi. Cliar. sagi; mnu, dafi 

sio (ier Gntp 2 )e (c) entheUten, und »wnr von zwoi Tli. Chai'. wio [)«] 
und [A], dafi sio in (hr Grui^iw (s) g&^aart mt&Kdten soiou. Es gibt 
daini im gnnzon. 2^^ — 1 vorsohiedono Gruppon, von donoii jodo daroh 
oiiio dor oigentiiolion For. Char, bozoielmei: wird. Im folgenden 
handolt; os sioh inn die Beskimmnng dor in zwoi und in^rereu 
Grnppou gomeiiiaam oufclialtonon Th. Char. 

Es sei: 

(97) («)»[*] + W 

cino Zorlogung dor oigoutliohou For. Giiar. (e) in zwoi gloidiartige 
'I'h. Char., sodafi also 

(98) I « I • I A I H- 1 

ist. 1st dann (i;) oino nndoro oigoutliobo For. Char., so ist wogon (72): 

(99) = 

Sind also dio boiden Per. Char. («) und (i;) azygotiseb, so ist: 

(100) h*| ■ - 1; 

es ist also von don boidon Th. Char. nnd |i;A] dio oino gorado, 
dio andoro iingorade; siud dtigogon dio boidon Th. Char, (e) und (rj) 
sy^ygotisch, so ist: 

(101) \Tiii\- [i?A| = + li 

os sind also die boidon Th. Char, [i^m] mid \v}X] ontivoder boide ge- 
rado odor boido ungerado. 

Fttv don erston Fall, wo die boidon I^or. Char, (fi) und (i;) azy- 
gotisch sind, soion: 

( 1 02) (s) = L*,,] -H L^/i] (/* «i, 8. ■ • ■ , i^-i) 

dio Zorlognngon dei* For. Char, (s) in zwoi gorado Th. Char.; 
ist dauii dio Boxoiohnung so gewiUilli, dali dio Th. Char. 
saratlich gorado, dio Th. Char. |.i;A^l silintlioh imgorado sind, 
so sind: 

(103) 

dio sllmtlioliou Zoi'logungoii doi* For. Char, (i;) und 

(104) {bi}) - [A^,l + 

dio sihntliohon Zorlogungeii dor For. Char, (si^) in zwoi gorado 
Th. Char. Ziim Bowoise diesor Bohauptimg orttbrigt os nur uoch zii 
zoigon, dafi Icoino zwoi dor Zorlogungen (103) und ebonso koiuo zwoi 
dor Zorlognngon (104) initoinnndw itboi'oinstimmon Icfinnen, d. h. dafi 
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wedor =» [»J uooli =- [AJ aoiii Itnuii ftlr irgciid oiu Ztililcii- 
paar /k, v , Aus dor ersteii diosei' Oleicliungou abor wUrde: 

(106) [i?Ap] =- *= [fi*v] “ 

und ebenso aus dor awoiten: 

(106) [i/A^l =- =• [*.l 

folgeu; zwei Q^loiolinugonj die beido unmflglioh aind, dn dor Yorniia- 
setzung unob die Th. Char. [);AJ uugorado, [xj und |1,,] nbor go- 
rado sind. 

Aus den Qleidiuugon (102), (lOB), (104) orgibf: sicli nbor, woiin 
man nooh boachtot, daQ diosclbo Untorsuchnng nn die Zor- 
legungon der For. Char, (a) in Kwoi ungorado Th. Char, golcniipfk 
werdeu Icaun, der 

VIII. ^ats: Sind die hcklm iV. Chm'. (n) md (17) imjtidischy ho 
en^mliGn je mei der drei Qnipjien (a), (i^), (cij) gcrade wnl 
ungemde Tk Char, gemeimam, von donen aher heino etoai grpnari mif- 
ireten; alle drei Gi'U2)peii hahen heine Tk Char, gememsam und cid- 
Mten Kfueatnineii verschiedene gerade und verschiedfow «»- 
ge}^^ TIk CIkm'. 

In dom ssweiton Fallo, wo dio boidou For, Chnr. («) und (»^) 
ayzygotiaoh sind, ist fUr oiuo boliobigo Tli. Cliur. [x] naoh (74): 

(107) I « I ■ I e* I * I I • 1 I •= -h I 

iind man achlioBfc damns, daB init dor Tli. Olinr. [x] judonlivIlH noch 
eine der drei Th. Chnr. (fixj, {er}9i\ muglichorwuiao nllo drei 
gloiohzeitig gerndo nud uiigorndo sind. jicsoJiiiinlcfc mnn sich dnlior 
zunachst nuf don Fall, dnfl |xl gemdo iat, so folgb uuh dora Hooboii 
Giesagteu, dafi flborhaupt jedo gomdo 'rii. Chnr. jodonfulls in oinor 
der drei Gruppoii (s), ( 1 /), (ei^), nulglicliorwuiHo in nllou droiini onl- 
hnlten iafc. Dn nun olio droi Gnippon gorndo Th. Cluir. oiit- 

halten, die Anznhl uUor vorscliiodoiion gorndou Th. Ciinr. nboj* g l»o- 
ti’iigt, so ergibt sicli, daB in dou drei (Iruppen: ^ 

gerado Til. Char, dreimnl, dio ilbrigen 

(109) 

gorndoii Th. Char, unr oinmnl nnffcroton, und duB also jo awoi dor. 
drei Gruppen gorado Th. Chnr, gomoinsnm onthalfcon, dio dnnn 
alle ttbei'dies nuch iu dor dritton. Gmiipo oiiidinUon sind, Um dio 
Terteilung dieser den drei Qi’uppon gomoinaomon goi'ndoii Tli. Chnr. 
zu unterauchen, nehmo man an, daB [x] oino dcrsolbon soi; dann oi*- 
gobou sich soforfc fttr jodo dor cU-oi For. Olini*. (e), ( 1 ^), {s-q) zwoi 55or- 
legungen in zwei gomde Th. Ohai’. von doi* Form: 
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(0 ”[«] + [«*] =\.v^\ 

(110) (l?) = [x] + [l?«] « [B71x \ + |>«], 

(fil?) = [«] + =■ [«*] + \.v»\, 

Ton denou, wio man sioht, jodos Fanr aus dou nllmliolien vior Th. 
Char, nur in andei'or Zusammoustollung bosteh£. Die don drei 

Gruppen (s), (fj), (srj) gonioinsainen gorndou Th. Char., ordnon sioli 
also in Systoino von jo 4, doraii dnfi dio 4 TIi. Char, oinos solohen 
Systems in jodor dor droi Gnippon Kwei Fuare bildon. Das obon go< 
fundono liosultat; dnB dio boiden Th. Char, fijx] nnd 
stota von gleichem Oiaraktor sind, wJrd man jetzt genauor dahiu 
anssproohon, daA sio gorado sind, wonn [x] (nnd [^]) ku den in dou 
drei Grnppen di*oifach anftrotondon goraden Th. Char. gohSrt, dagegen 
nngoradOj wenu [x] (nnd [A]) in don drei Giiippen nur oinfacli ent* 
halten ist. 

Da wiedorum fur dio Zorloginigon in zwoi nngerado Th. Char, 
dio nlimlicho Untorsnehung angestoUt worden kanji, so iiat man don 

ZZ. Satz: Sind die heidm eigenUicIton und vcrachieiknm Pey. Char. 
(fi) and (i?) sgeggetischj so h-eten in den drei Grupprn (s), (vf), («i?) 
alle geraden %ml idle ungemdei'^ Th. Char, au/) md awar konmm von 
ihnen 8 ■ 2**'““ ^?emnfe md 8 • 2*^"** xmgemde Th. Char, mr in einer 
der di'oi Grupim vor, wuhmid die dhrigen 4/7^.g gernden md 4»p_g 
ungeraden 'Th. Char, alien dm Gruppen fjemeinsain nngrJiliren. Dim 
4pp_j geraden heg. 4«^_g iutgeraden Th, Char, ordnen sirh in g 
hen, Mp.j Systetne von je vier derart, daf) dio vier Th. Char, ernes 
solchen ^jstems in jed&' der droi Gruppen gtvei Paaro hilden, 

Dio in den Silfazen YIII und IX anftrotondon Anznhlon dor zwoi 
Gruppen (c) imd (rf) gemoinsnnien Th. Char, kuniien nnoh folgoudor- 
maBoii bostimmb worden. Der Ausdruck: 

(lit) 9»H = 5(l±|*|)(l±h*|)(l±|i!*|) 

hat niir dnnn oiuon von Null vei'sobiedonon Wort^ und /.war don 
Wort 1, wonn im Folio der oberon Zeiclien die droi Th. Clinr. [x’|, 
[fix], [ijx] nllo droi gerodo, im Fallo dor untei’on Zoiclion die di'ei 
'Hi. Char, [x], |ex‘|, [ijxJ alio droi nngorado sind, d. li. wonn die go- 
rudo boz. nngorade Tli. Char, [x] don boidon Gruppon (e), (i^) go- 
inoinsoin angehort. Man orliliU dahoi* die Anznlil allor dioson boiden 
Gruppon gomoinsamon geradon boz. nngoraden Th. Char.^ wonn man 
an Stollo von |'x| dor Eeiho nooli dio sllmtliohon 2^^ Th. Char, troton 
lllBi nnd dio Sumino dor ontspreohonden Worto von 9 >[x] bildot. 
Ncniit man dahor dieso Auzahl ip, so ist: 
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Nnn ist aber: 

(113) + |«| |i?«| + |«*| hx| ± |«| |e*| |i?x| 

="i±l«l±|e*l±h;*l + UI|fi7«l 

+ M\%«\ + \^\]v\\^fh^\±\hv\\r‘Vii\, 

also dn: 

_2'l=2•^ 

M 

(114) ^1*1 = 

M W M M 

M («] [x] 

isii: 

(IIB) 9> = 2'’-'‘C2'± (3 + 1^7 »?|):i- 

Daraus folgt abor, wonn wio boi dom Vll. Sntz | f, | — 1 iafc; 

(116) ^=.2i-«(2i-t±l) = ^f-» 

*S»-17 

wonn dagogon wio boi dom VIII. Satz | »; | — -f* 1 ist: 

(117) y = 2<-(2'-»±l) = 2'’-*; 

In doraclbon Woiso losaoii sioli nun imoli dio Anzablon dor irgond 
droi Gruppon (o), (i/), (g) gcmoinsamoii Tli. Olmr. boalimmun, iiidoni 
man don Ausdruck: 

(118) V'[*] = /a(i±l*l)(^±U*l)(^±lv*l)(li:|e*l) 

bildoii und borttcksiobtigb, dafi diosor nur daiin oinoii vun Null vor< 
schiedenon Wort und zwor den Wort I Imt, wonn boi don oboron 
Zoiolion die Tior Th. Char, [z], [ex], [fx] alio vior gomdo, boi 
don nntoTOn ZoioUon dio vior Th. Oliru’. [x’|, |>x], |'gx’| tillo vior 

ungorado siud; und dafi man also dio AnznUl dor don droi Cruppon 
(«)7 (i/); (&) goinoinaamen goradon boz. ungorndon Th. Olmr. orlUllfc, 
wonn man on Btollo von [x] dor Boilio nnoh dio siiintlioliou 2*^ Tli. 
Char, ti'oton lllAfc iiud dio Summo dor onfcHproohendon Worto von ^|V| 
bildot. Hoifit mau dahor dioao Anzahl bo isb: 

(110) Vr ~ ^ V' M = i‘s ^(1 ± 1*1) (1 ± l»*l) (1 ± Ifl*|)(l ± ie*l), 

bO M 

woraus man in doi* gloichoii Weiso wio obou boi tpi 
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IC = ± (4 + 1 », I + 1 <, S 1 + 1 1 /, S 1 + 1 1 ?, e I) S' 

orhlilfc. 

Isb min zimhohsb: 

(121) (0 = («i?), 




SO besitet die am Ende der letzbeu Eormel sbohencle Summe den 
Wert 2“^* und dn dann feraer: 


(122) ' ' 

isl, so erhiilt man: 
(128) 

also, wenn \Sf7j\^ 
(124) 


V' = (l + |fi;i?|)2^-»(2^-»±l), 
s — 1 isb, in 'Qbereinsbimmung mib dem '\rQ. Satz: 
^ = 0, 


wenn dagegen | e, 1 >» + 1 'Qberstimmuiig mit dem VUI Sabz: 

(126) V* = 2 P-i( 2 i*-»± 1 ) - 

4 Mp_j. 

1 st (g) niohb (si;) gleicb, so besitzt die am Eudo dor Eormol 
(120) stoliendo Summe den Wort 0 und man erbalt: 


(126) = 2>-‘[2f± (4 + I*,.,! + |t, 51 + I,, 51 + I .,,51)], 


Sind nun zunaobst die ( 11*61 Per. Char, (e), ( 17 ), (g) zu je zweicn 
azygetiscb) d. b. ist: 

(127) i®,>!i-i*,si-u,a — 1 

und daher aucli 

(128) |e,,,51 = -l, 

BO ergibt sich: 

(129) ^ - 2>P-*j 


08 hnben also in diesoin Fnlle die drei Chnippen («), ( 17 )^ (g) ge- 
rndo und 2*^'~* ungei'ado Th. Ohar. gemeinsam, die, -wio aus dem 
YlII. Satz folgt, in oUon drei Gruppen ungepaart onthnlbeii sind. 
Mon hat daher den 


X, Satz: Kind die dtai Ten', Chon', (s), (17), (g) su eweie)% osy-' 
gelnscih imd isi niM (g) *- (£17), so habm die drei (fi), (17), (g) 

gss-A gei'ade md 2 * 1 *”* n/ngen'ude Th, Char, geineinscmf wMe imjeder 
doi' drei Qrvppen mgeyaoH mftreim. 
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Sind weitor dio beidon Per . Char . («) und (7/) nzygotiaoli ; dio 
Per . Clinr . ( S ) ftber m beiden syMygetiscb , d . li . isb : 

( 180 ) = + i 

und daber 

( 131 ) |f,?/,ei»-i, 

so ergibt aicli : 

(132) = 

es habou also in diesem Fall © dio <lroi Gruppon ( s ), ( i ^), ( g ) 2r/^_3 
goiude und 2»^_8 ungerado Tli . Chav , gcmeinsom , wolcho in ( s ) uiid 
(t]) iiugepaarb , in ( g ) dagogen gopaaii enthaltoii aind . Man hub 
dalier don 


ZL Sata: Sind die Mden I^er, Char, (s) und {tj) ag}/(tr.lisrk, (g) 
«&cv gu heideii sygygetischi eo halen die droi Gntppcn (f), {))), (g) 
2(5 '^_j gemde and mget'ade Th. Chur, gemeinsuni, ivvlrho in ikn 
Qrnppen (e) tMK? (»?) ungepaart cnthultm sind, in dor (hitppe (g) dn~ 
gegm g^^^ heg. P«ft/'e inldm. 

Sind wcitov dio boidon Por. Cluiv. (e) nnd («;) syzygclisoli, dio 
For. Chav, (g) abcr m boidoii astygobisoli, d. 1i. isb: 

( 168 ) = 


und dalior 

(134) |s,i?,g| = -|-l, 

so orgibb sioh: 

(136) i, = 2'-«(2''-> ± 1) ■= ll"-'] 


08 baben also aucli in dicscm Fnllo dio droi Gruppon (p), (y), (g) 
^9p-i gorade und ungerado Th. Ohnr. gomoinHtun, wolidio iibor 

jebsb in alien droi Gruiipon ungopaarb onbImUon aind. Sind nrunlioli: 


(18G) 


CO " W + I>V1 "I" f 
(v) “ W + “ I "I" 


die 2g^_^ boa. don boidon Giiippon (a), ( 1 ;) gomoinaaniou Ihiaro 
geradoi* boz. nugorador Th. Olinr.^ ho oiibhiilb dio Gi’U]>p« (g) iinUor 
anderon don Gruppon (s) und (rj) froindon dio folgondon boz. 

Paavo gorador boz. nngorador Th. Cliar.: 

(187) (g) - [*„] + B*„] » [»»(*„] -I- I«flgvi v 

und os Bind also [«^,], (ft — 1, 2, < < ■) dio don droi Gruppon 

(v)> (S) gomoinsamen Th. Ghai'. Man liat dalior don 
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SIX. Sate: Sind die "beidm F<n\ Char. («) md (17) syjupffcHsch, 
(Q dber eu heiden auygeimhf so Mhen die dt'ei Gi'uppeii (s), (17); (t) 
^Op-a 0O>^de md wigerado Th. Ch(vi\ gomeimmn, weli^ie in 

altm dt*ei G^t'upgen wigi^aaii mUmltm sind, m etoeien cd)er m der 
Weiao eusatnmengM'en, dap immer mvci mmmmengehdrige Th. Chat', 
in der Grvgtpe (£1;) g&gami enthdten sind. 

Sind encUioh die drei Per. Char, (fi), (1/), (ft zu je zweien syzy- 
gotisoh^ d. b. ist: 

(138) |£,,|=,|,,J| = ],,5|_ + 1 

und doher aticb 

(139) = + 

so ergibt siob: 

(140) ^,-2J'-'(2'’-'±1) = |,^'”*! 

es babeu also in diesem PoUe die drei Gnippen (c), (t}), ((;) Sg^^^ 
gerade nnd ungerade Tb. Cbar. gemeinsam, -^olcbo sicli in g 

bez. Systeme von je 8 d(n^rt ordnen^ da 3 die 8 Th. Cbnr. 
eines solclien Systems in jedei* der drei Gnippen vier Fnnre bilden 
von dei* Form: 

W = W + [«K/,1 “ [«/%] + [£»?«„] 

= [S*^] -f- + bvt^fi]y 

(141) (fi ) « [)£^] + [ijxj - [t«;\ + 

* [«*/.! + + bvtXpl, 

(S) “ W + [S*J = [«*/, I 4- [S«*/J 
= 1 ^%] + + [«>?£«„]■ 

XIII. Sata: Sind die drei Tet'. Char, (e), (17) tind (g) au je 
gwaicn sggggetiseh, xmd ist nidit (J) — (ei;), so liahen die drei Gritjipcn 
( 0 > (»/)> (S) gerade md 8«^_j ungemde Th. Char, gemeinsam, 

miche in Systeme von je 8 in d&' Wcise sich ordnen, dap die 8 Th, 
Char, eines solclien Systems tn j&ier der drei vier Paat'e hUden. 

Fci'Iodonobnrnktoristikou sind 2uei*8t vou 1101171 Pryin^) und zwar 
zur Darstollnng jonor Systomo koiTOspondiorondor Hnlbor dor Periodon 
(dngoMbi't wordon, in wolobe das System dor p Eiemannsohon Normal- 
intogrolo tiborgoht, wonn man Mr die Iniegralgroiison Vorzwoigungqiunkto 
wUhlt. Sio wordon von Hoith Frym „GruppeuobaraktorisMlcon*‘ gonajint} 
insofoi'n als jodo von ibnon die ganzo Gruppe kottgrnenter Ohm'oktoristikon 
voiiiitt. Ebonda lindon siob audi dio Thotndbaraktoristiken. 


1) Frym, Znv Thoorio dor Fnnotionen in oinor swoibllltbrigon FiKoho. 
Zitriobov K. Donksobv. Bd, 88, 1807) pag. 11. 
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Per. Ohar. sincl auuli die Ton HoiTn N'dilier^) im AnsclUnsso nn 
Riemann^) imd Hoith Wobor*) oingofQbrtou QmjpxmicImraUcrlatikm, 
wobei diesos Wort in dem Sinno gcbraucbl isi, dafi diqjonigoii Panro gc- 
radoi' imd iingorador Tli. Ghar. (von IleiTn Ndthoi* „oigont1ioho“ Olmr. 
genannt), ^volohe dioselbo Smmno baben, xu oiuor ,,Gruppo^‘ goi’oclinol iind 
dieso Suinme solbst aU dio ^Grnppenohnvnktcristlk^ bexoiebnot wil'd. . 

Dio Unterselioidnng dor Per. Cbnr. von cion TIi. Oliar. ist spilior 
vonvisebt woi’den. Sobon boi Webor^) ist dio Vorschiodouboii dor I3o- 
zoiohnuiig aitfgobobou ivorden und vollends boi Scholtlcy*^), Proboninx'*), 
Stnbl®) imd Prym'^) bat jedo ITutersoboidung xwisolion Per. Ohar. nnd 
Tb. Char, aufgobfirt. SpUtor hut Horr NOthor^ wiodor anf dio Nol- 
wondigkoit dor Uiitoraobeidung xwbiRboii don boldon Arlon von Gimralcto- 
risliken hingewicson, die, wio or aiisoinHndorsotxt, xivoiorlni Arlnn dor 
Zuoi'dnung von balboii Poriodon xii Systenion I'oinor PorlllirniigHknrvLMi 
odor Wursoironnon ontsprcclion, nSinlich dor 2*^ 'J'li. Ghar. xii don Wiirxol- 
foriuon Iingorador Dinionsion und dor 2^^ Por. Oluir. xu don Wurxol- 
fonnon gorodor Diinonsiou^). Ilior hat Hoit Ndtlior tuioh xum orsion 
Mole goxoigt, ivio (las voi'scbiodenartigo Yorlmltun (lor boiiton Arfcoii von 
Gharaktoristikou gegentibor oinor gnnxxaliligon linnni'on I'runBforination 
dor Poriodon dio Uutor.'schoidiiug d^olbcii Iclai* bodiiigo. 


1) NSthcr, Bbcr dio Thotiibmetionon von vior AigumnuLon. Kriiiiigor IJnr. 
Flott 10. 1R78, png. 87; Ziir Thoorio dor ThotnAmotionon von vior Avgunionton. 
Math. Ann. Pd. 14. 1870, png. 848} Gbcr dio Thola-ChitrnktoriHtikon. Url. Pnr. 
Hofb 11. 1878, png. 198; Zur Thoorie dor Thotnfuiicliouon ron boHobig violon 
Argumenton. liintb. Ann. Bd, 10. 1860, png, 870. 

8) Ricmnini, Zur 'J'hoorio dor AboVaclion Pnnetionon Air don Pall ^ 8. 
(Naeblaaa). Goa. mnth. Worko. Loipxig 1870, pag. 400. 

3) Wob or, Thoorio (lor Abol’schon Funolionon voin OoKohlocbt 8. Horlin 1H70. 

4) Schottky, Abr. o. Th. ct AbslVohon Funefc. oto. 

6) Frobonina, Dbor dna AdditionsUioorom (lor Thotiifniictionmi inobrorcT 
yarinboln. J. ftlrMath, Bd. 80. 188 Q, pag. 186; und: Gbor Qruppen von Tliobi- 
obaroktoriatikon. J, fflr Idatli. 13d. 00. 1884, png. 81. 

6) Stahl, Dita Additionathoorom dor lO'-Funobionon mil p Argnmonton. 
J. fflr Math. Bd. 88. 1880, png. 117; und: Boivoia oinoa Satxoa von Uiomanii 
dbor ifr-ChnrnlctoriRtikcu. J. flir Math. Bd. 88. 1880, png. 878. 

7) Prym, Untora. 0. d. llioinann'scbo Thotaf. oto. 

8) hi Other, Zum UntkohriiToblom in dor Thoorie dor AboVaoboii Funo* 
tioiion. kbitli. Ann. Bd. 88. 1887, png. 864; auoh Sohottky, Ziiv Thoorio dor 
AboPachoii Fiinotionon von vior Variaboln. J. fHr Math. Bd. 108. 1888, png. 804; 
uiid Frobonina, Gbcr dio Jnoobi'aebon Fimotionon droior Variabuln, J, fflr 
Matii. Bd. 106. 1880, png. 86 habon aich aiiiltor diosor Untorachoidung von 
For. Char, nnd Th. Chav. nngoaohloAscn. 

0} liibenao boi Klein, Zur Thoorio doi' AhoPachon Funolionon. Math. Ann. 
Bd. 86. 1800, png. 1 (nuoli sohon vorhor boi Burokhnrdb, Qrnndxflgo oinor 
nllgomoinon Syatomatik dor hyporolliptischon Funciionon I. Ordnuug. Nach 
VorloBungon von F. Kloin, Math. Ann. Bd. 86. 1800, png. 108), dor aio ala 
Primebnrakteriatikon (Th. Ohor.) und RloraontarcharaktoriBlikon (Por. Char.) 
untoraohoidot. 
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§ 6 . 

Fundamentalsysteme von PerlodeuohEwakterlstiken. 

Mn Fuiidammialsysicin von Periodendlini’dktmsHJcen (F. S. von 
Per. Ghar.) werdcn 2j) + 1 Per. Gtar. (0^), (flj), ■, 

Me m jo eioeien aeygetisch aind, fur welelie d&> die 1) C?Zej- 

ehungen | a„, a J =■ — 1 (ft, w = 1 , 2 , • • ■, 2^) 4- 1 ; ft < v) hcstelieiu 
Aub (liesor Definition ergibt aic^ folgendormnflen dns allgomeine 
Bildungsgesetz sowie die Bestimmung der Anznlil der F, S. von 
Per. Char. Uin ein f'. S. von Fa*. Char, zu bildeu, nebme man :^r 
(etj) eine beliobige der 2*'’ — 1 eigentlioben Per. Choi*, (die uneigeiit'- 
liobe Per. Char. (0) ist ausznsobliefien, da sie zu jeder anderon Pei*. 
Char, syzygetisob ist). Fttr (a^) nebme man sodanu irgend eine der 
gif-i Lfisungen dei* Cleiobung: 

(142) 

Die folgende Per. Gbar. (og) bat den beiden Qleiohungen: 

(143) I ®ij * I *■ — 1> ! ® I “ ” ^ 

zu genfigen. Diese Cloiobungen baben Lbsungeu, unter deueu 
sioh aucb die Per. Char. (fliOi) befisdet Wfirde man nber diese fdr 
(ag) wHblen, so kdnnte keiue vierto Per. Char, (a^) gefunden warden, 
welohe zu den drei Per. Char, (a,), (tr,), (flg) « (aiflj) azygetisch ist, 
da aus | a^, a; | — | a^, « | — 1 notwendig | | =" + 1 Iblgt. 

An Stelle von (Og) knnu also nur eine dor 2*^"* — 1 von (oiO*) ver- 
schiedenen Losuiigen dor Gleicbnngen (143) gesetzt werdeu. So bat 
man fortzufobreu. Sind 21 — 1 Per. Cbor. (o^), (a,), •••, (fl|;_i) er- 
mittelt, die zu jo zweieu azygetisch sind, iind von deneii ((ig;.^) nicht 
der Summe der tlbrigeu gleich ist, so wHlilo man fQr ( 0 ^) irgend 
oino der 2sp-*^+i Losungon der 21 — 1 Gleicbnngen: 

(L44) ja^„a!|=- — 1. 

Eino solche Per. Char, ist dnun stets von dou 21 — 1 Per. Char, (a^i), 
unabhungig, denn die Summe oiner ungoradeii An- 
zahl dioser Pei*. Chai'. ist xu jeder in dieser Summe vorkommenden, 
die Summe eiuor geradeu Anzabl unter ihiien zu jeder in dioser 
Summe nicht vorkommenden dor Por. Char, (a^), (og); •“> 
syzygetisob. Ist so (a,;) ormittelt^ so hat an Stelle von (t^^+i) oino 
Losnng der 21 Gloiobungon: 

(146) |a^, ir| = — 1 

zn troten. Unter don 2^^'^^ Lbsungon dioser Gleiobungen befindet 
sioh stets die Summe (<^Ug • • • Og^t); diese darf abor uioht als (og^+i) 
gewHhlt werdeu, woil sonst die bierauf zu Ifisenden 2l ^ 1 Gleichungw: 



VH. 6. FundaiuontalByaiiomo von Ponodonoharaktoristilcon. 


268 

(146) |a^, a;| = — 1 

Icoiuo LQsung HUttou, da aus clou Hi eraton unbor ilinon iiobwondig 
I OiCfj • • • a? I = -H 1 folgt. An Sbolle von (09^,^) kauu also iiur 
eine dor 2®/'“*^ — ! von vorscliiodoiion Losungun dcjr 

GUeichungon (145) gosotzb worcloii; dieso siud abor wiodonun ullo von 
den Per, Char, (a^), (a^), (a9;j) unabhilngig. Hat man so oiidlioh 

2p — 2 Per. Char, (oj), (oj), (Og^^g) ermittolt, dio zu jo zwoion 

azygetisoh sind, so hat fttr (oj^.i) irgond oiuo dor 2®— L von 
(OxOg •• • Og^.g) versohiodenen Lbsmigon dor 2jp — 2 Cloiohimgou: 

(147) — 1 (/«=*i,8,...,b/i.-8) 

zu troten, hiorauf ^r (a^^) eiiio boliobigo dor 2 Ldsungen dor Gloi> 
ohungen: 

(148) \a^fCs\^ — l 0(=»i,2,.. 

nnd ondlich fttr (cfg,+i) ala dio oinzigo Losung dor 2jj} GloicJiungon: 

(149) a:|-= — 1 (,,-i,s. ,s/.) 

dio Per. Char. («8;,+i) — (ftiOg • ■ • ffg A Ana diosem Bildimgagoaolzo 
fttr die 2j) -f 1 Per. Char. eiuGS P. S. orgibt sioli oiiiinal ala Anziilil 
dor Tei*8ohiedQuon F. S. (wonn man die iiur duroh dio Uoilionfolgo 
dor Per. Char, untorsohiedenon F. S. ala ideiitiacth bobi'aclibob); 

(8®^ — 1) ^ (8®^ "”■»!) B®^~ ” . • ■ {^- 1) 8 

(160) (Sp + i)l 

uud weiter ala Eigeuaohaft dor Pei*. Char, einos F. S., dafl alula dio 
Summe oiler 22)+ 1, niomala abor dio Summo von wonigor niilor 
ihnen der unoigonbliohen Per. Ohar. (0) gloioh iat. 

xrv. Sate: Din Ansa^il der versdlnGdem)% F. 8, von Par. (Jhar, 
helragt: 

(22) + 1)1 

XV. Sntz: Die Sutnme oiler 2p + 1 IV. Ghm\ oineH P\ 8. tibar 
nicJit die Smnme von tveniger imter ilmen isl der tineiganlliehm% Par. 
Char. (0) gleicli. 

Bildet man nun aus don 2^) + 1 Per. Ohar. oinoa F. S. alio 
Kombumtionon zm- 0““, l'»>, S'™, Hj, + 1«" Ordmmi;, so sind von 
don entatohendon 

(161) 1 + f ‘) + f ‘) + . . . + j) = (1 + 

Per, Ohai*. jo zwei soleho nnd nur zwoi solc^he eiuaudor gloioli, wolcho 
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zusammon alia 2j0 + 1 Pm*. Char, dea P. S. entholten. Mon oxliHlt 
also auf dio ongegebene Weisa alia 2^^ tlberbaiii)fc aziatiereudon For. 
Char, nnd zwai' jade zweimol und kanu iusbosoudare fUr die cigeuir 
lioben Fei*. Char, den Satz ansspreohen : 

ZVI. Satz: Jede der 2‘^ — 1 eige)%0dchm Oha/i\ Idpt sieh 
imnwr %md mar mf 0 tm Weism duivh die 2p + 1 JPer. Cliar eines 
F. 8, dai'stdien. Die heidm Dai'stdlungm enthaUm euscanmm alU 
+ 1 Pa)'. C/tor. des F. 8. tvtid mat' jede nm' einmfd; die eine ent- 
hdlt also steis euie gemde, dde mdai'e eine ung&'ade Angdid voif 
Per. Char. 


tllsergaiig von elnem F. S. von Per. Oliax. za olnem onderen. 

XVII. Batz: A%i8 mein F. 8. m% Per. Char, {a^, (oj), ■ • •, 
g^it imm&' wied&' ein F. 8. von Pet‘. Char, hei'vor, wenn mmt 
eine gerade Anedhl aemer Per. Ckae’. (oj), (oj), •••, (a^;^ dw'tdi die 
Pei'. Char, (soi), (sftg), • • •, ersehst, tao s (Oj Cj • • • Oj;i) ist. Mmi 
ham oaf dieee WeUe von ein&n F. 8. 0 U jedeni hdMgen mderen ge- 
langen. 

Die Eicbtigkeit des ersten Teiles dieses Sabzes leuchfcet nnmiiitol- 
bav ein, da die Per. Cher, (sa,), (sefj), (sa^x) sowobl zu je zwoien 
nntereinonder nls aucb zu jeder der Per. Char. (aa;i 4 .j), (%t,+i) 

azygetiscb sind. Um weiter zu zeigeii, doO man auf die angegebene 
Weise von oiuem P. S. zn jedoin boliebigen anderen ttborgeben. kanu, 
sei (hi), (6g), •••, (Z> 9 p^.i) irgend ein zweites P. S. von Per. Char. 
Dasselbe moge mit dem urapriinglichen die Per. Char, (h^) — (a^), • • •, 
(^x) ~ (^x) gdineinsam haben. Ist dann x ^ 2j), so ist infolge der 
Gleicbung (ftifl, = aucb = (o 2 « , i) 

und Gs sind die boiden F. 8. idontiscb. 1st dagegen x < 2j), so uohme 
jnau eine beliebigo der weiteren Per. Char, des zweiten F. S- (b^+i) 
und drtloke sie als Summe oiner ungeraden Anzahl von Per. Char, 
(a) dos orston F. 8. aus. Diese Per. Char, sind dnnn, da (b^+i) zn 
(hi) “ (tti), • • •, *= (aj azygetiscb ist, saintlicb von (flj), (a^), • « (aj 

vcrschieden, obne abor, in dem Falle wo x gerade ist, die Summe 
nller von (aj, (%), •••, (a,) versobiodoueu Per. Chav, dos ersten F. S. 
zu sain, da sonst (b^+i) “ («iOj • •• * '• U mi- 

mbglich ist. Ist also — »x+aA-i)» ®o isb«“l-2A — 1 
< 2p -|- 1 und es gibt mindestens noob eine weitero anter den Foi*. 
Cbor. des ersten F. 8. Brsetzt man aber dann dio gerade 

Anzahl unter den Per. Cbar. des ewbon F. 8, (ax+a); " 

duroh die Pei'. Oher. (si(,+i), (««,+.). • ••, (s«,h.„), wo 
( s) ■" (c^x+i^x+a ’** ^xh- 9 a) ^Bt, so oi'bEilt man ein nouos F. 8., wolobes 
auflor den Per. Obar. (ax) •* (6j), • • •, (a ^ «- (bj noch die Per, Char. 
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^ (^x+i) zwoiteu F, S. gemoinsain Hat, mit ihm also 

mindestous 1 gomeinaamo Per. Ohar. boaiizt. So forfcfalirond kaiiii 
man schliefilioli zu einom F. S. golnngen^ welohos mit dom 1^ S. 

gemeinaam Lat; also mit ihm idou- 

tisdi iat. 

Es ist nioht unintorossant zu bemorkeu, clofi man das im lotztoii 
Satze angegobeuo Yerfahi'oii, irgend eine gorade Auznlil 2A von ]^or. 
Char, eiues gegebenen F. S. (a^), •••, (a^x) duiHsh die Per, Ohar. 
(soi), (sag), (sogj^ zu eraotzon, wo ist, duroh- 

filhren kann, iudem mau os wiodorbolt auf nur vior diesor Por. Chai*. 
auwendot. Urn die Riohiigkoit diosor Eohauptung oinzuachon, toilo 
man die 2A Per. Char, (o^), (Og), •••, i^^ irgond wolchor lloihon- 

folge in X Paoi'o und kombiniero dieso A Puaro auf dio ^A'~1)A 
mSglicbou Weisen zn zweieu. Wondot man dnnn das gontuinlo Vor- 
fahi'en dei' Beihe uaoh auf dio sSmtlioben so gobildeteii 

Systems von jo vior Per. Char, an, so gohen in dor Tat dio 2 A Por. 
Char, (aj, (og), •••, jo iiaclidem A gorade odor imgorado iai, in 
dio Por. Char, (soj) (aa,), • ■ •, (««» J i^ ^i® P®*’* (s«i)» 

(saj, . ■ (sogx), (sogx^i) ttbor, wo (s) =- («! Oa ■ • * «ai) ist- 

xvm. Sata: DmxHt eino gatmahliffo hnm'c IVamfmntUion gtiU 
ai(5 simn F. 8. von Per. Ohar, imnifir wiedcr 7*'. 8. von Per, Ohar. 
hmor. Man hann mtf dim Weise von ohm P\ 8. m jetlem hcliidiigm 
atideren gelangen. 

Die Elchtigkoit dos orsten Toilos dioaca Salzos Icnohlol iinmiilol- 
bar ein, da durch jodo gaiizznhligo liiioaro Translbrjnation zwol azy- 
getischo Per. Char, abets wiedor in zwoi azygotischo hborgulion. Tim 
welter zu zeigon, dab man uuf dioso Woiso von oinoin F. S. von 
Per. Ohar. zn jodem beliobigon andoron golnngon kann, gontlgl oh zu 
bowoison, daB man oin willlcttrlicli gogobonos F. S. von Por. Char. 
M) '•'} (^p+i) tbii’ob ganzzahligo linoaro Tmnaformntion in oin 
apeziollea z. B. das F. S. 


(y= 

/O 0 0 • ■ • 0\ 

\1 0 0 . . . 0/ » 


/I 0 0 ... 0\ 

\0 0 0 . . • 0/ ^ 

(».)= 

/I 0 0 ... 0\ 

U 1 0 . . . oj > 

(ftj) 

/I 1 0 • . • 0\ 

U 0 0 ... 0/ ^ 

(^ap~i) “■ 


(^ap) “ 

U 1 ■ • • 1 or 


(^2p+l) = ( 

1 1 . ■ . 1\ 
1 1 ... V 



flbei'ftlhron Icami. Um sioli abor von dor Ri<ditigkoit diosor Bo- 
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liAUptang 2 u tlberzeugen^ fasse man. dio im Y. Satz png. 163 do- 
fluiorton speziellon gnnzznliligon linonren TrnnsformationeiL A^, 

C^at B^g (p, = 1; 2, "'jP) ms Augo nud beaobte, dofi durok die 
Transformntion A^ eine Fei*. ChfU'. (fi) in jeue Per. Char, (i;) tibei*^ 
gehi^ ftlr wslolie: 

( 168 ) 

isii, daB feruer durch die Timisformation B^, eine Per. Obnr. (e) in 
jeno Fei*. Char. ( 17 ) tlbeigebt, fUr welehe: 

ist, dafi weiter durcb die Transfomatiou C^g eine Per. Obnr. (f) in 
jene Per. Char, (‘^) ttborgebt) fill* welehe: 

(166) + fifl, vJ ^ + V 

ist, daB endlich dnroh die Transformation D^g eine Per. Chni'. (f) in 
jene For. Char. ( 17 ) ilbergeht^ fllr wel(die: 

(160) = = V 

istj wlUu'end jedesmal alle nicht genannten Gi'Bfieu rj' den ent- 
spreohendeu drOBeu b, s* gleich sind. Man erkennt nun leichb, doB 
man duroh pasaende Anwendung solcher spezieller Transfoiinatiouen 
zuniiohst die erste Per. Char. (%) dos gegebencn F. S. in die spezielle 
Per. Char, (h^) ilborftlhren kann^ indom man zuorst durch Transfor* 
mationen A^, (p 2, •••, p) die samtlicheu Elemeute der 
oberen Horizontalreiho, und hiauuf durch Trauaformationen 

= 1; lO alle Elemento der unteren Horizoutalipiho 
inib Ausuahme dos ersten auf N’ull roduziort. W 6 brend dieser Titins- 
foimationen ist die zweite Pei*. Gbar. (oj) dos gegebeuon F, S. in eine 
Per. Obar.* (Oj') ilbergegangen, bei welcher, da sie aur Per. Char (bj 
nzj'getisch ist, das emte Elomont dor oboren Horizoutalreibo den 
Wort 1 hat, nud weloho, ohne dnB durch die dtiboi au/.nwondendon 
Tronsformationen die Per. Char, (hj) geilndert wird, in die Per. Char, 
(bg) tlbei’gefilhrt woi'den kanu, iudem man zuerst unter Boisoitelassung 
der orsten Yortikalreihe duroh Transformationon A^, (p »» 2, 3, ••>,p) 
die Elemeute 5^; durch Transformationon D^g 

(p, tf =■ 2, 3, • • p) die Elemeute hiernuf durch die Trans- 

fomation B^ B^ das Element s/ und ondlicli durch die Transfoi*" 
ination das Element 6 ,' auf Null roduziort. Jede andoro For. 

Char, (a^) (fi » 8 , 4, • • •, 2j) + 1) des gegebeuen F. S. ist uooh diosen 
Ti'ansformationen in eine Per. Char. (o,[) iibm'gegangen, bei weldior, da 
sio zu (&i) ozygotiscb ist, das orste Elonent der oberen, und da sie zu 
( 62 ) ozygotisoh ist, auch das erste Element doi* unteren Yertikali'oibe 
don Wert 1 hat. Indem man nun die ei'ste Yortikalreihe gonz aus 
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dem Spiele lEfit, koim man mit den p — 1 letsston Yertikalreilion wio 
Yorlier verfahi-Gn und die Per. Chai*. (a^') imd (o/), in woloho die 
Per. Char, (a^) und (oj des gcgoboneu I*'. S. diircli die bishorigen 
Traneformationen llbeigegongon sind, in die spe^iellon T’er. Char. (Ztg) 
und (h^ tlberfUhreu. So fortfahrend geliugt es schlioblich, die 
Pot. Char, (a,), (Oj,), (Ogp) des gogobonen P. S. in die Per. Char. 
(&i)» (Pi)} fte) ™ trau8formi6i*oii, ■\vodur(5li dann wegon dee 
XV. Satzes auoh — (Z^p+i) wird. 


t^orgong zu den TlietaoliaTaktorlBtlkoii. 

r 

Bezeiohnet man mit (^a) die Summe von irgond v vorschiodonon 
unter don 2j)+ 1 Per. Char, (a,), (a,), • ••, (Ogp+i) oiiies F. S., so 
Bind, wie im Vorigen gezeigt worden isfc, in den Formon: 

(167) (0), (ia), (Ja), • ■ (i«) 

alio 2*^ Per. Char, und zwar jode niir einmal outlialton; das Cleioho 
gilt dahor auoh von den Poimou: 

(168) {»), + (x+^a), 

V 

wo (x) irgeud oino Per. Char, mid (jc + ^o) dio Summe dor Per. 

V 

Char, (h) und (2a) bczoichnot. Man fosse nun dio Cliarakterislikun 
des P. S. als TL Chni‘. [aj, [flg], auf, suclio uiitor ihiion 

die ungeradoii heraus und bilde deron Suinmo [n]. ludom man daiiii 
diose Gharaktei'isbik an Stolle von (x) in (168) troton lUOt, erlialt 
man die samtlichen 2*^ Tli. Choi', dai'gesbollt in don Formon: 

(IBS) [W]» [«+-5'»], [rt+JJftJ. 

!■ 

Bs soil jotzt dor Ghoraktor oiuor Tli. Char, von dor Form [« -[- ^ 
bestimmt weixlen, wo v irgond eine Zolil aus dor lloiho 0, 1, ■ • 2j^) H- 1 
bozeichnot; dabei wird sich zeigoii; dafi diesor Ghai'nktor von dor be- 

v 

sondoroii Auswahl dor v Th. Char, [a], aus donon dio Suinino [^^«| 
besiohi, unabhibigig ist, also fUr olio Tli. Char, von dor Form 

V 

[n-jr2^] doraelbo isb. Man bozoiehno dio Anzolil ollor ungoindon 
Th. Char, [a] mit 3 und weitor mit 7* dio Anzahl jonor ungoiwlon 
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V 

Th. Char, [a], woloho in [^a] vorkommon*, es hesteht dann die 

V 

Th. Char. [« +^a] ana s — A ungeroden und v — A gornden Th. Char, 
[a], und oa iat df^or anf Grand dor Fpimol (76) ihr Charoktor be- 
siiminb duroh die Gloidhuiig; 


( 160 ) 


4 -^al = (-l) 
“(- 1 ) 




•+ 4 (»+*-)(*+l— 1 ) 


Barans orkoiiut man cinmal, dafi dieaor Charakter in dor Tat nur 

r 

YOU dor Auaalil v oiler Th. Chai*. in f^al. ni<dit abor yon der An- 
'/ahl A dor imter ihnoii vorkoinmondou nugoi'odon abhiingt, da8 also 

r 

stots dio Ku gloioliom v gohUrigen Th. Char. anoh gloiohon 

Chamktor habeu; weltc^r abor orkennt mim, dafi diosor Choi’aktor in 

don ontgogongosotTiton Ub(3rgeht, wonn die Znhl v aich urn 2 oudort, 

* 

dali also Th. Cluu*. von dor Form [« + .^^1 nnd Th. Char, von dor 
f-l-a 

Form |n + stots uiigloichen Oharakters, Th. Char, von der Form 

I- ♦■±•1 

|n + ^tt] tmd Th. Char, von der Form + dagogon atcta 
gloichon Ghavaktors siud. Goachtet imm dann nooh, daB jede Th. 

ji+i 

Char, von dor Form + infolge dos XV. Saties anoh in dio 
Form \n -[-.^^1 gobraoht wcrdcn kuui; dio Th, Char, von deii Fonnon 

p ii+i 

nnd also jodenfalls gloiohon Charaktcrs siud, so 

orliiilt mail schlioUlicIi dio siimtlieliou 2‘^' Th. Char, imgoordnot in 
Kivoi Uuilioii: 

j*— <(f i’— *e— ® 

(161) p-Ao~i (e-0.1. ».•••) 

[«+^a], In + ^a], 


und woiB bostiiumt, dail dio eiuo HoriKoutalroilio dio goradeu Th. 
Cluir. und jodu nnr uininal, dio andoro dio uiigoraden Th. Char, 
imd jodo nur oiiimal onthiilt. Um an outsolioidon, woldio Iluiho dio 
goradon und woloho dio imgoriulou Th. Char. onthiUt, wird man dio 
Anxiilil dor in jodor lloilio stoliondon Th. Cliar. bostinunon; dio oino 
lloiho mnfi diu andoi'u Th. Char, outhalton, und dio oi'storo atollt 
diuin dio gorodou; dio lots^tore dio ungorodon Th. Char. dar. 

ji— 4 p Ji— 4^— 8 

Um nun dioAuxalil der in donForinon + und + 
(<>■“0,1, 2,...) unthaltonou Th. Char, wa bostimmou, goho roan von 
dor Gloiclmng: 

UruRori 'i'hotnfunlcUoniHi. 18 
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(1G2) (1 4- «)><■+■ = f ^ + 

ana. Setzb man doi'iii an Stelle Ton x der Heiliu naoli dio Werl 
+ 1, — 1, 4- ^ — ■», nmltipliaiork dio vier so outstandonon GHeioliungo 
boz. mifc (+ 1)P, (— 1)^, (— (+ i)*’ nnd addiorfc sio zuoiiiandor, e 

ei'hUlt mail, da 

(168) . (l±0''’ = (±2»y 

ist: 

Sp+I 

(164) + 2^*+* [l-H (- l)"+fl[l + (- 1)*’*“+^] f ■ 


Nnn besitat aber dor Ansdruok 

(16B) [1 + (- l)*’+f] [1 4 (- iyi^+^] 


fill* v=p (mod. 4) den Wort 4, ftlr vsp — \,p — 2 odor j) — 
(mod. 4) dagogen don Wert Null} es fallen also auf dor roolifcoii Soii 
der letzten Gloichung alle jeno Qlioder heraus, boi denon niclil v » 
(mod. 4) ist, und man erlUilt daher aus ilir, wonn man noch 
und ro(^tQ Soito duroli 4 dividiort, dio Qleiolumg: 


(160) 


2i*-i(2/'4l) = 

saa 


. P ) 

1 + 

K) 

4 

(» 

4 . . . 


41 

/9jj41\ 

4 

/2i)4 1\ 

W)4B^ 

4... 

'2J)41\ 

k P / 

14 


4 

(r«) 

4... 


4 


14 

K) 

I4-'-. 


Bioso Gloiehung zoigt abor, daB dio Anzahl dor in dor orston llor 
zontalroihe von (101) stobendoii Tli. Char, isl, daO also dio T1 
Gbar. von don Formon; 

V’-iil p—ifi—Q 

(167) [«+^a], + 

dio pp goradon, und folglidi die in dor zwoiton Horizontnlroili 
stehenden Tli. Char, von don Fonnon: 

P— » II— 4p— 1 

(168) + [si4^«] (('==■0.1.8." 

dio t(„ ungerodon Tli. Cliar. sind. Man hat also don 

ZIZ. Sata: Siitd (%), (a,), •••, (a8o.|.t) 1 ^or> Of^o^ 

einea F. 8. und hegeicImA man mit [»j dte Sunvtnc da' mia' de 
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2i) 4- 1 Th. Ohm\ [a^], [Oj], • ■ -j voy^omncaidm m%gemdm Th. 

Ghat'., 80 worilm von dm Fomen: 

p— p— 4p— B 

(XI) [n+^«] (p«o,i,a,...) 

die ailmUi^ien got'adon Th. Chat', und jede nu9' oinmcd; von dm 
Foi'mm: 

p— 4 b— g p-.4p~.i 

(XII) f«-|--2‘c^]» {p>=0.1,2,...) 

die s&mUiohon ungeradon Th. Chat', und jedo mir einmal gdiefoH; 

odor luitor Ainvondung dos XV. Saizos in ofcwas nndorer Fassung: 

XX. Sate: Siml (nj, (a,), •••, die 2j)+ 1 For. Char, eines 

F. 8. %md hetsdchneb vum mib [»] die Sxmme dor den 2j) + 1 
Th. Char, [fli], [a^], •••, [Vigp.,.!.! wrhomniendenimgeraden Th. Cltar., so 
wenlen vofn don Fot'tmn: 

(XIII) [« + ^«] 

tmd d)en 80 von den Formon: 

p+ 1 + 4{» 

(xrv) L«+^'al (i*-o,i,a, . ..) 

die aiimilichm g^ get'aden Tit. Char, und jede ntir eintmU; von den 
Formen: 

p+S±-l« 

(XV) ■) 
und (ibenso von dm Fortnm: 

p+a±*{t 

(XVI) (tf-O.1,2....) 


die simblichen u^ ungemdm Th. Oltai'. und jede mti' einmal gdieferb. 

I 

Dio H- I Th. Char, von dor ]‘‘orm [» + ^a] sind nodi don 
lofaslxui Siikoii alio von doinoolbon Charalcfcor und zwoi* gorado, wenii 
j) 0 odor t (mod, 4), ungoi*adQ, wonn ^ ^ odor 8 (mod. 4) isb. 

Man sagb von ihnon, dafi sio eiuo Savi)ireihe von Th. Char, bildoii; 
ihro ICombinafcioiion 8“”, 5*®', 7^®*, ♦ • ■ Ordnuiig sind jedosmal oben- 
I'alls uiitor Hioh von gleichem Ohoi'akber luid zwnr die Kombinabionon 
5 tflr^ giot . . . Ordnung von demaolbon, die Xombinabionon 8‘"; 7*®', • • ■ 
Ordnung von onbgogongesotztom Oharakter wio die Th. Ohar. der 
Haupbroiho solbsfc. Auf dioso Woiso orlullb man den 


18 * 
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xn. Sate: Sind (a^), (a,), (a8-+i) die Sjj + l Fer. Gha 

einos F. 8. und leeeieftnot mm mii [n] die Summe dw unt&r di 
2j()4- 1 Tlh Olm, [oil [fflj], •••, [flsjj+i] vorhommettden wifforaden T 
dm,, 80 sagt mm von dm 2j) 4* ^ Tk Gfiar. 

(XVn) [Ai] = [»Oi], [/*,]“ M, •••, [/^sp+i] = 

dap sie eine Bmtpk'eihe m% Tib. C}im\ Mdm, %md ^nan erhiMi j 
naehd&m 1 (mod. 4) odd' |>=2, 3 (mod. 4) ist^ von dei% Fm'me) 



(IVIIl) L^A] (P“0,i.a.-' 

Me samiludim get-adm Oder ungeradm Th, Chm\ md jede »U9' einma 
von den Fomen: 

iq + » 

(XIX) ((.=o,i,s,-- 

die admtlielien ungeraden odct' geraden 'TIk Char, und jedc uur einnu 
geliefai, wldumd die Komhinationen gerader (h'dnwng: 

9 k 

(XX) 

der Ghm'dkmst^en der Haupi/i'eihe die Brnnilichm 2*^ 1 cigcnlUdie 

Fer. Char, und 01001 ' jede nur emndl liefem. 


§ 6. 

Ole 0ruppe der mod. 2 Inkongriieuten gausealiUgeu lineare; 
Trausformatlonen. 

Da sswoi gaiizzahlige lineare TrauBfownatioiion 7', T', iloron Train 
formationezahlen Cafi bez, («, ^ = 1, 2, •••, 2ji) don 4^?* ICoi 
gruenzeii: 

(169) Cap = cifl (mod. 2) 

gentlgen; oino gegobouo For. Char, (s) siiotB in dio nlunliolio Poi*. Glim 
(i) {iborftihrenj so sollen di(solbon bier tils uiolii voraobiodon nngosoho 
werden. Die nnondliobo Gru^ipo der ganzzaliligon linearon Tram 
formafcioneu ixiduziert sich danu nuf eiue oiidlioho; wulcho die Gi'ttj}}} 
G del' mod. 2 inliongmmtm ganjuicdiligen linea/t'en 'h'amfomaliono, 
genonnt wird, Es soli zuniiebBt dor Gh'ad Q diosor Qruppo bosbimm 
werdou. 

Da naoh dom XVUI. Satz dnroli eine gaiizznhligo linoara Tram 
formation oin F, S. von Per, Char, immer wioder in ein F. S. yo] 
Pei’. Char. Ubei'golLii, und dn man auf dieao Woiso oin gegoboiios F. £ 
in jedes beliebigo ondoro, entwodw Yon ondoroii Poi*. Char. gobildot( 


Bostimmung dei Oi’dnnng dieaor Qvuppe 0 , 
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Oder auoh von denselben Per. Gbar. nur in nndorer Beihenfolge, tlber- 
fahreu kaun, so ergibt sieh, das der Grad Q dor GK'nppe Q, d. h. die 
Anzohl der mbd. 2 inkouginienten gonzzahligen linearen Transforxna- 
tionen mit der Anzabl der versdiiedenen F. S. von Pei*. Choi', ilber- 
einsbimmt (wobei aber zwoi F. S., die sioh nnr durcli die Beihenfolge 
dor Per. Glmr. nntersclieiden, als versoliieden zu zS^blen sind), sobdd 
noobgewiesen isb, doB nur durch die identisobo Ti'ansformabion aber 
durcli keine nndere oiu F. S. in sicb, auch dor Beibenfolge der Per. 
Char, nacb, Uborgoben kann. Yon der Piobbigkeib dieser lotzben Be- 
baupbung tiberzeugb man sioh aber folgendormnfion. Sobnld durch 
cine Ti'ansformabion T oin F. S. in sioh tlbergohb^ auob der Beihen- 
folgo seiner Per. Gbar. naob^ wird durcli diose Tronsformabion T go- 
iiiilB dom XVI. Sabz flborbaupb jedo der 2*^* Per. Char, in siob ttbor- 
gofltbrb, also spezioll auoli joiio boi donen immor nur ein Flemonb 
(ion Werb 1 bosibzb, wiUirond alLo 2p — 1 onderon den Werb 0 babeu; 
uns don Formoln (17) orgibb sicb aber daun sofort, daB: 


(170) 


Oj wenn a'^§, 
1, wenn a — /?, 


aj.) 


isb, d. h. daB dio Trausformation T die idenbisohe isb. Man bat 
also den 


ZXIZ. Satz: De)' Qmd Q der Oi'Uppe G der mod. 3 inhongrtienten 
linearen Transfomationen }>eM'dgt: 

(XXI) - (2j) + 1)1 N = (28^- 1) 1) ... (2®- 1) . 2^**. 

Aus den 4j)^ Transforinationszableu oiiicr gnuzzabligen linearen 
Transformubioii onbstohon, iudoiii man sio durch ihro kleinsten posi* 
liven Uosbo imcli dom Modul 2 orselzt, Zahlou 




(171) 




“'>^ip,p> hp,p+i> '")hp,ip) 

wololiQ silmllicli don Worb 0 odor 1 bosibzon und wolidio den 
p(2jp— 1) ICongrnonzon mod. 2: 


(172) 


t 






._1, wenn j3 = p + «) 
= wenn + 


genttgon. Um ntushzuweison, daB auch umgekebrb zu jedem soloben 
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Systemo you Zaliloii oino gauKzaliligo linoaro Traii»forjnabion 
T exiatiorb, doron Tituisformationazahleu mit ihiioii (Uii'oh dio 
4^^ Songruonzon: 

(173) (mod. 2) -.sfi) 

vorkulipfi aind, hat man nooh zu zoigoUj dafi dio Anznlil dor vor- 
Bobiedenon deii Sougi’ueuzoii (172) gontigoiidon Znlileiiayafcomo 
gleioh isfc dor Anzabl Q dor mod. 2 inkougnioufcoii goiizznliligon 
liueai’ou Transformationeu. Urn dieaon Nitojiwois zn orbringon, fnaso 
man die 2p ZaMoii s , oiiior Vertikalroiho 

doa (lundi’ntiaoliou Scheuiaa (l7l) tus Eiemente oiiioi' Por. Ciiiir. (fi„) 
Aiif. Dio — 1) Xoiigi'uensseu (173) aagen dann nus, daU dio 
2p ao dofimerliGn Poi*. Oliar. (ej, («,), • • dio p{^p — 1) Gloi- 

chimgon: 


(174) 


. — 1, wouu /3 + «» 

+ wonii + 


befi'iedigeu, imd es kann jebzt die Auzabl dor nuigliciion Zahlon- 
syabome dadnroli boatimiub wei'dcn, dui^ mau niifc Mili'e doa 

BI. Sfltzes dio Auzabl dor voi'scbiodenen Systemo von Pur. Oinr. 

(h)f Mi (*sj) ermittelt, welobe don Bodingungon (174) gonilgon. 

Um aber in allgemeinstor Weiae oiu Syatem von 3j) Por. Char. 
W; Wj (*8j») bildon, •welches die Bedingungon (174) orfllllt^ 

nebme man Mr («|) oiuo beliebige doi’ 3*' 1 oigcutliohon Por. 

CJiar, uud bioimif Mr 3*^"* Ltisungoii dor 

Gloicliiiug: , 

(n&) wl = -i- 

Die Per. Cliar. (eg) hat foiiier dio boidon Gloichungon: 

(176) |si, + \£p+u 6SI-+ 1 

zu befriedigeii; dieaon Gloiobungeu gonligon L oigontliolio 

Pei*. Gliai'., YOU denen eine boHebi’ge an Stolle von (s^) gosolzb worden 
kauQ, worauf daun an Stolle von (^p^g) oiuo beliebige dor 3’^''” 
Ldaiingen dei* Gloiobuugon: 

(177) I^ij «p+sl “ + 1» ~ 1; 1 I ™ 1 

ZU h’eten hat. So kouu man fortfalim imd orkonnt, dafi dio Auzabl 
dor versobiodeiien deu Bedingungon (174) gonflgendon Systemo von 
Por. Char, (f^), (f^)^ (s,^ odor, was daaselbo ist, dio Aiizalil dor 

veracbiedenon aus Znlilen 0, 1 gobildeten, die ICongriiouzen (173) hr- 
fldlenden Syateme von 4p* Zablon in dor Tab 

(178) ^ (S**-- 1) 1) • (2»- 1) 3 « Q 

ist. Damib ist aber auob der l^oobweis orbracKt, dafi zu jodem 



Andoro Doflnition dar Gh'nppo <?. 
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8ololi(ni*ZahlonBystom6 oino ganzKahligo linoare Transformation T 
in dcm obigon Siiino gohbrt, uud man bat den Sat^i bowioseii: 


zzni. Bats: Die QeaamSieit da* mod. 2 vrdtoi%grm\ia% gam- 
ealiUgen lineaum Tt'o/nsfowtationen hmn aucii de/iniai tverden als die 
GtmmffieU aUey jmcr Qlcidimngensgst&ine: 


(XXII) 


fi) 


Ha 


■2/ V' 




S, • • |/i \ 


thm% KoetfieienUai ausschlieplieJi die Wa'te 0, 1 hesOeen itnd don 
— 1) Kongyucmat: 


(XXIII) >■(.„, 






gomtgon. 


womi + 

0 ^ woim + 

{u,llsxi,s,. ,ap5 a<(l) 


Aus dom Systomo der 2^'' — 1 eigeutliohon For. Glmr. gebt duroh 
oino ganx^abligo linoaro Transformation T wiodor das System dor 
2*^ — 1 eigonblicheii Per. Cbar. nur in andoror llcibonfolge bervor, 
aber so, dafi, wenn (s^) and (s^) syzygetisoli odor a^ygetisch sind, 
dann nuch die an ibre Stolle ti'etondeu For. Cbar. (i„), (sy) syaygo- 
tisoh odor aKygebiscb sind. Es ontspricbt also jodor ganK/itibligon 
lincarcn Transformation T oino Substitution 8 dor For. Char., boi 
wolcber Kwoi sy»ygotiscbo For. Cbar. ^viedor in xwoi systygotiscbo, 
y.woi aHygotiscbo For. Char, wiodor in Kwoi azygetisclio tlborgobon. 
Dioser Satsi gilt aucb unigokobrt. Tst nSimlieb 8 eino Cbamkboristikon- 
Hubstitulion dor boKeiohnotoii Art, so gibt os iinmor auch oino ganx- 
xahligo linoaro Transformation 2', wolcbo die niimliobo Permutation 
dor 2®'' — 1 oigontlicbon For. Char, vorursaoht. Von dor lliobllgkoit 
dioser Bobauptung Aboi'xougb man sicb folgondorinafioii. Man nelimo 
aus don 2*^' — 1 eigentliobon For. Char, (e) 2i) + I («i), (^s)* "*>(* 8 ^+ 1 ) 
horans, ^vclclio oin F. S. von For. Cbar. bildon; dio ibnon vornuigo 
dor Subatilution 8 entsproobonden 2p+i For. Choi*. ('»?i),(»? 9 )>'-',(»? 8 p+i) 
bildon dann, da aucb sie xu jo xwoioii assygeliscli sind, gloiobfallH oin 
b*. S. und os gibt dakoi' nacb dom XVIII. Salx aucb oino ganzxahlige 
linoare Transformation 2\ wololio die For. Char, (sj), • in 

dio For. Ohai*. •••, ttborftthrt. Ist nun (s^) eino beliobigo 

woiloro dor For. Char, (s), so ist dioselbo untor allon niobt xum F. S. 
gohdrigon Foi*. Char, (s) oiiidontig bestimint durch ilir syxygobisohos 
und axygotiscboB Voi'balton xu don 2j}-J- 1 For. Char, des F. S., da 
naoh dom XV. Satx dio 2^1 + 1 Gloiobungoii; 

(170) 1. „«,! = (- 1)'*, 

2j|) unabhitngigo roprllBontlci'oii, durob 2p nnabbhngigo dorartige Glloi- 



280 Vn. 6. Dio Gruppo dor mod. S iukongr. ganszalil. li». TriuiHforinalionon. 

ohungen aber naoh dem HI. Satz oine Per. Ohai*. oindeuUg boBtiinnil; 
iat. Bezeiohnet man nun mii jono Per. Oliar., iii wolulio (s^) 
vem 8 go dei' Subatitution 8 tlbergebt, ao gontigfc diasolbo doi* Yor^ 
aussetznng tlber die Substiiutionon 8 zufblge dor 1 Gloiolinngon: 

(180) Wi.ijfhC-iA |%,>!p|=(-i)'‘, |i;.,+*,u,|=(-i)'’'''’+‘ 

und ist mederum diu'ob dieae eindeutig bestimmfc; daraua folgi; abor, 
da0 auob dio Transformation T die Foj*. Chni\ (e^) niir in dio Per. 
Ohni'. und koine andere ilborftllirou kauiij da nuoli bior dio Gloi- 
divmgen (180) bestebon mtlsaen. Man hat so den folgondon Satz 
be^Tieseii: 

xsay. Sats: Die &mppe G der mod. 3 inhonffinienUm yiwmddvjm 
lineofen Tyaitsformationen T ist holoedrisch isontwph eu d<n' Gruppe 71 
jeiW' SuhsHtitHmen’ 8 der Per. Char., dwvJt toelf^ie je etvoi syspyclmihe 
Per. Char, jufieder in mei st/eygeHeclio, je eivei afsygctiache Per. Chat', 
ioieder in tnoei agyg^sdw id)erg(dien. 

Man dodniere jetzt weitor eiiie Gruppo IP voii Stibatilntionoii 
S' dw Per. Char., indem man 2*^ erzeugonde Subsfcitutioiiou <S{o duroli 
dio Fonloruug defiiiiert, dafi 8(,) eine Per. Oliai'. (i}) ungolliidurli laaso, 
wenn (i;) zu (f) syzygetisch ist, dagogen (i;) in (stj) ttborfdliro, wonn 
(ij) zu («) azygetiaoh iat. Jedo Substitution 8{,), mit AuHiialiino dor 
id^tieoben 8{Q), I&fit donn 2‘'~^ der Per. Char, ungoilndort, williroiid 
sie die 2 ’^*“^ dbrigon paarweiso miteinandor rortausolit. liiH soil iiaoli- 
gewiosou wordon, dafi diose Gruppo R', wio sie duroh dio 2^^ Siib- 
stitiitionen 8{t) als erzeugondou Snbstiiutionon dofliiicrt iut, mit dor 
Ginippe R identiaoh ist. Zuiiiiolist ist olmo Mtlhe zii sohon, dafi 
duroh eine Substitution jS(() zwei syzygetisolie Por. Char. (i;), (g) 
wiodor in zwoi syzygetisolie, zwei azygetischo Per. Chav, wiciilor in 
zwoi azygetischo tlbergehen, und dnfi dahor aucli judos 1<\ S. von Pur. 
Char, wiedoi' in oiu F. S. von Por. Chtu*. (Ibeigohl. Dni'aim folgl abor 
bereits, dafi dio Gruppe R mir ontweder oin Toiler von XI od(jr dio 
Ginippe R selbst isi Um das lotztero zu bowoisoii, liat iiian nur 
nooh zu zoigen, dnfi os in der Gruppo R' stols oino Substitution 8' 
gibt, welohe ein boliebig gogobenos F. S. (aj, (a,), •••, in eiii 

willktli-lioh gegebenes zweitos (b^), (h^), tlborftthrt. Zu 

dem Hade ist znuachst zu zeigon, dafi die (^uppo JJ' hinsiohtlieli 
der — 1 oigeiitliehen Por. Char, ti'ansitiv ist, d. h. dafi ca mfiglioh 
ist, oino beliebige oigentliohe For. Char, (s) vermittolst oinor Sub- 
stitution S' ill oine b^ebige andoi'o (i^) ttborzuftlhron. Sind nbor 
(s) und ( 97 ) azygetiaoh, so wird diese Uborffibrung dui'oh dio Sub- 
stitution 8{,^) geleistet, well daini nuoh (st/) zu (e) azygotiscli ist, 
also («) in («i?e) «“ (tj) ilborftthrt. Sind («) und (rj) syzyg^tiaoli, so 
bestimmo man eine dritte Per. Choi'. (^), welohe sowohl zu (s) als 
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zu (17) azygeiisdh ist; durdb die uaoheinander ausznfiihrenden Sub- 
atitiitionGn wird dann die tJberfttlirung von («) in (1/) be- 

wirkti; da duroli die ei’ste (9) in (g), duroh die zweite (0 in (17) 
tlbei'golifc. IMiin nebme jetzi die erste Per. Char. (%) des gegebenen 
P. S. mid bestiinme, was naeh dem soeben Bewiesenen steta mSglieli 
ist, eine Substitution 8 x der Gruppe S' derart, dnO dureli sie (%) in 
(bj) tlbergelii Die zweite Choraktei'istik (og) des gegebenen P. S. gelio 
dui'di 8 x in die Per. Char, (a^') fiber; ist donn zu ( 1 ^) azyge- 
tisoli, so bedarf es niir der weiteren Anwendung der Substitution 
mn die Fei*. Char, (og") in (h^) ItberzufHhi'on, udUirend durch 
dieso Substitution die Per. Char. (&|) nngeandm't bleibt. bt dagegen 
(og^) zn (t^) syzjgetisob, so bestimme man eine Per. Char. (5), welohe 
zu den drei Per. Char, ( 2 >g) ozygotiBch ist; duroh die nach- 

eiuondei' auszufQhi'enden Substitotionen 8 (,ai^'), jSI(\) geht daiin 
in (&g) fiber, withrend beide Male 0 ,) ungeandert bleibt. In diesor 
Weiso hat man fortzuftihren; ist niimlich eine Substitution 8 ^ be- 
stimmt, welohe die Per. Char, (oj), • • (a^) in die Per. Char. 
(^1)) (^)) ‘ * (K) fiboirfilhi't, und geht duroh diese Substitution die 
folgende Per. dhu*. des gegebenen F. S. in die Per. Char. 

W+i) ftber, so fdhrt, wenn zu (h^+i) ozygetisch ist, die 

weitere Substitution Per. Char. (a,,'+i) in (6,,+i) fiber, 

wilhi'end sie, da (a^+ih^^i) zu (pi)t (hf), (b„) syzygetisoh ist, 

diese Per. Char. sHindiob unge^dert Ififit. Ist dagegon (a,i+i) zu 
(^,1+1) syzygetisoh, so bostimme man eine Per. Char. (9), welohe zu 
(^1); (Mt (W> W+0 (&/1+1) azygetisch ist, imd wendo nnch- 

einandor die beiden Substitutiouen mi. Ist eudlicb 

nuP diese Weiso eiuo Substitution Sip-i bestimmt, welohe die Per. 
Chur, (tfj, (a,), in die Per. Char, (ft,), Qi^), ■■■; {hp.t) 

liborffilirt, so kanu dur<m diese Substitution die For. Char, (09.), da 
(lio none l-’or. Cluir. zu jedor der 2 p — l Per. Char, (bi), (6j), • • *, (^p_i) 
azygetisch isl, uur in {b^^ odor in fiberg^ien. Im ersten 

PiiUo ffihrl die Substitution <89,1-1 auch (aai»+i) in (bsp+i) fiber und 
dahor das gogobono F. S. in das neuo; im zwcifcen Fadlo wird diose 
tJborftthiiing duroli die Substitution Ssp “ bowerk- 

stolligt. Dainit ist aber bewi^n, dafi es in dor. Gruppe S' stets 
oiiio Substitution 8 ' gibt, woloho ein boliebig gegebones F. S. yon 
Per. Char, in oiu willkfirlioli gegebones zweites tlborftthrl^ und daraus 
folgt, wio obou orwiibnt, dafi die Gruppe S' mit der im letzten 
Satzo gonaimtoii Gruppe II idoutl«di ist. 

Dio Gnippo S' kanu auch als eine Grnppo von Snhstitutionen 
von Th. Gliar. aufgofaBt worden, iiidem man die Substitution 8 (i) 
als jeuo Substitution von Th. Char, dollniert, welohe eine gerade 
Th. Char. [*] mit [«*] vertausebt, wenn auch [s»] gerade ist, dagegon 
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die gerade Th. Char, [k] uugeiiudorti liifil, weiiii |£x] ungorado iaii; 
nnd ebenBO eino uugorade Th. Char, [x] uiit [a»'| vortnusoUt, wenn 
auoh [ex] luigerado, (lagegon ungoiliidorb woiui \sx\ gerndo; sodnfi 
also duroli die Substitution 8^) aUe in dor Giiippo (a) vorkommondon 
Paaro gei-ador imd ungoi-adei- Tli. Char, miteinandor vortausolit wordoii, 
wShi-end alio in dor Ginippe (e) niolit vorkoinmendon Q'h. (>hor. un- 
goSudort bleibeu. Auf Grund dor Slitsse VIII und IX orljonnt man 
daim, diiB dm*oh die Substitution 8{t) oino Gruppo (i/) in die Gruppo 
(si}) Ubergoffllirt wird, wonn dio Per. Olmr.* (a) und (rj) axygoliHoh 
Bind, wiUumd dio Gruppo (i?) ungollndort bloibt, wonn dio Per. Cluir. 
(a) und (ti) syzygotiscli sind, dnB also die Substitutio]! jS\|) in dor Tat 
mit der vorhor so bozoiolmoton idoutisch ist. 

Die Grappo M' ist nls Snbstitutionsgnippo allor 2®^ Tli. Char, 
natttrlioh intronsitiv, da die goi’udon Th. Olmr. untor sich nnd dio 
ungoraden untoi* sich pcrmutiorl woi’den; fnfit inmi abor dio goriulon 
Th. Char, odor dio ungomdon Th« Olini'. alloin ins Augo, so ist dio 
Gruppo It fill' beido Fllllo trnnsitiv, da eino boliobigo gcrndu odor 
ungerndo Th. Char. \x\ mit der boliebigon goradon odor ungomdon 
Til. Char. [X] dumb dio Substitution 5(1,^) vortnuscbt wird, Ilinsicht- 
lich der ungernden Th. Char, ist die Gruppo It Kwoiinal traiisitiv, 
d. Ii. jene Untoigruppe J' von B', woloho eino beliobigo ungorado 
Th. Gliar. [X] imgoiiiidort lilfit, ist hinsiolitlioh dor — I liiidoron 
wioder ti'aiisitiv. Von dor liiolitigkoit diosoi" BuhaupUnig Icaiiii iium 
sich folgeudormaBon llborzougon. WiU*o dio Gruppo tt iutransiliv, 
so Avtlnlo 08 untor don von jx] vorsoliiodoiion ungoraden Th.Cliar. oiiiu 
Anzahl von wenigor als J — 2“^*"’' — 2^“* gobon, woloho boi alien 
Substitntionon dor Gruppo J ' untor sich pormuUorb worden. Eh hoi 
eino diesor Tli. Char, mit | jl‘| bozoichnot; wird daoiii oino ungorado 
Th. Chai*. [^1 so bostinnnt, daB dio Th. Char. i.xAfa| gurado ist, ho 
golidrt dio Substitution 8(Xfi) xnr Gruppo J', da sio die Th. Cliar. |x| 
ungelindort luBt, wlUirond sio [X'\ in [;(] Bborftlhrb. Nun gibl oh abor 
naoh dem VII. Satz 2**'“* solclior ungorader Th. Char, [ft], Ittr woloho 
bei gegobouen Th. Char, [x], [A] dio Th. Char. [9tAft| gorado ist, uiid 
da ist, so ist dio gomaohto Anualuuo, wonaoli os wonigor 

als uugoiudo Th. Char, gobo, woloho boi don Substitntionon dor 
Giuppo J' untor sioh pei'mutiort worclon, unstattbaft. Diunit ist abor 
bewiosoii, daB dio Gruppo It hinsiolitlioh dor uugoi'adon Th. Oliai*. 
zwoimal transitiv ist. 

Bosoudei'o Eruiihuuiig vordiont doi' Fall p » 2. In diosotn Fallo 
liiBt sioli naoh dem VI. Satz jodo dor 15 oigontliohoii Por. Char, mir 
auf oino Weiso als Summo zweior ungoi’ador Th. Char, darstollon, 
und da fdr p 2 dio Anzahl dei* uugoi'adon Tli. Char. 0 botrilgt^ 
so sind dioso Summon von jo zweion dio 15 ilborhaupt oxisldo- 
I’onden Kombinationen olino Wiodoi'holung zur zwoiton Kinase dor 6 
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imgeradeu Th. Char., dio 16 SubsfiitiLiiionoii $([) also dio 16 Trans- 
posiliionGu dor 6 nngeradeu Th. Chai*. Damit ist aber dio Gi'uppo IT 
(ds holoodrisoli isomoi'ph mit doi‘ Oiuppo der 720 yoi'taiiBohungoii 
Ton 0 Elemonten nnchgewiesOD| in ‘Dboreinstimtnnng damit gibb in 
dioBem Fallo dor Satz f(lr Q don Worb 16 • 8 • 16 720. Man 

woi0, da6 dioso Gruppe dio Gi’uppe dor 860 geraden Permutatiouon 
YOU 6 Elomouton ids Eoimalboilei' onfchiUb; dn0 fftr don Fall jp > 2 
dio Ghiippo G eiiio oinfnoho isb^ hat 0. Jordan^) bowieson. 


§ 7. 

IPundamentalayfiteme von Tlietaohavakterlstlkeu. 

MnFundMuentaUyatein von ThetadiaraJetensHkm (F. 8. wn Th, Char.) 
toudm 2jj + 2 Th. Char, [oi^, • • •, [«8|,+i] ffenannt, die m je 
^'oien amygeUscIi aind, fur wdtdie also die Glcichungen \ a/, a,/, a/ 1 « — 1 
hestehen, aohdd A, ft, v irgmd dm v&'achiedoxc der Zidimi 0, 1, • • •, 
2p + 1 hexeidmen. 

Addiorb man eine dor 2p + 2 Chai'akboristikeu oiues F, S. von 
Th. Char., etwa die Chtnakteristik [o^'] zu den 2p + 1 ilbrigen niul 
fafib dio entsbehenden 2p + 1 Ghfirokberistiken als Per. Char. 

(181) (oi) ®= (ao'^iO) * • *» ■" (^0 *^i*+ 1) 

anf, so besteht zwischen je zwei derselbeu die Boziolmiig: 

(182) |ff^„ aj = I Va/, <«;{ = - 1, 

es bildeu jdso die 2p + 1 Per. Char, (a^), (og), • ••, («gp+i) oin F. S. 
von Per. Char. Uingokehrb gehen ans jodom F. S. von Per. Char, 
(aj, (Og), •••, (t(gfl 4 .i)) iudem man zn ihuon oiuo willkUrliuhe Charak- 
torisbik [itg'] ndaierb, die entsbehenden 22 ) + 1 Charakloristikon uls 
Th. Char, uuffaflb uud die Th. Char. [%'] ids 2p + hiiizuniraint, 
die 2p-\-2 Gharakberisbiken 

(183) [Oq], [%]*=[«oai], [<*j j = [tto'og], "‘t [Wgp+i] “ [flo^ttjp+il 

oines F. S. von Th. Char, hei'vov. 

JLJLV. Satz: Addiert mm eine dot' 2p-^2 Glm'cdUeriaHlmi einea 
F. 8. von Th. dm. m dm 2|) + 1 x(brigen mil faftt dio 2p -h 1 eni- 
atehendm dm'oMenaUJcmt ala Per. dm\ auf, ao Uldm dieadhen ein 
F. 8. von Per. Char. — Addiert man ttmgekeh^i xii den 2jp + 1 Olmdh- 
tGrisUken einea F, 8. voi% Per. Char, md der imigentliehm Per, Char. 


1) Jordan, Traitd dos subBbitutionB cbo. Pai'ls 1870, pag. 178{ aohon 
ft.'8liev; Sur los dquaUonfl do la division doe fonoiaons abdliennos. Math. Ann. 
Bd. 1. 1860, pag.‘688. 
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(0) dm wilVUirUclio Gtmdlitei'istiJi md fapt die 2 cntstchondm 
Gha/mktmsHken ale TU, Ghm\ auff so hildert diesdhen cm I^\ 8. von 
!Dh. Glim 

Da die Summo dor 2 j) + 1 Ghnr. oines F. S., abor niolit die 
Summo von woniger iintor ihnen der nnoigontlichou For. Char. (0) 
gloioh isl;, bo orgibt sioh, dnfi die Summo dor 2^ + ^ Ohar. oiiioH 
F. S.; abor uichfc dio Summo eiuor geriugoron goradon AiiKabl iiiibor 
ibnon der Th. Char. [0] gloioh isb. Bonchtot man dogogon, dull din 
Th. Char. [Uq'] sioh stols ale Snmme oincr uugoradon Anxiilil *Jv 'h 1 
der CharakteriBbikeu (o^), •••, ( 03 ^, 4 .!) und danii iioidi oiii KwoitMjs 
Mol als Summo dor 2p~2v Ubrigoii dnrstollon lilfifc, dafi aleo: 

Bv+l Sj> — Sv 

(184) [«o1 = L2'»] = r2'’«] 

ist, BO orgibt sioh aofort, indom man m don droi Soilon dio.si'r Oloi- 
chung die Th. Char. [a^'J nddioit: 

ir+1 

(186) [ 0 ]-L^«'] = [J’«'l, 

sodaB also xwoimal dio Summo oinor ungoradoii Aiimhl von don Th. 
Char, oiiiea F. S. dor Th. Char. jO] gloioh iafc; dio boidoii Summon 
enthnlton Msammon nllo 2^ + ^ ^h. Char. doB J<\ S. 

XXVI, Sate: Die Sumnw der 2j) + 2 J'A. Char, dim F. 8. id 
[ 0 ]; daymen dnd wmiyer unter iAnen wesentlich uiutbliUnyit/. 

Mit dom XXV, Satz iet zugloich oin Mittol an di«» Hand go- 
goboii, wie man alio vorschiodonoii P. S, von Th. Cliar. bildon Icann, 
da man frllher golorjit hafc, iiIIg voi’sohiedonon H\ S. von For. Cliar. 
zu bildon, und zwar ontHtoliou dnboi aiiB oiiioiu S’. S. von For. Char. 
2*^ F. S. von Th. Char., wolohe dann anch unioroinaiulor in <lnin Zii 
saminonhongo Btohon, dull alle aua oinom untor ihnon hcjrvorgohou, 
wonn man zu soinon 2^) + 2 Th, Char, der llniho imoh dio 2**^' Tli. 
Char, addiert. Von solohen pp F. S. von 'I'li. Char, wagt man, daQ 
sio oinoii Kowplex bildon. Man zoigL loiolit, diiB koino zwoi S. 
oinoB KomploxeB einander gloioh aoiii Icbnnon, da aus’lK<I «--■ |rt/|, 
woraus daim auoh [xn/] «*"[%'] folgon wttrdo, und =-> 

woraus dann auoh folgmi wilrdo, sioh sofort rt/fia'I 

*= [0] orgeben wttrdo, was nj^i dom XXVI. Satz auHgoHohloHHOii iHl. 
Dagegen fcritt das nilinlioho F. S. voii Tli. Oliar. in 2^ -|- 2 vorHcliio- 
deuon Komplexon auf, wio man erlcennfc, wonn man boaohfajt, daft 
man aus ihm 2p -^2 vorsolnodone F. S. von For. Oliar. abloitun kann, 
wonn man der Beiho iiaoh soiiie 2p + 2 CharalctoriBbikou zu doii 
jodeamoi 2p + 1 librigeu addiorb. Daraus orgibb sioh, dn 6 dio An- 
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sahl N' dar Torschiedeneu F. S. tou Tli. Gbnr. mit dor Anzohl N 
der Toraohiedenon IT. S. von Fei*. Char, dui'cli die Gleiohung: 


(180) 


N' 


8p+2 


Kusommenbilngt) dafi also: 

(187) 
ist. 

SXVU. SatB! Die AngaM der verscliiedeiteii F. 8. von TIi. Cliar, 


^ (8i» + a)i 


(XXIV) 


W' « OB. (8^^ - 1) 2/^ 

(3l) + 2)! 


Da nacb dem XXVI. Satz die Summe aller 2p + 2 Tb. Gboi'. 
oines F. S., aber nioht die Summe einer geringeren geradou Anzobi 
you ibuen der Th. Ghoi'. [0] gleioh ist, so folgt, dofi man jede der 
2^^ Tb. Gbor. uud zwar jede zwoimal erbolt, weun man die somir 
lichen 3*^+^ weseufcUohen Kombinationen der 2p + 2 Th. Gbar. eines 
F. S. bildet. Ftir iigend eine wesentliche Kombiiwtion dor 3p + ^ 

8m + l 

Tb. Char, eines F. S. [ ist aber nacb Formal (81): 

ftnai 


(188) 


*« + l + * 

/I— 1 


und os stellt daber der Ausdi'uok 

(189) i{(H-iK'|)(i+i|<|) --(I + I) 

-(l-<K'|)(l-i|<l)-(l-il«,;+il)) 

die doppelte Summe oiler Gharaktere dor 2*^ Tb. Ghar. dnr^ besitzfc 
also den Wert 2^+^ Sind aber von den 2p + 2 Th. Char, dos 
F. S. 8 ungeradO; 2p + 2 — s gerade, so erhillt man bieraus: 

(190) 2P+‘ = ^.[(l-t)‘(l + i)5'^'+«-'-(H-*)-(l -»)“'’+*■'] 

-f^.2'.(2i)*-*-^-[l-(-l)^+‘-'] ■ 

Oder: 

(191) 2 = iP-[l - (- l)f +‘“']. 

Aus diosei' Glelohung ei'gibt sicb aber^ dofi ssp (mod, 4) sein mufi. 
Mon hat also den 
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SXSnn. Satz: In jedetn F, 8. von Tlh Char, gmiigt die An- 
ealil 8 dot' mg&t'oden Th Ghar, dor Kongmeive s^p (mod. 4). 

Bezeichnet man dnhor mit [«'] die Summo dor uugoradon untor 
den 2^) + 2 Th. Char, oines F. 8., so ist oino Th. Char. von dor 

m 

Fonn [»' + ^o'] eiiie wesentliohe Kombiuation der Th. Oliar. doa 
F. S., wenn 1 (mod. 2) ist, und es w*den dahoi* von don 

Formen: 

(192) + 


naoh dem vorher Bemorkton die sUmtlichen 2 *^* Tli. Cliur. iiiul zwnv 
jode aweimal goliefort. l«*ttr eiiio solohe Tli. Char. ,wird abor naoh 
Formol ( 81 ), wenu von don j|j-f 2 v-|-l Th. Char, dor Summo 

[^a'] X ungorade siud und fdr die Th. Char. + dahor dio 
jAmaabl der uugoi’aden ihror Th. Char, s — x, dio Anzahl allor abor 
j) + 2v-|-l«fg — 2x betiilgt, dor Gharaktor bostimmt duroh dio 
Cloiohungi 


(198) 


P+ii'+i 


l»+gr+i~ ax 

(- 1 ) « “ 


+ (•-*) 


= (-!)", 


iiud man hat daber sofort don 


XXIX, Satz: Silden [a/1, dn F. 8. van Th. 

Char, md ist [«'] dio Smnme der ungomden Th. Char, mlor ilinni, so 
lUpt sicii jede hekebigc Th. Char, immer tmd moar auf Wcimt 
doA'sU^m in d&' Fom: 

(XXV) [fi] = [»i' 1 , 3 ,. ) 

md es ist eine m dieser Fonn gegebene Th, CJim\ gemdo odcr ungorade, 
je naclidem v gerade oder xnmomde ist, d. h, es xoeMm van dm i'hjvHflw; 

■P±i£.+ 1 

(XXVI) k + Ja'] 

die sdmtlidhen g^ gcradm Th, Ghar. imm? jswar jede sweimal; von den 
Fomxm: 

p± 4 H-a 

(XXVII) (p=-jO,i, ?,■■■) 

die samilidm imge/raden Th. QhaA\ und gtoar jede stoeUwd gelicfert. 

Man kaim nooh bomorlcon, dafl Kwisohen der Summo Ui\ dor un- 
geradon uiitoi- den + 1 For. Char, oines F. S. (rtj, (Wg), 
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uiid dor Summe [n'] dei' uugoraden unter den Sj) + 2 Th. Ohoi'. 
ernes doi’aua abgeleiteten F.S. M> 

Biots die Boisiehung [ft +i) + ^ VI bestehi, derou Bicbtigkeit 
man folgenderinofien dartut. Mnn kann [(to'J stets in die Form 

h 

[V3“tft + ^a] briugen, wo fi eine dei* Zohlen 0, 1, be- 
zeiohnet; sei [Oq^] » [fto^ Og • > • donn Bind die ft Ghonilcterisiiken 
[®/l [®8^j EV-l yon demsdben Oharakter, und 

ebenso sind die 2jp + 1 — ^ Oharakieristikeu K+sl * ‘ '> 

untereinonder von nlmllehon ChArokter nnd von ent- 
gegongesetziem wie die vorhei* geiiannien fi Ohiunkieriatiken, nnd dn 
im Fade ft^p + l (mod. 2) von gloidhem, im Fade 
(mod. 2) von eutgegengesetetem Ghmaktei* wie die Chai'alcterisiiken 

M. K1 

gibt sich in 

Oharoktei’s unter den 2p + 2 Th. Char, [o^'], •••, wie 

oben behaupbet, [ft'] » [ft + p + 1 %']. 

Bildet man aus den 2p + 2 Th. Char, eincs F. S. alle Kombina- 
tionon gerader Ordnuug, so erhMt man Bamblicho 2*^ Per. Choi*, und 

lj» + 8 

zwar jede zweimol; iu den Formen (0) = uiieigontliohe 

tv 

Per. Char. (0), in den Formen (Sa) (v«=l, 2, •• •, p) die 2*^ — 1 
eigontliohen. 

In der gleichen Weiso suid in den Formen: 


•, KT, • a/] =- [ft + /* - 1 ist, so ei> 

jeo^ Fnllo ols Somme der Ghai'QJcioristiken gleichen 


(194) 


j> + tr 

(n'+^«') 





die sUmtlichen 2*^ Foi'. Char, und zwar jedo zweimal enthalien, und 
endlioli liofei'n die Formen: 

(195) (ft"+-2^tf0 •) 


die sftmtliohon 2‘^ Per. Char, und zwoi’ jodo iiur einmal, da hior 

niemols zwei Summen a') und a') zusammon alle 2p -|- 2 Th. 
Ghoi*. des F. S. und zwar jede nor einmal onthalien kSunen; also 
keine zwei solcho Per. Char, einander gleioh sind. Bozeichneb man 
nun mib (p') eine Per. Ghtu*. von der Form: 

(196) (!>') = (n' + J®'), 

WO ft (mod. 4) ist, so ist eine Th. Char, [p'ay], wo x eine der 
Zoliloii 0, 1, 2, •••; 2p+ 1 bezeiohneb; ungei'ade oder gei'ade, je uaoh> 
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deui die CluurakteriBtik (o^) imter deii OUni'uklorisbikou dor Suinmt 

/I 

(JSof) yorkoinmt odor uiebt; von den 2^1 + 2 Th. Oliar. 

(197) tii'oid, [2)'<,+i;i 

Bind also genan ^ ungevadOj nnd mnn solilioQt doi'ans, (In es m go 
gobeuem ^ stots vsi'ScMedeno Per. Char. (2/) gibt, duU ii 

dem Komplexe dor 2’^ F. S. 

(198) [*%]> ' ■ ’) 

welohe (i uiigorodo 'I'h. Chur, untbnltoi 

Indom man dnuii wiedoi' F. S.j welohe sicli nuv dnroli diu lioilienfolg 
der Th. Char, untorsohoiden, nls uicht ym'sohiedon nnsiolil, wird di 
Anzolil joner F. S. yon Tli. Cbm'.; welohe oiiio gogolxnio An/, id 
fisp (mod. 4) nngorador Th. Ghnr. ontUnUeUj diu'uh doii Sal/, lx 
stimnit: 


XSX, Sate: Ist fi (mod. 4)^ so gibt vs: 


(XXVIII) 




(8M-i)(alp -» _ 1 ).. .J2_« -1) 
fii (gp-j^a — 


F. 8. von Th. 0}m\, wdeJie gamt ft myomdc Th. Char. tinthaUm. 

Spezioll knuu man, wonn p gorndo ist, die J‘or. Char. ( 7 /) iinim 
nnd nur auf eine Weiso so wlihlon, daO dio Up -|- 2 'J’h. Char, di 
F. S. (197) nllo gevado odor alio nngorndu sind, Jo nmdidoni p 
odor 2 (mod. 4) isl^ \ind falls p ungorado isl, dio JNir. Cluir. (;/) m 
2^; 4 - 2 Weiseu so wohlon, daU von don 2p -|- 2 Th. Cliar. doH R 
(197) 2p -h 1 gerado odor nugerado Bind, jo naclidoin p I odor 
(mod. 4) ist. Man orkonub, duB mnn iiuf dioso WoiHo wiudor /,ii <li 
in dom XXI. Satz dodniorton 2p-|- 1 Th. Char, oinor Jlauplroilio p 
Inngfc ist, nnd ziigloich, dsB dio Th. Olnu*. oinor Ilauptroiho mu 
dofiiiiert warden klinuon nls 2p -f - 1 T’li. Chav., wololio von gloielx' 
Charakbor und zu jo droioii azygolisoh sind. — 

Da duroh oino ganzzahligo linoaro Transforiniitiou dvoi azygoLise 
Th. Char, wiedor in droi azygotisidio ttborgohon, ho goht boi Jod 
ganazahligen liuoaron Trahaforraation. auH oinoni h\ H. von 'J’li. (hi 
wiedor oin F, S. von Th. Char, horvor. Dn nbor woitor dni'oli oi 
ganazahligo linoaro Transformation oino gorado Tli. Chav, imir 
wiedor in eine gorade, oino ungerado Th, CJnu*. iininor winder in oi 
ungorado tlbovgoht, so bloibt boi jodor gan/./,nhligon linouron 'Jh'iv 
formation dio Anzalil s dor untor den 2p-|-2 Th. Char, uiiios F. 
yorfcommonden ungeradon orhalton. ISa golioii also nur floloho F. 
yon Th. Ohoi*. ineinandev ^ttber, woloho dio gloioho Anzahl you 1 
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geradon Th. Ohdv. aufwoisen. Betinohiiot man abei' zwei F. S. von 
Th. Char, auoh doun als vorsohiedcn, wonii sie sioh nur diirdi dio 
Boilioufolgo iliror Th. Gluu'. nuteisohoiden, so wd die Anzalil dor 
vorsohiodenon F. S. mit s ungei'adon Th. Choi*. 

( 199 ) ( 2 ='^ - 1 ) - 1 ) . . • ( 9 “ - 1 ) ; 2 ^^ = « 

gloioh dor Auzalil dor mod. 2 iukougnieuton ganzzohligou linoaroii 
Traiisformahionon nnd man hat dohor den 

ZZXI. Satz: eine gaimdiilige Uneare Tramfomaiim gdU 

an8 oinem F. 8, von Th. Char. mm&‘ tviedet' em F. 8. von 1\ Char, 
hoi'vor, nnd ewar etnas mit der gUUhm Anedltl mtgerador Th. ChoA'. 
Man Itann atif diose Weise von eincin F. 8. von Th. Char. mU s itn^ 
gm'adm Th. CItar. m jcdm anderen doi'a^'iigen gdangen. 

Daa Vorfahron vou Woiorstrafi dio Indiisos ftllor 2“^ Thotaftiuk- 
tionon dnrch Kompositioii von 2 -{- 1 ansgozoiclmolon xu bildou, ist das 
ft’flhoato Boispiol ftU* oin F. S. von Por. Char. 

Anadi'llokUoU initon dio 1^ S. von Por. Char. xitoiDt hoi X'*rym^ anf; 
aio aind hlor ohoroktoriaioi'l duiHsli dio Figoiiachatt, dali us m don 2^) -|- 1 
Por. Chur, oinoa F. B. innuor oitio, zunihdiat iiooh unboknunto TIi. Char. [»| 

pH-/i 

giljt, woluho VM ilinoii in dor lioxiohung stoht, duQ oino Th. Char. |n +2'-.] 
uorado ist, wonn ft s 0 odor 1 (mod. 4), nngurndo, wonn ft 's 2 odor li 
(mod. <l) iat tiodaim >Yird guxoigi;, da& dio Th. Char. |n| gloioh ist dor 
Suinino dor uiitor dun ijj H- 1 Cliantktcn’iatikon |a| vorlcoinmondon un- 
goradon. Prym kiiUpfl on oino bostinmito Zoisulinoidung dor Itioninnn- 
Kulion Flllclio ini liyporolliptiaohon Falle nn, iind wonn or auch ]}oinnrkt, 
daB dio Boaiillalo liiorvon inaoforn unobhllngig Bind, nls dio Zoracliiioidnng 
niannigriudi inodilixiorhar ial, alao voracliindonn F. fi. oiiniltcn wordon 
khinion, so hat or douh oino Snlistituiioiisilinorio ini QaloisHohon Siniio, 
also dio Frago iiauli don invnrinnton JUigonsoluillon dor F. K. hoi gaux- 
/.aliligor linuarar Transfonnaiion luid nnult dor Anxahl dor Uburhaiipt 
uxisUorondon voraohiodonon F. 8. nidii hn Augo. Zu oinor aolelion Thoorio 
oignotu aieli anoh dor liyporolliptisolio Fall mit aoinon violon Bosondor- 
buiton nioht als Ansgangapuiikl. In dor 'J'at wurdo dio Eigonaoliaft, daO 
diu 2j) 4* 1 For. Oliar. oinoa F. S. paarwoiao azygotiauh aind, orat von 


1) KUnigsborgor, Cbor dio TranBrorroalion oto, J. fUr Math. Bd. 84 
1805, png. 17 und: SehotTky, Abr, o. Th, d. Abol'aohon Fimot. oto.} vorgt. 
anuli; Cayloy, Algorithm for tho ohavootoristios of tho triplo 4^-lhnotionfl. 
J, nir Matli. Bd. 87. 1870, png. 105 undi Borohardt, Zuaata mir obigon Ab- 
bnndlung (Algoiillnn for Uio oliaraoloL'jstios of the triple •O'-ftmotions von Cayloy) 
J. fdr Math. Bd. 87. 1870, png. 180. 

8) Prym, Zurllioorlo dev Fnnotionoii oto. Zdriohov N. Bonksohr, Bd. S8< 
1867, pug. 11. 

KrnKor, TlioUanikttonoii. 10 
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Vn. 7. FundaiuenliaJBystiomo von Thotnoluirnktoi'istikou. 


Stahl angegoheu. Sp&tor hat Frym^) soino Uutorsitohungon tlbor di 
F. S. von Per. Char, wiodox' aufgonommoii uiid auoh dio F. S. von '1']] 
Char, dodnioi't; ahor dioso orsohoinou ibm nur ols oino Vtirollgoinoinorunj 
der F. S. von Per. Ohar. 

Bio Begrift'o dor Galoisaohon Xhoorie hat C. Jordan^ in dio Ohamk 
teristikontheorio oingofllhrt. Soin „gL'oupo ah6lion'\ wio or in don Arl 
217 — 223 dollniort iat, ist dio Ginippo 6 dor mod. 2 inlcongiiionton gaiix 
zahligon linenron Transfoirmationon, whlirond dio in don Arl. 230 — 23! 
gegohono „zweito Definition" dieaer Gitippo aioh mit dor Doiinition do 
Gritppo JI jouor Substitatiouen von Pei*. Ohoi*. dookb, wolclio don Wor 
dos Ansdiiioks | a, | nngcHndort lasson, und ondlioh dor in don Art. 31f 
— 385 behandelto „groupo do Stoinor" mit der obon dofliiiovlon Orupp< 
H' von Snbstitutiouon von Th. Ohar. ttboroiuatimmt. — Tn don Arl. 321 
— 325 li]idcn sioh joue Siitzo tlbor dio molii'oi'on Gruppon goinolnsanioi 
Th. Ohar., woloho obon ala Satss YHI — XUT angeHlhi't Bind. 

Wober^) deliniert soino vollstilndigon Systomo iingorndor 'J'li. Chav 

[/^s]i ' * ‘9 duroh dio Eigonscliaft, dnB oino gorado 'L'li 

Ohar. [p] oxistiere, xvolohe zii ihnon in dor Dozioliung Bfcoht, dab dii 
21 Th. Char. ungorndo sind. Dio Suninio dor 7 'I'h. Char. [/$ 

ist danii dor gomdeii Th. Ohar. [p] gloich, iind die 35 Bumiuon 
von jo drai vei'schiodonon dor Th. Cliar. |j3| liol'orn die llbrigoii goradox 
Th. Ohar. Erst in zweiter Linio bomorlct Wobor, doU dio vollHUlndigoi 
Systomo nngorador Th. Oliai*. anoh duroh dio EigonRoliull. dollniort wei'(l(it 
ktonon, dab dio Th. Ohar. Bllmtlioh gorado Hind. Duroh dioBc 

Eigonsohnft bind abor dio 7 Th. Ohar. [(}] als dio Tli. Clmr. iiinor lliuipt 
roiho ohiiraktovisioH, da sio gloiohon Oliaraktors nnd iiul' Crninl dor Gli'i 
Chung 1/3^, j3,., j3„l |/3J • |j3,,| • |ft,l • | I « - 1 m .jo divion my 
gotisoh Bind. — Addiort man xu iluioii dio TIi. (.Ihur. |;^)| und I'tiUl. din 1 
ouistohendou Cliaraktonstikou als Por. Ohar. (p(3|), ' * ') onl 

so bildou diosolbon oin F. S. von Por. Char. — ~ Spiilnr lint Wohor^] 
noch goxfligl, daB oin voUslilndigos Systoin ungoradcn’ Th. (’iuir. durol 
oino ganxxaliligo liiicaro Transfoitnalion in oin ulmiiKololinH KyHtf'iu llhor' 
goht, nnd daB man aut diosem Wogo avis oinem vuUHtilndigon Hysi,oniu alh 
abloiteii kaiui. 

Dio Untersuohungon von NBthor") knUpfuu an dio •lordaiiBclu 


1) Stahl, liowois oinos Satxca von lUonninn oto. .f. fllr Math. Ihl. K8. 
1880, pag. 278; anch: Das Addibionstiioorom oto. J. nir Malh. JJd. HR. IRRO, 
pag. 117 und: Th. d. Abol'schon Fimoliouon. Lpx 18U0. 

2) Fry in, Untors. ti, d. lliomaim'Boho Thotaf. oto. 

8) Jordan, Traitd dos subBtitutionH oto. ParlB 1K70; aneh: Bur lof 
camotdristiquoB dos fonotions 0. C. 11. Bd. HB. 1870, pag. 1020 nnd lOUHi 
und: Mdinoiro sur los oaractdriBbiqncs dos fonotions 6. J. do Pl'iu. polyl. lid, 28, 
1879, pag. 80. 

4) Wobor, Thoorio dor AbQl'Bohon Ifunotionon voni GoHchloohl 8. lJ»rUnlB70, 

6) Wobor, Ohcr die Tranafonnationsth. oto. Ann, di Mai. (2) Bd. 0. 1879, 
pag. 126. 

C) NOthor, Uber dio Tliotaf. von vier Arg. Erlangon Bor. Jlolt 10. 1878, 
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Theorio dos „gi'oiipo do Stoinor“ an. Das Frinsip dor Untorsuchung bo- 
stelit dnriu, dio yon niediigoron Zahlouworten jp lior boknnutoii llosultato 
anf oil! libhoi'os ^ mit Hilfo dos Saties zn Ubortvagon, daO dio in zwoi 
azygotisohon Qruppou (e), (if) gomoinsani entlinltonon p-.j gomdon imd 

ungoitidon i)-i*oihigoii Mi, Ohor. mid dio — 1 zu (e) und («^) 

syzygoti^icn eigonilichon p-i'oibigoii For. Ohai’. imtoi'oinandor in gonau 
donselben Foziohuugon slolion wio dio tlborhaupt oxistiorondon gO' 
radon und ungoraden p — i-rdhigou Th. Oliar. und dio — 1 
p — 1-i'oihigon oigontliohon For. Char. Znr Dildung dor Oliai'akfcoriabikon- 
sysiomo imd zwor sowolil dor F. 8. von For. Ohar. ala dor (von Niithor 
„nu8gozoiuhnoto Syatomo von 2j) + ^ Obaraktoi'istikon" genanntoi^ I-Tauptr 
mihon von Th. Oliav. dionon Systomo von 2i> For. Oliar. (rj), («i), • • •, 
(*p)) wolclio duroli dio Bcdinguugon: 

(200) \rt, « - 1, |f,. r^l = sj =- sj « + 1 

dofiniort Bind. 

Dio von Frobonius^) oingoMbr^ „Fuudamonlalsysliomo von Ghnrak- 
toristikon" Bind mit don obigon F. S. vou Tli. Char, idonlisoh. Tn violon 
Toihui konnto sich die obigo DaratoUung an Fi'obonius anKclilicBon, ins- 
boaondoro rdlirt von ibin dor Godanko hnr, dio SEltxo ttbor dio liKsnngon 
linoaror Kougruonzoii Itlr dio in dor Cliarnktoristikontliooiio anttrotundon 
Abzillilntigon zu vorwovlon. 

ICitigohondo historiseh-kriliaolio firbrtornngon tibor dio Kntwiolclung 
dor Cliaruktorislikontiicorio findou aiob im IX. Aintclinllto don liorioliboH 
iibor dio lUntmolilung dor Thoorio dor algu)>rni8cbuii L'unictionoii von 
Brill imd Ndthor*). 


§8. 

G'nippen vou PerlodenoliarafcterlBtilceu. 

Allr. Konihinaiionon von r Per. Char, (e,), (fy), •••, 

(f-^) hiUhn nebd ihr unoirjcntUchm Per. Ohar. (0) tiiiw Cmfijic Ji vou 
vernchmlenen Por. Char. Vie ZtM r heifii ih' Jiauf/, die Xahl 2'’ 
div Qi‘dnwm dnr Gnipiv. JC, die r Per. Ohar (aj, (cy), (^r) 

iiyend andetv r unahhUnffiffe Per. (Jhar. von B die Banin der Gruj)pe JS. 


png. 87; Zur Tiioorio doi* Tbolnf. von vior Avg. hfabh, Ann. lid. 14. 1870, 
png. 048} tibor diu Thotn-Cliarnkt. Brlangon lior, llofb 11. 1B70, png. 108] 
Zur Thoorlc dor Thobaf. von botiobig violon Arg. Math. Ann. lid. 10. 1880, 
png. 870 1 Zinu IJmkolii'in'oblom oto. Math. Ann. Dd. 88. 1887, pag. 804. 

1) Frobeniua, tJbor dae Addibionalhooroin obe. J. fUr Math. 11(1.80. 1880, 
pag. 180. 

8) Drill nnd NOthov, Dio Dntwioklung dor Thoorio dor nlgobrnlaohon 
Funotlonon in Kllorov und nouovoi* Zoit. Jnbroabor. d. D. Matb.-Vor. Dd. 8, 
1804, pag. 107. 


10 * 



392 TOs Feriodenohar^torlstikon. 

Bio sUmtlioh&n 2^^ Per. Chav, tlberhaupfc bilden eino Grupp 
yom Range 2p; as beflnden eich also untor ihnen *2p unabbtlngigi 
Als Basis der Gruppe kSnnen liier zweokit^ig jene 2|7 Por. Ghai 
gewSblt werden, boi deuen immov nur ein Element don Wort 1 ha 
T^hrend jedosmol die 2p — l ondoran den Wort Null bositzen. Bn 
dieso 2p For. Char, unabhangig siud, erkeunt man uiiiuittolbar uu 
ebenso, in weloher Weise sieh oine beliebigo Por. Char, (c) aus ihno 
zusommensetzeu IHfit, 

Urn dio gogenseitigon Besiehungen der For. Char, oinor Grupp 
E zu ei'forsclion, nntersuoho man, oh ^ in E auBor (0) nooli nndor 
Per. Char. («) gibt, die zu allon Per. Char, (s) dor Grnppo E syz; 
getiscli siiid; dazu isb nohyendig und hiuroiolioiid, dnB sio os zu do 
r BaBischarnkteristikeu sind. Sind (ft,) zwoi sololio Por. Char 
so ist nuch (ftifty) eine; domnaoh bidden dio For. Gluu'. (ft) selbs 
wieder oine Gruppe die man dio ayeyg6U8(3ie Untorgi'Uf^w von J 
nennt; ihr Rang sei m\ zwisohon jo zwoi ihror Per. Char, bostolil di 
Beziehung | | = + 1. 

Zwei Per. Char, (s^) and (s,,) von E lioiDen mod. A (iqu,ivaleiii 

(201) (mod.^), 

wenn ihro Summo (a^^r) G-ruppo A gebttrt. Sind daim (ffj), («,] 
(fli)) (’?i) vior Por. Ouar. von B uiul ist: 

(202) («i) = (0» (moil.^), 

so ist: 

(203) KiihHNd, %|. 

Ist nun so gibt os in .E mindostcns zwoi zuoinaiulor nzy 

getisoho Per. Cliai*. (/Jj), (/J,). Ist danii (a) irgond oino Por. Chni 
von A, so ist (ccPifif) sowolil zu (/3,) als zu (js,) azygoUsoh. Miu 
untersiicho, ob os in E oino Per. Char. (Ji^) gibt, dio zu (ft^) und (/3, 
azygeiiscli ist^ obiio (/9^/3,) Squivalont mod. A zu soin. Existiort oini 
solobo, BO unborsnoho man woitor, ob os oino Por. Char, {(i^) gibt, dii 
(/3i), (Pi) und (Pi) azygotisoh istj fornor oino Por. Char. (/Jg), di< 
(Pi)t (Pi) und (p^ azygotisoli ist, ohno ilquivalon 

mod. A zu soin. Sotzt man diesos Voifabroii so laiigo als mOgliol 
fort, so orbalt man » Por. Char. (jSi), (/3,), • • •, (p„) dor Gx'uppo 1 
mit den Eigonaobafton: 1. jo zwoi dorsolbon sind azygotisch; 2. koini 
Summo 03i jJj • • • /3|iyxi) (v — 1, 2, ••■) isb in A ontlialton; 8. oi 
gibt in E koine zu (jj^), (j3,), • ■ • und (/3j azygobisclio Por. Char, 
aufioi' dor Summo (/^i^g “ * / 9 „), wonu n gorado ist. Man zoigt nui 

i 

leioht, daB koine Kombination (y) = (^ p) der Per. Ohai'. (p) in j 
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onthalton soin louiii. iISs soi zunilohst f<»; let dniin (/3J iiutor dou 

i For. Char, dor Siimmo i2(i) onthaltou, da^gon iiicht; bo ist: 

(204) |/3.,y| = (-l)'-‘, |A,H = (-i)‘, I/SAj-I 1 

also iy) nioht ssu A goliSrig. Ist dagegou »»», so isl; (^), weun n 
uiigorado iat, infolge dor Eigeiiscliaffc 2 dor For. Gliui'. wenii n 
goiuido isfc; infolge doi* fttr jedes x geltondon Gloioliung: 

(206) I,j„y| = (_!)«-._ _1 
iiiohfc ill A. outhallion. 

Nun kaim man woiior zoigon, dafl m unabliiliigigo For. Oliar. (tt) 
nnd dio » For. Char, (ft) misamnioii oiiio vollo Basis tou Fj ausmaoUou, 
d. ]i, daB os in F koino For. Char, gibl, die sioli niohfc aos den For. 
Char, (a) und (^) xuaaminonsotxon lilBi;. Wir nohmoii an, os oxistiero 
oine solcbo For. Char. (;/) uiul os soi ftlr sio otwa: 

(208) ly./S.H + l, |y,/3.| li 

danii gontigen dio For. Obar. 

(207) (iS)“(Aft-'/5,y), (0 - (ft, M •■•/»«?') 

fUr jodos V von 1 bis n dou Gioiohungon: 

(208) l«,ft.| = (-t)''±', = 

JiiS mtisson nbor auf Grand dor ISigonschaft B dor For. Char. (/3) dio 
boidon Zablon ft -±1 mid n~~ ^ gorado und also: 

(aO!!) = -.«) 

soin, d. li. man kanii jodo nichfc r.u don (a) und (ft) gohthigo 
For. Char. ( 7 /) dor Basis von F duroli lliiizunahmo von For. Char. 
(ft) so abiindorn, dafi sio don n Gleicliungon: 

(210) + l 

gonflgl. Woitor folgt ubor, wonn dio boidon Zahloii ft ± ^ n — ^ 
gorado sind, daB n ungorudo isi^ und dio For. Char, (ftift^ ••• ftn) wllrdo 
joksb uichii iiur xu alien For, Gliar. (a) imd auf Grand dor Gloiclinngon 
(210) XU allon For. Ghai*. (y), aondoru auoh xn jodor oinxolnon For. 
Oliar. (ft) syxygotiaoh soin, also znr Grnppo A. gohbron, was infolgo 
dor ISigonsoliofb 2 dor For. Char. (/I) ausgesohlosson isb. Bainib isb 
abor dio Unabaibhafliglcoili dor Aimalnno, daO os you don (tt) und (/3) 
nnabhiingigo For. Char, doi' Gruppo F gilbo, nacligowioBon. Zugloioli 
orkonnl man, dafi n goi'ade soin inufi, da sonab (ftifti‘'’ft^ ssu 
alien Foi*. Oliar. dor Basis voii F syxygebisoh wBro, was, wlo soebon 
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Yll. 8. OruppoQ TOtt Poriodoiioliai'nklioi'iatilcon. 


orw&but, nioht atattfindoi Brsotzt mou dalior uocli u dnvcli 2n, 
kaun man don Satz aussproolion: 

w yrr Sata: Jede Gmppe B von S'" Pe>\ Char, hat eine liai 
von d&r Bom: 

(XXIX) (*i)> "‘7 (i»+*n= 

detm P(St\ Char, den GMdImngen: 

(XXX) |«x)«aI = + i» *“ + — i 

\/t, r»l,S, •••, Sh; i*<vI 

fjeniiffen. Bine soldhe Bask tvird eine notwak ffonannt. 

Da dio For. Char, (a), (fi) imabhftngig sind, ao Imbon dio m + 2 
Cloiohnngen: 

(211) i/3„*i=+i 

2 >p~w- 8 » Ldsuiigou; zu ihiioii gohSrou die 2"‘ For. Chur. («); os it 
also jedenfalls: 

(212) 2j> — m — 2«^w, + 


Isfc B die Griippo aller 2’^ Per. Char., ao iat m 0, n oh gib 
nlao 2j) imnbhangigo Per. CImr., dio zu jo zwoion nzygofciHcli Mind 
solcho bilden ziiaammcn mii ibi'or Snmmo oiu F. S. von For. (Jhai 
Da dio For Char, (a), (fi) unabhiiiigig aind) mo kann man wcito 
oiue For. Char, (/^m^i) fiudon, welcho don Gloioliungoii; 


(213) 


|«i,a;| 1, + 




• ,a», 


genUgt} dann befriodigt die For. Chw. (ai/52«+i) (/^sn+s) ditwoJboj 

Gleicbiingen; os siiid audi dio Poi-, Olwr. nnd (^,„ ,.g) azygo 

tbdi, imd die m + 3« + 1 Per. Char, (og), • • (aj, (/3J, . . 
siiid unabhangig. Denn bcsitlndo zwiaclion iliiion oino Kolniiion, h( 
k&inten in diosar infolgo dor UimbhUngigkoit dor For. Char. («), (fi] 
wedor beide Per. Chni*. nnd (A,i.+a) fohlon, nooli woge/ 

(Aw+iAx+a) («i) I>oide vorkommoii; onfcliiolto sio abor oino diosoj 
boiden Per. Ohai*., so wilio dioso im Gogoiisalzo zu don Gloiolnuigoii 

(213) zu («i) syzygetisch. In dorselben Woiso kann man (wj) in dii 
Snmmo (ffj) *= (/Sg^+fl zwoier azygotiachor Poi\ Ohar. 
uiid zerlegen, wddie don Gloiohungon: 


(214) |«„o;H + l, |/3«,®| 1 




..,m ) 


gentlgen, und os aind dio ?» + 2f» + 2 Pot. Ohar. (a^), • • (aj, 
M/ (An+i) uuabhiuigig. Lidom man so fortfiUirfc, orliftlt man don 
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■xiCTTii. SatEi; Jede Gh-w^a M von P&\ Ghar. hat eine Bmis 
von doi' Foi'^m: 

(XXXI) "'t {§2^) ' (fiiH-i-lPtn+a)} ' ' '} (^aH + 8wi-l ft«+am)j 

wo (/^), •••, (AiM+ifl,) mdblUkoige Per. C%ai\ sind, von dmen jo mei 
agf/geiiisdli sind. 

Buroli linoai'e Trausformatioii dor Foriodou geht ana oinor Gfrnppo 
von For. Chav, imiaer wiedor oino Qnippe vo]i For. Char. hoiTor; 
daboi bloibfc uidit niu* dei' Fang r dor Oruppe solbsfc, soiidoni nucli 
dor llong m iliror syzygotiscliou ITntoi'grnppo nngcUndorb. Aua doin 
XXXUI. Satsso folgi; nbor xusammon mit dem XYIIl. Satzo^ dnO man 
atich umgokobrt dtiroh liuoaro Transfonnabion von jodor Criippe xn 
jodor aiidoron von gloichom Rtmgo niid gloiohom Baiigu dor syxygo- 
biaclion Untorgnippo golaiigon konn. 

Zu don S'* For. Char, ciner Cmppo E vom llango >• gibt oa 
abols For. Cliur., wolcho xu alien For. Char, von E ayzygotiach 

aind, aio aiiid, wcnn (ij, («g)> • W Bnsia von E aind, die 
Ldsnugon dor r uuiiblUingigon Gloiohungon: 

(ain) |c„a;|=-4-l, ’fia,a?| = + l, * - •, | e,., a; | - -H I 

iind bildon solbab wiudur oiiio Gruppo Z vom Utingo — diu iiiaii 
die XU E M^Mtfjierle Gruppo nonnb; us iat dann auoli E diu xn Z 
tuljungicrbo Gruppo. Dio Griippon E imd Z liabon diu ayxygobiHolio 
Unlorgruppo goinoinaain und oa iat dioao xugleiuh ihv grlillbor goinoin- 
samer Toiler. 

fCoi^ugicrt xu oinor Orujipo E vein Rango >■ neunt man woibor 
oino Holelu) Gruppo II vom Hango — r, demi Fnaischaiakborisfcikeii 
KUHaininon mit den Buaisoharuktoristikon (f,), 
(ss)) (f,.) von E 'Jp unabhiingigo l*or. Char, bildon. Dio kon- 

jugiorbo Gruppo H iab im Gogoiiaalxo xur adjniigiorben Z durcli dio 
Angubu von E nichb oindoubig bostiininb, da jodo ihror BasiHchnrak- 
teriabikon (lurch oino l)oliobigo ihr mod. E Iwpiivalonbo ovaotxb wordcm 
kann. 

Sind jo xwoi Per. Chur, oinor Gruppo ayxygotiaoh, woxu nolr 
wondig und liinroichund iab, daQ oa jo xwoi Por. Char, iliror Raaia 
Hind, au liuilib diu Gnippo aolbab syggffotisch. Dor Rang oinor syxy- 
guliKcJiou Gnippo kann auf Grund dor Rolabionou (212) niohb grufior 
alH p Hoiii. ]<ii]io syxygolia($ho Gruppo vom Uango p UoiAi oino 
(lopihrjw ({rnj)pe. 

Urn diu BuHia oinor Gupolaohon Gruppo xu boabiinmon, wilhlo 
iniui (oil) boliobig unbur don 2^^~1 oigonbliohou Foi*. Char, uua; 
iiuhmo aodann ftlr («j) oino dor ^ g( 28 ;»-a_ yqj^ ( 0 ) 

und (ff^) voraohiudonon LUaungoii dor Gloiduiug: 

(21(1) + 
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foiTier fiir (a^) oiuo tier 4 «• 2®(2®^-'‘“ 1) von (0), («i), (a^) 

(u^ci^ Torsohiodeneu L6sungoii dor Oloiohungou: 

(217) l«i,a;|“ + l, |«8,a;|- + l 

und falire so fork Sind « Bnaisoharnkteristilcon (wj), (wj), •••, (a^ 
gefanden, so ist fllr die * + 1*" oino doi- 2" = 

von dieseu unabhiingigoii Ldsungeii dor G-loioliuiigon: 

(218) + |aj,fl;|««4- 1, ■ • | a; | «• 4- 1 

zu setzou. Dio auf solelio Woiso orhaltonen: 

(219) (2>i’- 1)(2»<-*- 1) (2«- 1)2^''”'’" 


vorscbiedonon Bason Gdpelsohor Grappon lioforji abor iinr 

(220) j) =. (2J» + 1) (2^ - H 1) ■ • ■ (a -H I ) 

^ (2P_1)(2P“1_1) ... (2 — 1) ^ -'V T J \ -r J 


verschiedene Gdpolsolie Qrnppon selbaii) da iu oinor gogobL'non Gvniipi 
vom Range p dio ei'sto Basiacharalcfcoristik auf 2^* — 1^ dio zwoito an 
2P"2-2(2''-i- 1), die « + l‘“ auf 2^-2*» 2''(2^-''-- 1), • 
Weison go^ilhlt wei^on kami. 

Duroh lineare Transfoimation cler Foi'iodon gclii aiiH oinor (Jiipol 
scben Grnppe immor wiodor oiuo G5polsolio Gruppo hoi*vov; man kiiin 
auf dioso Woiso von jodoi* GOpolsobon Cli'up])o m jodor iiiidoroii niu 
zwar jedosmal dui'ob 


( 221 ) 


(2»>» — 1) — 1) ... (2^ — 1) 

(2'’ + l)(2^'-*-|-l)...(2-|- 1) 


2»^«(2/»-l)(2J'-‘-l)...(2~l).2<' 


vei'schiodene liiiearo 'Ti'niisformationon golangon. 

Fill' jodo Gdpolsoho Gi'uppo von Per. Char, isb dio adjiingiorti 
Gruppo luib dor urspi'llnglioliun idoniisoli. 


8 0. 

Systeme von Tlietaohai*akterlBtiken. 

Addieri num m don sihn&idlim 3?Gr. Ohm\ oinov (imx^w .7'/ vM 
beZte&fyo Tit, dm. [)«] md fafit die. ontslelmde)% 2'' VhamkUimtikc) 
dk Th. dm. (mf, ao aayt man im ihnen, dap sie vin idynlmn mt 2 
TIk dm', hilden. Man louin dio 2'* I'h. Glior. oiiios Sysboins auoli ali 
dio wosentlidlion Kombiuationon von -f 1 wosonbUob unabliitiigigoi 
seiner Th. Oliar. doflnioron. Sind niimlioh (sj), (b^), (e^) dio Basis 

cliaraktonstikon dor Gi'uppo JS, so sind dio a*" Th. Ohai'. don Sysbomi 
W [*®il [***»]) "• dio wosentliolion Kombiiiationon dor r + ] 

• Th. Char, fs], [xsjj dioso r + 1 Basisohnrakterisbikon doi 


CoiilliUoii. Koiuploz vun lcoi\jug. Syst. Ac\|img. Sysfc. 
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Systoms sind aboi' wosoiiiilioh unabhitngig^ da die Samme einer ge- 
radon Aussohl tou ibnou sioli stets aiif eiiie Kombiuabion dor (s) 
redussiori. 

Alts oinoi' Gfinippe JQ/ vom Eiuigo v di'h^i; mau auf die atigogobono 
Woise versc^iedoiie Systome von Tli. Obar., welclio ausninmen 

alio 2*^ nberbaupt oxiaiierondeu Tb. Cbar. und jodo nur oinmnl entr 
lialbou; man sagfe von ibnon, dai5 aie oinen JSmn^ex bildon. Man or- 
liiili; die Sysbemo des Komplexes nnd jedea nur ointnal, wonn 

man an SboUo von [m] dor Roihe naob die 2*^“'* Per. Cbar. oinor zii 
IS konjugierben Gnippe H brobon lafib; man nonub daber auoli dio 
^s/i-r gysbomo oinos Komplexea zoeinandor Izon^giert 

A^mffiert sollen zwoi Syabome von Tb. Char, hoifion, wenn joiio 
zwoi Ch'uppen von Pei% Char, ea sind, ana donon aie abgoleibob warden. 

Die 2'* Per. Char, oinor jodon Giuppe E von Per. Chor. kdnnon 
nach dem im vorigen Paragraphon Bomerkben ala dio Lfiaungon dor 
2p — r iinnblifi.ugigoii Gleiohnngou: 

( 222 ) = + 

deliniorb werdon, in denon (gi), (4), Bnaiscbarakberistikon 

der zii E acyungiorbon Chiippe Z sind. Dio 2'' LSauugen dor all- 
gomoinoron Gleiobnugen: 

(228) 


in denon dio d voigogobene Zohlon 0, 1 aoien, bildon oin Byatom K 
von 2’’ Tb. Cbar., wolohea, da man eie dm'cb Addibion oinor boliobigoii 
soinei* Th. Cbar. m den 2' Per. Cbar. der Grnppo E orbiilb^ doin zu 
(liosor Grnppo gobdrigon Komplcnce onbuoinmon iab, nnd cb oiitHiircoben 
den koiyngiorbon Sysbomon dioBoa Kompluxoa gonnn dio 

Varinbionon mib Wiodorliolung »nr 2p — r*®" Kliisao dor Elonionto 
0, 1, dio an Sbollo von •"> brobon kbuiion, sodnb also 

dioZalilou dj, •••, willkllrlicb gowlihlb wordon kbnucii, dnrob 

iliro Aiigabo aboi* das System K ohuloubig bostiminb isb. 

Eb soli jotzb die Anzalil dor nnbor don 2'* Tb. Char, oines SyBboins 
K vorkommonden goradon und ungoradon Th. Omr. ormibloU wordon. 
Bozoiobnob man dio omtoro mib fff dio lotzboro mib u, so isb: 

(224) = 

[*] 


woim man die lotxbo Sumino flbor alio 2'* Tb. Char, doa Sysboina oi*- 
Hbro(}kb. Eb sol mm (a^), •••, (kJ, (/JJ, •••, (/3jJ oine normolo Bnais 
der doin Sysbemo K zu grnndo liogondon Gh’uppo voii Per. Char. 
Jodo Th. Char, des Systems K hat dio Form: 





UxbO) 1| •••}»! \ 
0,l,...,9fi) 
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Lind es ist donu: 

(226) 1«1 = 1*+J'« + + + 

I I V 

nlso: 

(227) i/-«“ l-5'e|'l-2'«, *l){^ l«+-2/J|), 

it 

wo ill dor orsteii Siunmo an Stello von (JS «) KombiimUouon 

r 

dor Pei‘. Char, (a), in dor awoiten an Sbollo von (^/3) alio 2*" ICom- 
binntiouon dor Por. Char, (fi) trefcon babon. Nun isk nbor: 

i 2 w 

(228) ^ [-S'®! ’l-2a»»l=“ J7(l + |«ill«ji,«|) 

m 

und os Imi; dabor die Sumine inu* daun oinon you Null vorHc.hiodunon 
Wert und »wnr don Wort 2“, wotin dio Tb. Chav, jxail, |x« 2 l» * • j 
silnitlicb douselbon Glmr^tor wio [x] bosilKon. Ho/.(m'liiiot iiiiin 
nlso mit d eiiio Qrdfio, diu Dins ist, wemi dio Cluicliungoii 

(229) I * I “ I x«i I “ I K«a I 1 x«„, I 

bestobon, dagogon Null, wcnn dioso Cloicluingon nicbt buslohon, so ist: 

(230) 

r 

Dio 2*" 'I’h. Char. + and dio wosontlicbon Koinbinationoii dor 
2» -|- 1 wosontliob unalihiingigon niid »n jo droion aKygotiuohuii 
Th. Chav. 

(281) [|5o'l“*[x]; lA’«l“Wa«b 

und os ist dabor niit Utlolcsicbt aiif li’ormol (81); 

(232) 2 I * + i /3 1 = i L(1 + i I I) (1 + < I ft' 1 ) • • ■ (i + i 1 ft'» I) 

Sind also von don 2n+ 1 Tb. Cbar. (281) s ungoradc^ so ist; 
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(333) 21\«+2p\=- r<[(i-o*(i+»r'-'‘-'-(i+»')'(i 

- i . S' . (S.r-' [( L + .) - (- 1)" - (1 - i)] 

= ± 2 «, 

jo uachdom » — 5 s Q, 1 odov s 3, 3 (laod. 4) isb^ odor: 

(234) ^ 1 * + J/3 1 = (- 3«, 

uiid dfthor oiidlich: 

(23B) 17 - « = 4 (- i)i'— — 2» i- « 

Mau hat doher vorlilufig: 

(23G) » “ 3»+»-M2- + 4(- 1)^' 

H = 2“+”-‘ 1.3" - 4 (- . 

Anwonduug auf die QSpeleohon Systemo: Dh am eincr (i'6})elr 
sclmi Qmpx^e von Per. Ghar. ahgdeiteim Syatane von Th. Char, wenlm 
GQpcUcliO Sijaiemo gonannt. 7Ho 3^ Th. VImr. eines GtiiiaUdim Hyntoma 
kilnnen cmh ala (He ioescntUchen KombinaHonm V(/it /) + 1 wmntlic/t 
umlMnyif/an, gu je dreim aygyr/cHselwn Th. Char, (hfmmi %vmkn. 

Fill' oiii GOpolschos Syabom ist 

(237) m =» p, « <* 0, 61 = 0, 
also: 

(238) =- 2^“* (1 + d), « - 2^- ‘ (1 - d). 

Siiul dalior dio + t 13nMiflc]iai'aktcriHUkoii: 

(230) |k„'] « |x|, |«i'J = |»«J, ■ ■ !«/ 1 = [xKpl 

alio von doinsolbon Cimmktvr, so Ub -> 2^, u « 0; os sind also 
aiioh dio litiRiRcliaroktorisbikon iinmor gorado, niomiils ungoriido. Sind 
dngogon niohb nllo Bnsiscliarnklorislikou gorndo, so isb (/>»2^''S 
und (la nnoh Formd (80) dio wosoublinhon Kombinnbionon 
YOU syKygobiR(3liou goradoii Th. Char, alio niioh gorado sind; so kanii 
man die Basis dos Gopolschon Sysboms in dtosoin. Fivllo so wiUiloii; 
dali }> ilirov Th. Char, gorndo sind nnd luir dio p + 1*“) obwa |«o'J 
ungorado isb, und os ahid dnnn dio 2^~* goradon Th. Char. d(3S 
Sysboms dio wosonidiohoii ICombinationon dor x) goradon IBnsisohni'aklo- 
risUkon, wiihrond dio 2^“^ nngorodon Th. Char, dos Sysboms nllo dio 
ungorado Bnsisoliarakborisblk [(Kq'I onbhnlbon und dnhor dio wosonb- 
liohoii ICombinabionon dor jp Th. Char. 

[oq tip*. \ sind. IDs bildon also sowohl die 2^**^ goradou; nls auch dio 
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ungeraden Th. Char, oiiies Coi)a[flobon Sysfcoma fttr sioh eiu 
System von Th. Char.; ftir das owtero isfc 0^2^“^ u^O, fflr dns 
letztere g^O, » =- 2p-\ Die p Qleiohungeii: 

(240) I = (-!)'', I 1)'", = 

woboi die d vorgegebeuo 2^blou 0, 1 soioii, haben 2p Ijdsnngon; 

diese werden aus eiuor uuior ihnon erhalton, indom man zu ihr dio 

.1 

2P Per. Char, dor Gtdpelsohon Gnippo (^a) addiort, sind also dio 

a 

2P Til. Char, eiiios Qdpelaohen Syatoma doa ziir Gnippo CSfa) go- 
hbngeii ICoinplozea, iind os onisproohou don 2p Systomou doa Kom- 
plexes dio 2p Voriationen inifc Wiodoi'holinig ziir y)‘®" JClasso dor .131o- 
monte 0, 1> die au Stella von •••, troten kbimon. YorlangL 
man apoaiell: 

(241) |ai,«|=-i«ili 

BO iat: 

(242) |aiaj| — |«ja;| ■=»•••* |e{pa;| -* |a;|| 

dadnroh iat also daa in jodoin Komploxo vorkoinmondo oinzigo System 
oharalcterjaiort, daa ans Inuier goriidon Tli. Oliai*. boatoht. 

XXXIV. Sato: In jeclem IComplexe von 2’* Giipd^tvJien Synlmmi 
gibt es eines, ««8 2^ gemdon Th, Olm\ heftiehi; jcdes dw 2^-- 1 
and&m Sgstemc onGUiU ^af?c twirl 2'“* nngmiib Th. Ohttr. 

Han kohro nun znm nllgomciiioii Fnllo zurttck. Soi 
mid [yol [^1.1; ' [^ri eiiio Basis doa Syatoma K. Boxoichnct 

man dann mit f die Anzalil dor Lilsuiigou dor Gleichungon: 

(243) lyoa’I-lnb ln»l*lnl» \ytM'=\vr\t 
80 iat 

(2^) /’■“ pVr^'Ui + 1 nlln* l)(i + 1 nl I noD • • ■ (1 + 1 n i |y,a|)i, 

WO [s] nlle 2’^ Th. Gbnr, dnrolilauft Fithrk man auf dor reohton 
Seito dio Mnltiplikatiou niis, ao wird dna crsto Gliod dor Summo: 

(246) 

w 

irgond eiu nudei*e8 Qliod abor von dor Form: 
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wenn (> die Anzohl der liter Torlcommendoii Th. Glinr* [j'] bezoiclineti. 
let Q gerade, so isi; dieso Sumtne Null^ ist q ungoi'ado^ so isfe aie: 

( 2 «) 2\s\-\B,rfn-"\ = 2\y^y,--\\‘r^r,—\-\rMr^-\-^, 

CiJ M 

und OB isfc dohor: 

( 248 ) + 

WO dio leiizte Summe tlber nlle woaoutliohoii ICombiiiationen dei* Th. 
Gh(U'. [^], d. li. itboi* ollc Tli. Glior. doe Systoms K zn OTatroolcon ist. 
Wegen (335) hafe mau dalior oudlicdi: 

(249) f~ -~i t®*' + S'ac- 2«+«] 

'X-Oj 

Fttr tf =« 1, m + n^p orgibfc aioh: 

(260) /■= 2“-»[l + (- 

imd man schlieOt darnus, du f jodonfalls niohb Null is!;, woil oino 
Ldaung [x] =< [0] dor Gleieliuugen (343) stots Torlimuloii isl:, dnB in 
diesora Pallo (« — s — 1) (fi — s) s 0 (mod. 4), also — « « 3** isb. 

XXXV. Sata: Au€ den 2’’ Per. Char, einor Grujyjjr. mil det' n«r- 
malen Boats: 

(xxxm) («j, . . (o, W. • • (ft J iZXlT.') 

set dtwdli AddiHon der Th. Char, [xl cht Si/slotn von Th. Char, ah- 

geleitet. Bexeichncl man donn mii g die Awsaid der tforwimf mil it 
die Amahl der ungortidm nnter dm S'* Th. Chur, des iiysUms, so isl: 

(XXXIV) <7"2“-««-i|3'* + J(-l)»J, H=.2'«+«-*|2'‘-d(--l)''l, 

mo m' MkUrmig tf = ^ (« — s — 1) (« — s) gesoUil iH; idw: 

(XXXV) - M - d(- 1)« 3'"+". 

Bahei hoeeichnet S eine GrUpe, die 1 odoi' 0 ist, je nachdem die m + 1 
Th. Chat', [x’l, [xai’J, [*«„] alle twi demsdhen Ohardkler sUul oder 
nkhl, 8 alter die AngaJU det' ungeradcn tmict' dm 2n H- 1 Th. Char. 
Mt FaUe m-^n=>p uml d««l gadem 

a mmet' gerade, also g — ut=> 2^, sodap dot* gi'dpie Worl, den y — n 

cn'cicld, 2^ istf dor Ueinsle abet' — hek’iigt. 

Dnfi diose iluBorsbon Worbo von g--v, wlrklidi eri’oiolib wokIou; 
zoigou cin GOpolsdios System yon 3' goradon Th. Char, und das 
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System der 2^"^ imgeraden Tk Chai*. in einem uiolit aus lautoi* ge- 
raden Th. Char, bestelioiiden Gdpelsohen Systome. 

In einom besonderou Folle soil dio Frago nncli dor AiiKolil dor 
geraden und ungeradon Tli. Char, eines Systems ^^oitor vorfolgt 
wei'den. Es sei A eiuo syzygetisolie Gruppo von For. Clmr. vom 
lUngo m mit den Basisdiavokteristikeii •• •, (a^). Dio m 

Gleiohuugon: 

(261) K,®| = (-1)'‘, |«.,a| = (-l)'”, I (-I)'” 

bestimmeu daun dio 2*^"’* Tb. Char, oinos Systems und lioforii, wonii 
man flir die 6 anf nllo mdgUebon Woison dio Worto 0; 1 sotet, dio 
2*” Systemo eines Komploxoa. Von dioson Sysbomon isb jonos, L, mis- 
gozeiobnot^ desson Th. Cbm*. [A] spoziell durcb dio Gloiohungon: 

(262) |tfi,A| = |ai|, • ■ *, |««,A|=*|a«| 

bestimmb sind. Es isb unmlicfa dann uiohb mu* infolgo dor lobzlon 
Gleiobuiigoii 

(263) 

sonderii, dn die For. Cbnr. («i), (ttj), •••, («„) pnarwoj.'io syzygotiscli 
aiiid, fflr jode For. Obai*. (a) dor Gruppo Ai 

(264) Wf^|='|«| I ^<^1 =*' I 

d. b. nbov, os siiid jo 2”' Tit Olmv. .dos Sysloms L, wololio uinitndiu' 
mod. A Hquivnlenl sind, von gleiohom Clmrnktor. Soloho 2*" TIi. 
Cbar. bilden abor solbsb oin System 7C von 'L'li. Clmr. vom Liango iii 
aus dom 7.nr Gruppo A gchUrigoii Komploxo. Eh zorfilllL kIho, 
wonu man 

(266) p — 

sebzb, das System L in 2^« Systemo voni Ibango m dorarl, 

daB sbebs die 2*" Th. Cbar. oinos solchon Bystoms gioiolion Oharakbor 
besitzen. Neiiub man nun oin Sysbom K gorado odo]* ungorado, jo 
naohdem soino 2™ Tb. Clmr. gorado odor imgovado »lnd, und // dio 
Anzabl dei* goitidon, « dio Anv^bl dor ungeradon uiitor don SyHtemoii 
Ky ans donon L bosbolib^ so isb: 

(266) p + u-=2>^, = 

weim diose Summo ilbor alio Tli. Cliar, [A] dos Systems L oi-sbrookt 
wil’d. Nun isb abor anf Gruud dor Gloichmigon (252): 

(267) -■^^(l + l«i,.«l|«i|)'”(l + |«™,s||«„|)|«|, 

w ^ w 

wo minraebr dio Summo liber alb 2“^ Hborlmupt exislioreiidon Th. 
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Ghnr. ausgeclolint mrd. Flllirt mnn nnf der rfiohtoii Seito dioser Gloi' 
cliung die Multiplikntion aiis, so lioforli iigond eiii Glied dos Fro- 
duktes die Suinmo: 

[*] C>] 

tn 

iiiul os bosikt dahor die gfinse Summo, dii die AukaHI dev Glioder 
dos Frodukts 2"* boLrilgi^ don Wert 2^*+’'*, uiid endlicli ist: 

(269) 23. 

Ans den ungogobonon Worton von g u und g — u orgibt sich nbor: 

(2G0) ^ = 23'*(23+ 1) ««2«-i(23- 1) = 

Dio 2^3 Systomo K vom Ibingo in wolcbe nucli obigem das System 
Ij xorfalU; vorhniton sioli also Iiinsiohiliob dor AiiKAlden dor goradon 
und ungerndeii uiiter ihnon goimu wio dio 2^3 (j'-roiliigon Th. CbAi*. 

Dns gofnndouo liosiiltnt knnii mnn iibor, indom inmi von doin 
Systomo L goiiK nbsiolit, folgondovmnfien aussprochoii: 

ZZXVl. Satn: M A ffiiw agaggctiaclw Gnfjpiw von Per. Char, 
vom liimge m, so gibl as unter dm 2*^“"* ans Him durch AddUion 
oiner Th. Char. \»\ hrrvorge/innden Sgsicnmi vm jo 2*" Th. Char. 2-3 
(fj’^p — in), doi'on 2"' Th. Char. samUieh von dmmelhrn Chamlier 
.Hind, nnd eivar g =- 23- * (2'/ + 1) l^g.ibfme, die r»w IfiiUer gcradcu mid 
a 2 '/- 1 (23 — l) Sj/sifWOf die aus laiUer angis'aden Th. Char, beslnhen. 

Dioso 2^3 Systomo von jo 2*" Th. Glmr. gleicboii Clinraktors soicii 
mit AT], ATy, ••• bo/oiohuot. Sind dnnn init don Th. Char. \itid\, 
Ay mit dun Tli. Glmr. |')Cy«'| nnd mit don Th. Chur. !){«<«], wo 
Judumnnl lui Stcdlu von (a;) dio 2'“ Per. Char, dor Gnippo A /.ii trotoii 
Inibun, iigoiid droi untor ihnon, so ist mit don Th. Gliar. [iiiXaii^u\ 
oin viurtos, dti tille Systomo AT zusammon solbst uiii Systom Jj bildon, 
also jodo wusonlUcho Kombiimlion irgond wolclior ihror Th. Char, 
windor in ihnon onllmllon soin mu8. Sind foriiur | [xy ], [xgj syzy- 
gotiscdi odor Axygiitisoli, so siiul os nnf Grniid dor Gloiclunig ((>9) 

Huob irgond droi jindcro ann K^, ATg bo/ielilioli gonommeno Th. 

Olnir., nnd man knnn also dio .liogrifTo „ay»ygotisoh^^ und ^av.ygotisoli" 
anf dio Systomo K solbsl nnwondon. Jotvi kaini mnn woitor aue don 
2^3 Systomon luif mannigraolie Ai't H' ^ droion nxygetisoho 

liorAURgroifon) dioao bildun dann oin ^PniidamoiitAlsystom'' in doin 
Sinno, wio 2^ -f ^ jo droion axygotisoho (jf-reihigo Tli. (Jlmr., 

indom man Aim ihnon in dor glei^on Woiao jodes dor Itbrigen 

Systomo Kuaammonsobson knnn nnd aucb in der gloiohen Woiso wio 
dort von oiuor Sohar von Formon dio sttmUioheii gei'ndou Systomo, 
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TIT. 0. Sfstomo yon Thetoohuraktoristikon. 


yon einer zweiten die s^tlieliGn ungeraden Systeino golioforb orhS.1 
Oder man kanu aueh „Hauptreiheu^^ yon 2(2' + 1 Sysbomon K bilde 
welche von gleiohem Cbarakter und zu je droioii azygotisoh sin< 
ihre wesontliohon Kombinatloneu liefem die sunatliohcii Systome . 
und zwar die Kombiuationen 6“', 9*®’’, ■ • • Ordnuiig jeno, welcbe vc 
gleiobem, die Eoinbinationen 3*“', 7^®', • • • Ordnung joiie, welcbe vo 
entgegengeeebziem Cbarnkter aind, wie die Systoine der Hauptroih 

Duroh lineore Transformation gebt oin System von Th. Chn 
immer wieder in eiu System von Tb. Char, liber; sind dnbei 
[^]> * * 't [^m+il + 1 Basischaraktoi'isbikon des nrsprUiiglichon System 
so sind 6B die w + 1 darans dnreb die vorliogonde linenre Troiisfoi 
mntion bervorgebenden Th. Char, [Og], fUr das neii 

Da bei dieaem tTbei'gango eines Systems von Th. Char, in oin andorc 
oine gerade Tb. Char, immer wieder in oine gorade, oino luigorad 
Tb. Char, immer wieder in eine ungerode tlborgeht| welter aber drc 
syzygetisobo Tb. Char, immer Aviedoi* in droi syzygetisclio, drei azj 
getisebe Tb. Obar. immer wieder in drei azygoLIsoho tlborgcbonj s 
kdimeii nur solobe Systemo von Tb. Char, duroh linenre Transformr 
tion ineiuandor (Ibergeflibrt warden, boi denou jedor goriiden Tl 
Ghoi*. des einen auoh eino gerade Th. Char, des anderon; droi syzygi 
tiaobou boz. azygetiscben Tb. Char, des oinun aiicli drei ayzygotisub 
bez. nzygotisoho Tb. Ohor. des anderon ontsproohou. Insbosondor 
gebt dui-oh linenre Transformation ein Ofipelsobes System von 7'I 
Char, immer wieder in oin Gl5polBchoB‘ System von Tli. Ohiir (Ibei 
und spozioll eines aus Inutor geradon Th. Cliar. beHteliondns imino 
wieder in ein solobes, Diesor ^bergang kann uoeh geimiier Riigego])oi 
warden. 

Ist niimlicli fC joiies einzigo Systom in dom zn oinur Gopelseboi 
OiTippo A von Per. Ghai'. geb8rigoii Komploxo, wololios aus 2^ guradoi 
Th. Obar. bestehl, und gohl die Gdpolsolio Gruppo A duroh dio vor 
liegondo liiieare Trunsforinatiou in dio Gopolsolio (h'iip])u Jf llbor, hi 
gebt das gouannto Systom K in jenos oinzigo Bystoni fj in dom zn 
Grnppe B gobdrigen Koinploxo liber, woIoliOH aus Inutor gorndoi 
Tb. Char, bestebt. Da mtm nun welter dnreb linoui'o Transformatioi 
von jedor GSpelsohen Omppe A zii jedor anderon B goiangon Icaiiii 
80 kann man aucb duroh ifnearo Transformation von jedom aus 2< 
geradon Tb. Char, besteliondeu G5polscben Systemo K zu jodoir 
auderen dornrtigen L llborgobon. 

Bin System von Tb. Obar, golit woitoi* duroli Addition oinor be 
liebigen Th, Obar. zu seiuon sllmtliobon Tin GbaK- wieder in oil 
System von Th. Cbai*. tlbor; von den aiif dioso Woiso aus einen 
Systemo abloitbnren Systemon sagto man oboii, dafi sio oinen Korn- 
piex bildon. Nimmt man diesos Eosultat mit dom vorhoi' aus- 
gesproolienen zusammeii, so erhiilt man don 
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juulVU. Sata: Dm'clh die heidm Proeesse dor hnm'm Ti'ans- 
fomtoHon md Her AddUion einer heliebigm Th, Oha^. dm s&mt' 
lidlim Th. Char, ernes Systents gekt em System von Th. Char. imn&' 
wieder in em System von Th. Olmr. iHbei'. Man harm imlesmdm mf 
diese Weise von Jedetn C^p(ds(dim Systetne mt jedem anderm gelangm. 

Derinhalt dei* beideu lotstton Faraj^raphen rtlbH von Frobenins^) her; 
vgl. dassu aucb Sohottky^. 


Zwoiber Absohniti 

Dlo Addltlousthooromo dor Tliotnfunlctloiion. 


§ 10. 

Die Blemannsohe Thetaformel. 


Man gelie auf den XVl. Satss pag. 91 7<urUolc, seize dariu n — 4 
und laase an Stelle dea Systems dei- Ifl Zahlen c(?®) (p, tf « 1, 2, 3, 4) 
das spezielle don Gloiohuiigen (LVII) fttr deu Wort 
(261) r = 2 

genUgeiide Zablonaystom: 


(262) 


+ 

+ 1 , 

+ 1 ; + 

+ 1 » 

+ 

- 1 > “ 1 , 

+ 

“ 1 . 

+ 1 , - 1 , 

+ 

- 1 , 

- 1 , +1 


treten. Seizi mmi danu fornoT; indom man unter den tj, •q', q, q', o, o' 
gnnze Zahlen vorstolii: 

( 263 ) + "/.)> ffi’ =!■>!,., 

H- 

1) FrobunluH, Obov Gtuppoii von Thobaohar. 3 . fitvMatb, Bd. 90. 1884, 
pag. 81 und Bclion A'ilhovt Obor das AdditionsihoOrom oto. J. f, Math. Bd. 89. 
1880, pag. 186. 

8) Sohobbky, Znr Thoorio dor Aborscibon 'Fnuob. etc. J. filr Math. Bd. 108. 
1888, pag. 804. 

Xrnsoy, 'riiotaaiiiktionon. 


80 



80G 

so ^ird: 


VII. 10. Dio Ricmoimsclie Tliotafonnel. 


(264) 


+<’/•+ ''/•I 


1 ^. 




ut'-O, 

r;;'=(), 


uud das auf der reolifcea Seite von (LVIU) stohondo Thoiaproduk 
goht, wenn mou noch zur Abklirznng 


(266) 




+ c + /s;:' = 


!(B) 


■iW 




’’fit 

»», 3 , 


I* 

•»P) 


sefczt iind beaohtet^ dnfi dnuu: 


(266) 








- 2«’ 

-h 

O’ 


«/*- 

- 2(«!f> 

+ <’), 

1) 


- 2(«;!' 

+ 

O’ 

11 




0- 


- 2(/3!,” 

+ 

O’ 

nt 


■ 2(/3;!’ 

+ O’ 



- 2(13'“’ 

-h 

o 





f-tp) 






wil'd; imtor Anwoudniig dor Foimel (YUI) ttbor in: 

J'[(v+»,.+v* 4 +(vW’+i'!f’)+'’/.W’+/([;>)i 

(267) (- iy=‘ 


Ba nun weiter die nuf der reohten Seilio der Gleiohung (LVIII) binLoi 
dem Thetapi'odukto stoliende ISxponontinlgrdfio gloioli 

(268) (- 1)"=* 

wird; so erhillt man aus der li'ormol (LVIII) zunlloliflfc dio J^^orinol: 

p 

0,1 2 J ’ 4 + 'P 

(269) »^(~iy‘"^ 

Wfl} 

# [fi + P + tf] M d- 1> + p] {eWj & |;« + tf I a- L^-] 

In dieser Gleiobuug bozeidhnet s die Anzabl doi' Normnlldsungen 
des Eougraenzonsystems: 
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(270) 


aP) ^ a>(iO -f >c{fl) ^ a;(*) = 0 (mod. 2), 

a;(i) + jb{») _ ii^s) „ a-w = 0 (moJ. 2), 

iij(0 — a:(*> + ats) — s 0 (mod, 2), 

+ (mod. 2). 


Diese vior ICongruonzon sind aber erfttUt, sobald die ersto von ihnon 
boateht, und da dicso 8 NormalldBungeu, niimlioh 

ief-% aW, = 0, 0, 0, Oj 0, 0, 1, 1; 0, 1, 0, 1; 

(271) 0, 1, 1, 0; 1, 0, 0, 1; 1, 0, 1, 0; 

1, 1, 0. 0; 1, 1, 1, 1 

bositsfit, 80 iak 

(272) a -8. 

Anf dor rooliton Soito von (269) isl: ondlicli dio Summation in der 
Waiao auassufllliroii, dafl fdr fc ** 1, 2, • • p on Stollo des Systems 
dor 4 GriiBou und obouso an Stollo dos Systems dor 

4 GrBIlon nnabbilugig von oinandm', dio 16 Vaida- 

tioiiou mit Wiodorlioluiig zur 4'“‘ IGiissc dor Elomento 0, 1 treton. 
Bordcksiobtigt man abor, daO dabei dio Gr8Bo s,, bez. e,i uchtmal 
dor Zalil 0 uud iiolitmal dor Zabl 1 nacb dom Modul 2 kougniont 
wird, und daO das nllgomoino GUod dor auf dor roclilon Soito von 
(269) atobondon Suinmo soinon Wort uioht iiudort^ >voiui man oino 
Zabl odor e/, durch oiiie ihr nnoh dom Modul 2 Icongruentu oi’^ 
aotzt, 80 orlcoiiiit mail; dtiB dioso Siimmo das 8^^-fiiclio jonor Siimmo 
iet; dio aiis ihroin nllgeinoinon Gliodo horvorgolil, wonn man jodo 
GrdBe Sf, boz. e/, oiiimal don Wort 0 und oiinmil dun Wort 1 nn- 
nohraoii liiBt, also an Stollo von [s] dor lioihu iiaoh dio 2*'* Th. Cbar. 
aotzt. Indoin man uoch linko und roobio Suito dnrnli 8*^ toilt und 
dio vou don SummatiousbuchBtabon e, s' nuabbllngigon 'L'oilo dor Ex- 
ponontialgrbOo auf dio linko Soito dor Gloiohniig stollt; orliHlt man 
dos folgondo Endroaiiltat: 


aAavUI. Sata: lUoixuuinsobe Tbotaformol. Sind die Varia^Htm 
dw'ch din Gleiohut^en: 

2i;!: 


(XXXVI) 


oden 


, 6 ) 


««'+»rh 


2»?> , 




. . 

> ■ 





80 * 
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Vll. 10. Dio Itiomannselio Thotafonnol. 




(xxxvn) 


> ~ > 


..w 




f> ft ~ ft M * 


> > 

,w 


(^eal, 8, ••.,/») 










^[«+ (» + “h o]M 'frl'f IM, 

(xxxvin) p 

# [i? + P + tf] {«(*>]) # + pi (hwj 'O’ [i? + ff 1 & {'tj I {wi^)]), 

80 hesteliGn awisclien dm Gi'Spen cv und y die GMfdmngm: 


(XXXIX) 


2^2 /i 


[Vi 


M 


Im (Imm, wie iin ersim AhscJmiUe /tur AhMrmmg: 


p 

(XL) |,,^j«(_iy*-‘ 

gesetet, die Swmnatim id}er alle 2*^ 2%. Char, [e| mtseudeJinm ist xmd 
[i^] eim Miehige Th. Char.^ (p), (a) aber Miebigc P&\ Ghnr. hegeielmen. 

Man wil’d dazu beinerken, doB dio Gloiohungon (XXXIX) in 
uoh itborgolien, woim man die Oharakteiistilceu [e], I'-iyl, (p), (a) duroh 
ihnen kongi'uento ersetzt, vorausgesebzt) niir, dafi dioso lilrHobznng 
jedesmal tlborull gOBobiolit^ wo dieae Qbaralcloristikon vorkommon; 
dagegen ist os iiicht gostatbefc^ dio Ciiaraktorisbik oinoi' oiiizoliion 
Thetafdnktion otwa [« + p -h tf J durob oine ilir kongmonto B. im 
Palle ((?)=• (p) dui-oli [e] zu orsetzon. Solclio Uoduktioiion dtti-fon 
stets mil’ untov Beuuizung dor Pormel (VIII) vorgonouiinon wordoii. 

Donkt man sidh in der Gleiohung (XXXIX) dio Por. Char, (p), 
(o') festgobalton und lilBt an Stollo von [ijJ dor Boilio nacli dio 2*^ 
Tb. Char, fefeton, so ontstebt dorous oiu System 8 von 2®^' Gloi- 
ohnngOD, wolebe alio auf ihi-en wchtwi Soiton dio nilmliobon 2*'' 
Orfifien babon; ans den 2*^ Gleichuiigen dioscs Systoma 8 sollon 
im Polgonden duroh linearo Verbindung uono Gleiobnngon zwisoben 
don GirdBen x und y abgeleitot werden. 

Zu dem Undo verstebo man untor (bj), («,), . . (« J irgond m 
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unabMngige For. Ohar.j bildo m ibneu rIb Basis dio zugohfingo 
Gnippe A yon r»2"‘ Pei*. Char. (aJ, (oi), •••, und lasso in 

dor Gloiohung (XXXIX) on Stello yon [f;] dei* Beibe nooli dio r 
Th. Char, [lyoi,], •••» [v^r-il t^’oten, inclom man nnter [iy] -wioder 
eine boliobige Th. Chav, yoratolit. Bieso r Gleiohnugon multipliziero 
man, indem man miti [Q obeiifalls eine b^iobigo Th. Char, bezoiohnefc, 
mit '“j nddiore sio zu oinander. Man 

orhiiU dann zunKchsi; dio Cllei^iing: 

r—l / »— 1 

(278) 2p I & I y[i;o ] I I ^[*1 ( "2 1 % I 

v«o ' w V=.o 

In dioser G-loiohiing bositzt die am Endo stohondo Summo 

r—t m 

(274) 2'l'S>“rl“J7(l + l*&“/-l) 

(1=0 /i=i 

nnr dnnn oinon von Null veratdiiedoiiou WorL und zwar den Wort 
2*“, woiui dio ]’or. Oliar. (sg) xii don m Basiaohnraktoristikon (t^i), •••, 
(a„) und dahor zn allon r For. Char, dor Ghruppo A syzygotiseh ist; 
solohor For. Char, gibt os, wio pag. 295 angogobon wurdo, im ganzon 
«ud sio bildon dio zu A adjuiigierte Gruppe B von 
For. Char. (i>o), (W (&,_x), doron BaBisohai-iikfceriHtikon (/ij), (/3g), 
• ••, (/1y,,_M) — nnabhilngigo bdsungon dor m Gleichungon: 

(275) ■=+ I, |as>*^l = +l> ■■■» + l 

siud. Ill dor auF dor rocdilm Soiio von (278) Htoliondun Summo 
bloibon also nur jono a Gliodor siohon, flir ^voloho |f] oino dor 
s Th. Char. [5V!» '"t orhiilt, woiin man 

nooh liiike und ixidilo Suite dnrob 2" dividiort, das Jlosultat: 

Sata: Sml (oq), (a,), *' “ 

einer "bdipMgm Qmi^pe A vom Jlmgc w, (bo), (ftj, •••, (6,_i) abcr dio 
H ^ a***"" jPer. Char, dor sa A adjmffmim Omppo H, und beeoie/man 
li;] tmr2 [£] irgmdfmei Th. Glutr., so JidsM gwisehon dmttntei'(XXXVlll) 
(hfini&'tm (h'ofion x, g dio Gloichmf/: 

r~i •“I 

(XLI) 2'"™ ^ I & I , = 1 fc >? 1 2 k, ft., I »[{.„) . 

(>=0 ^ vbiU 

ans dor inslmntdnro filr m^p ,jdio halbo Umkehrunff dor Riemannr 
sohcn Thetafomnl** : 

B**~I s'*— 1 

(XUI) 2" I & “( I “ I & i ^ I I %w 

^=0 ' IT“0 

lust'vorgelit. 




810 


TU. 10. Die Eiem&unsobo Thetafoi'mel. 


Setisi; man in der Gtleichung (XLI) m ^ 2p, so orlialfc man, wenn 
man uooh linlce und reohte Seite doi’ Gloiclinng, unohdom man sio 
mit 2^ multipliidort hat) miteiiiander Toi'bausoht: 


(276) 2i'a[t, = 2'l7.Sl%> 


WO [i}] olle 2^^ Th, Char, durohl^uft Dieso Gloiohung aoigt, wonn 
man sie mit der Gleiohung (XXXIX) yoi’gloioht, dn& dio Gi’dhon a; 
mit den GrSBeii y ebeiiso KUBommonh&ngen, wio nmgokohrt dio y mit 
den x\ was stattfinden mufi, da noob don Gloioliungen (XXXVI) und 
(XXXVn) die nHnilicho Eigeusduift don Variablon u nnd v znkonimt. 

In dor Gloiohung (XLI) konn man sowohl fdr [i;] wio ftlr 
eine jede der 2’^ Th. Char, sehson; os eutstohon nbor nuf dioso Woiso 
im ganzeu nur 2‘^ TOi*&ohiodone OMeiohnngou, die folgondormafion nn- 
gooiHlnet werden kfinnon. Bezoiohnot man mit {a^, (ax'), (a/_x) 

dio 8 =» 2*'“” per. Char, oinor au A Iconjugierton Gruppj) A\ inid 
ebeuso mit (&(,'), (bj'), • • •, (b,'_ ,) die r — 2" Pei*. Char, oinor ku B 
koujugierten Gruppo B'j so erl^t man siimtliolio 2*^ Th. Chur, und 
zwor jede nur eiiimol, sowobl wonn man in der Snmino 
ala auoh wonn man in doi* Summe wohroud man unlor 

[i] zwei wiUktU'lioh wHblbai'o Th. Chai*. verstoht, dio Zahl x dio 
Woiiio 0) 1) — 1 iind unnbhHngig davon dio Zubl A dio Worlo 

0, 1, s — 1 annolimon IHfit. Beidloksichtigt man nun, dnfi sowohl 
beim t^boigango Ton fij] in wie auoli boiui Dboigungo von [S| 
in [Sbxl die Formol (XLI) wiedei* in sioli selbst flborgoht, so oi'kunnt 
man, dofi einersoits |.VI dieselbo Formol wio 1^] 

anderoMeits [g] — [§ 6 ^ VI dioselbo Pormol wio fg’| = jgb^'] liofort, und 
dafi man dahor sibutliche in (XLI) onthidtono spoziollo Gloiobungon 
gowinnt) wenn man an Stolle Ton [ 17 ] dor Eoiho nncli dio 8 Tli. Chur, 
des STStoms V.l> VL ***« fvV-il unnbhiingig dnvon lui 
Stello Tou [^] doi- Eoilio iiach dio r Tli. Char, des Systoms [gbo'J> 
[6V1 [£V-i] troton HlBt. Dus System 8' diosor Gloi- 

dbimgen konn man, wonn man noeb dor Einfnohhoit wogou 
sotzt, dumb die Formel: 


f— 1 


(277) 2<-» 2’ I K . «, I ■ - I <, K I Z I I 

* /»=« * " 


»— 1 
V 




fixioron. 




Dio 2*^ Gloiohimgon (277) dos Systems 8* kSnnon in s 2**^'“"* 
Grnppen von jo r =- 2“ Gloiobungon oingotoilt wowlou, indom man 
zu einei' Gnippe alle diejonigen Gleiohuugeu zusommonfafii) fttr wolbhe 
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X deuselben Werb besitzb, und dio aidli doher nni* duroli veraobicdono 
Worbe von it uutorBoheiden. In oiner soloheu Gruppo ti'oton donn 
auf dor linken Soito jodor Gloiobung immor dioBolben 2” Grdfioii y 
auf^ jedesmnl mit andoreu Torzeidieu voraobon, wilhrond irgond 
zwoi redlite Soibon dieser Gleiohuugen niemols eine Gr5fie x gemoin- 
sam baben und dio recbbon Seibeu zusammongonominon dezonaob dio 
sHmtU(dien 2^^ Gi'Sfien x uud jedo nur oiumal onthalten. Aiis jodor 
Bolobon Gmppo kann man daim durob pnssondo Verbindung dor ihr 
ongoliSrigon Gloiobuiigou rUokwiirts diojeuigou 2*” Gloiobuiigeu (XXXIX) 
des Sysbems 8 orhalben, doron linko Boiten, nbgosobon von dom Fokbor 
2^ von don anf don linkou Soibon dor Gloiebuiigon dor Gi'iippo voi'- 
kommenden Grofiou y gobildob wordou, und dio nuob nusschliofiliob 
boi dor Qorsbollung dor Gloichnngon dor Gruppo auf Gruud dor 
Formol (XXXIX) in Bebraobb kommou. Enboprooboad knnn das 
gnnzo Sysbom 8 ' doi' Gloioliungon (277) dns ursprtluglicbo Sysbom 8 
, dor Gleicbungon (XXXIX), aus dom os nbgeloibob wurdo^ in jodor 
Eicbbung orsobKon, insofom uls man dui'ob passeiido Verbindung dor 
2‘^ Gleicbungon (277) von 8' rtlokwiirbs >vioder die 2^^ Gloiobungen 
(XXXIX) von 8 orhnlton kann. Bas Sysbom 8 dor Gleicbungon 
(XXXIX) solbsb kann als ein spoziellos, dom Werbo m >= 0 out- 
B^iroobondos Sysbom 8 ‘ luigosebon wordon. 

Wio aus del' durobgenilu*bon Unborsucbung horvorgobt, isb das 
Sysbom 8* dor Gloioliungon (277^ vullsbllndig bosbiinmt, sobuld dio 
Gruppo dor r I’or. Oliar. (a^), (oj), •••, (a^_i) gogoben isb, und iiin- 
gokolu'b. Damns folgb, dull dio Anznhl allor mugliobcii Sysbeine 8' 
mit dor AuzabI allor m5glicbou Gruppon von For. Cbar. liboreiusbiinmb. 

LtiBb mail in dor J^ormol (XLII) an Stcllo dor Gmppo A oinc 
Gbpolsobo Gruppo von 2^ For. Char, troleu, bo fiUIt dio Gruppo JB 
mil dor Gi'upiic A zusainmon und man orbiilb, wonn man iiouli 
[SI « I'l/J sobzb; dio Fonuol: 

»**— I S^— 1 

(278) I I I 1 «,.l > 

HUS dioBor Formol sollon zwoi woiboro llosulbubo nbgeloibob wordon. 

Man lasso oinmnl iu dim dio Grdfion y dofiiiioroudon Gloi- 
cliuiigon (XXXVni) nn Stollo dor Tli. Char. | oj und |^J dio Tb. Obar. 
[i^aj und gloicdizoiiig an Stollo dor For. Char, (p); (o) dio For. Chiu*, 
(a^), (aj broton, indoni man mit [i}] oino boliebigo Th. Obar., mit 
Vy Q und O' irgond droi Zoblou aus dor lloibo 0, 1, •••, — 1 bo- 
zoiohnob. Sobzb man danu nocb fttr zwoi boliobigo Poi'. Char, (s) uud 
( 17 ) zur Abktlrzung: 

(279) -(«)(’()', 

Hm>\ 



m 

also: 


YII. 10. Dio BiemwinBcbe Thoiafbrmol, 


±T -5* ■/*''/( 

(280) =(-l)W(v)', 0 ^‘=1 , 

so wird: 


(±i)(.)W, 


(281) Wa.l 

itrenn man: 

(282) 

und entspi'ochend: 

(283) ''''“-v ” + 0, + »,]C«'‘>}fl-ho„ + «jlCtt<‘l); 

!/[;.,.] -i""’ I .,aj »[,,«, + 

sotzt, imd man mi-d dabei bemerkou, diiB dioso ffi-<ii5on x{^„ „ ^ 
Vinar«^ yti'd,! infolgo des znm Thotaprodiilcto boigofllgtoii 

Faktors ungoilndort bleibon, wenn man die TJi. Olmi-. fi/a,. -(- a '\ boK, 
haj, tilJM'all wo sie auftiitfc, duroli eino ihr koiiffiiimito oi-Hotek 
FUhrt man aber die Gi-dBen a:', y\ y» in die Qleiobung (278) ein 
und multipliaiort ibre linke und reolite Soito mit (— W |„| 

so erhalt man, da naoli (72) ^ ’ 

isfc, die Gleiohnng: 

(286) V tlw 

Nun wKlile man fttr die j) Basisobavaktoristikoii («,), («»), ) 

del- GBpelsoben Gi-uppo A die GrSBen naeh Boliobon ho, di^ 

(286) (yRD*=i«j 

was auf 2^ Woisen gesohelien kanii, und dofinioro oino ar9Bo 
durob die Gleiehung : 

(287) _ (_ 1)W K ...)■+ (.,) 


Folgonmgen au« der momonnsobw Thetafonnel. 


f 


setze auch VT^ ■» + 1. 13s ist dann fClr irgend zwei Per. Chav. 

(a^) der GSpelscIien Ghoippe 

(288) Cc-o,.,.....'-!) 
also: 

(289) Yi^ =. (- i)W <“?>' (yf^)” yr^. (■■, ?=». 

Muliipliziert man doher linke und reolite Seite dor Qloichung (386) 
mit y\a^\, BO orliSlt mim: 

s*’— 1 



“ V\ [ V\ I 

i >=0 


und hiernus, indem man liber p von 0 bis 2^—1 summiert mid be- 
aohtet, dofi dnboi fdr jeden Werfc des Index v die Per. Char. (a,.a^) den 
s’dmtliohen For. Char, (a^) der Odpelsohen Giruppe und jeder einmal 
kongment wird, endlioh die Gleiohung! 



DioBO Gloicliung ropriisentiort;, da man die vorkommondon Wurzel- 
werto, wie oben ei'wmmi^ auf 2^ Woiaen wilblen konn, 2^ vorBcUiedene 
Gloidhungen. Addiei'fc man dioselbeu zuaammoii, so orhiili man^ da 
nur jodoBmnl don idimliohen Wei'b + I bni;, jodo andore Wurzel 
aber jeden ibror beidon mSgliohon, duroh das Vorzoiohen unbersohio- 
denen Werte gloioh oft annimmt: 
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VII. 10. Dio Biomannaohe Thetaformel. 


wo der SommationBbuclistnbe 8 sioh auf die 2^ Systoine vorsohiedonor 
Yorzeiohen bozieliti, wolcho man den Wurzeln orteileii Icami. FflbrI; 
man jetzt nooh fttr ■=• 1; 2, • ^ an Stelle dor Viiriablon vjj*, 

neue Yoriablen a^, oin, indein mtm 

(294) + = + V <’■ 

setsst, woduroh 

(29B) M?’=»^ + V »Jf’ = a„ + 6^, 

wird; so erbftlt man soblieBlicli die folgonde HSiidformol: 


m “ S 

( ^ +«JCa + &5'0’h«Jt« — ftj) 

'VB>0 ' 

X VKr »ff] {« + ftp bi %] (u - h}^ . 

Da die linko Soite der Gloiohung (293) von don Argumonton a uiid 
b unabhllngig isfc, so darf mtm dieson GrSfion in vorsoliiadouon Gliodoni 
der auf der rediton Seito von (303) stohoudon Sumino 8 auoli vor- 
sohiedeno Werto boUegen. 

Dine woitore bemerkonsworto Formel orhiilb man ana (378) aiif 
folgendom Wege. Man setzo ftir ^ » 1, 2, jp: 

(297) vf = t^ + M,„ e® = «„ - ti® = + «i,„ ®<;‘> 

es wil'd donn: 

(298) = + 

nnd weun man Gli‘83ou j duroL die Gloiohungon: 

f 

^(p/*+V*4 

‘®'[s 4- 9 + tf] '0'[« + 9 ] — mJ J + w) ■O'l 5 1 fti — 

'Jm = (-!)'■"’ 

«■[« + ^ + tf |{< + uJa-L’e 4 pJfl'iS “ i>S e 4 tf'l iw 4 wD O-l fl'Iffw —ftU. 


. 

. ^(P/4 + V*A 
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Folgerangeu aua der Riemonnsohon Thoiafbrmel. 
definiort^ so ist einmal mit BUoksiolib auf (XXXYIU) 

(®00) " I s I 

w^lirend anderersoits die GrdBen } die ISigenadhoft besiizen, 

dui-oh zyklische Yertausohaug der Yoriablen ineinander 

tlbei'zug^eu. IDs folgen dahei' aus (278) soforfc die 6'ol 6leiobungen; 

8**— 1 8^—1 

I 7j 1 ’ I I "" 1 7; I Jjt'j'*/*] ^ 

/laO 

8^—1 a**— 1 

(801) 2 ^ h. I , 

a**-! 9**-i 

/mO /taO 


und dureh dereu Addition die dioi<diting: 
a **— 1 

(302) ^ 1 17 , I • (1 - I I) (jf^^ j + Ij,,,. ] -f ,) =“ 0. 

/iwO 

Walilt maJi doher die Tb. Gbar. \ij] bo, daO von den 2^ Tb. Cboi'. 
dee GSpelsohen Syetema [ 170 J (/» «» 0, 1, •• •, 2^ — 1) 2^“* gerade 
und 2^’*^ nngerade aind, so fallen ana dor linken Seite von (S02) 
die den orateren eutapreobondon 2^~* Glieder heraiis nnd man ei'IiSlt 
ein Eeaultat; das man mit Rttoksioht auf don XXXVl. Satx auch so 
ausspreobon kann. 

Sind (oj), (aj, ••’,(05^1) die g — Per. Cbai*. oinei' syzyge- 
tisohon Ginippe vom Range p — 1, imd iat [7700], [lyaj, •••, [ 77 a»_i] 
das zugehdrigo aus lauter ungeraden Tb. Cbar. besbebeude System 
von Tb. Gbar., so besteht swiaoben den in ( 299 ) dednierten GrSfien 
2 I> i die Gleicbung: 


(303) 


8—1 

1 Vl I (E[i(«x1 

NaiO 



+ 9 {va*J "i* 


Dor Fall p 1 wird im folgondon Faragi'aphon geaondert bospi'oohen. 
Im Falle i> 2 aind die Formoln (XXXEQ, (XLI) und (XLII) sobon 
von Roaonhain^) ongegebeu wordon} desaen Untorsuobung bber die 


1 ) RoBOnliain, Mdmoiro ear les fonctionB oto, Mdm, prOs. Bd. 11. 1861, 
pag. 801. 
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TU, 10. Die EieinoimBcho Tlietofonnol. 


hyperelliptisohen Fanktionen erstor Oi‘dniing sio als Grundlago dionon. 
!Ftbr beliokigos j) wurde die Foimel ^X!xIX) zuerst (1870) von Henry 
St, Smith angogobon; hiei'auf (1880) bat Hoit li^robonins*) die 
Fomel bewiesen und ans ibr die ITormol (Xxx.EC) nbgoloitot| 

sodann (1882) yei'OiFentliohte Herr Frym^ seiiio droi Bowoiso dor 
Formel ^XXIX); oi' gab dioaer FoL-mol, da sio ibin von Biomann 
(1866) mitgeteilt woi'den war, den Kamon „Bie]nanii8obo Thotafoiinol" 
und zoigte, da6 sio dor passendsto Auagangspnnkt soi fQr nllo Hntor- 
suehuugen, welobo die Hoi'stellung von Thotaformeln auR dom Kroiso dor 
Additionsthooremo beti'ofFon; seinon Untoi’sucbungon^) sind dio obigon Ans- 
fObrungon Ubor die Foiinol (XLI) entnommeii. Die Foimoln (206) nnd 
(808) rttbren von Hoim Froboniua^) hor; Doziohungon zwiRobon don 
Nnllworton dor Thotaftinktionon hat aue don Formoln (278) und (291) 
Hoit Hutchinson*) abgeleitet. 

Oaspary'^) hat znorst dorauf hingowiosou) daQ don Formoln 
(XXXIX), (XLI), (XLII) onologo Formoln auoh fQr Produkto von jo 
6 Tbetafunktionen besteben, nnd allgomoinor orgibt sioh aus don Untoi*- 
suobungen von Hoim Frym und mil'*), daB dio Biomannsobo Tliolafomiol 
in nochstohonder Woise auf Produkto oinor boliobigon goradon Anznlil von 
Tbetafunktionen aiisgedehnt wcrden konn. 


Man geho anf don XYI. Satss png. 91 xnrttolc, sotzo darin, indom 
man nntor m eine boUebige gansse Zahl voroiGht, n ^ 3m nnd InRso 
an Stello dos Systems der 4m* Zablon (p, d — 1, 2, 3m) dus 

spexielle den (^leichungon (LVII) ftir den Wort 2 gontlgondo 
Zahlensystem; 


1) Smith, Note on tho formula for tho multiplication of four Thntn- 
FunotionB. London M. S. Froo, Bd. 10. 187D, pag. 01. 

5) Frobonins, Obor daB Additionstlioorom oto. ,T. fQr Math, JJd. HO. 18H0, 
pag. 186. 

8) Frym, Untora, Q. d. Iliomnnn'Bolio Thotaf. oto. I. Lflipzig 1880; Kui'ko 
Ahloitung dor Biomann’sohon Thotaformol. J. fQr Math. Bd. 0)1. 1880, png. 104; 
Bin nouor Bcwois fQr dio Ilieraann’Boho Thotaformol. Aola math. Bd. 8. 1888, 
pag. 001. 

4) Frym, Untors. Q. d. Biomnnn’floho Tliotnf. V. 

6) FroboniuB, t)hor das AdditionBthooi'om oto. .T. fQr Math. Bd. 80. 1880, 
pag. 186 und: tbier Glruppon von Thoinoliar. .T. fQr Math. Bd. 00. 1884, 
pag. 00; nuoh: Cnapary, Dbor das Additionstlioorom dor Thotaftmotionon 
mdiTorei' Argumonto. J. fQr Matli. Bd. 07. 1884, pag. 106. 

0) Hutohinson, On certain rolntiona among tho Tholaconstants. Amor. 
M. S. Traufl. Bd. 1. 1000, png. 801. 

7) Gaepai'y, 'Dbor dio Voi'wondung algobraisohor IdontiUllon «ur Auf- 
stollung von Bdationon fOr Thotafimolionon oinor Variaboln. Math. Ann. Bd. 88. 
1887, pag. 408; au<di: Suv los thdordmos d*nddition dos fonoUons UiOtit. 0. B. 
Bd. 104. 1887, png. 1866. 

8) Kraaor und Frym, Houo Grundlogen oto. Xiolpsig 1808, pag. 61 . 



Eine Ei’woiterong der Riemaaiisohon Thetiifbnnol, 
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(304) 


++ 
4- + 





-f- 

-4- 

+ - 
-4- 

4-4- 

4-4- 






+ - 
~ + 

4-4- 

4-4- 














4™ 

-4- 

4-4- 

4--H 


treten, bei ^elcbem der Dbei'sicbtUohkeit wegen + statt + — statt 
— 1 geaetzt ist und alle leerea Stellen mit NuUen auszuffilleii sind. 
Setzt man dann noch in der Formel (LYIII) ulle Grofion g und h 
iN'ull; setzt feraer, indem man unter den w und i unabhiingige Yer- 
anderliohe verstebt: 


(805) 

wodiTi'ch 

(306) 


*x 




u 

\v 


_ #(r) 






V«— l.«i iff 


.{Sm-D 




,(««') 


/»'+!) .,m\ 

% Ut.*. -.w 

wil'd; wenn man unter den dabei fdr v^m auftreteiiden Gr68eu 
jjjg GlrBfien verstebt; setzt weiter: 

(307) 
wodurcb 


J9.) 






.{SO 




/ •'“!» S| • • jW\ 
V — llSr ,P/ 




(308) 




p p 


-\-2a 


iv—i) 


ft -r 


,{8i-+8) 

P > 
!(8»+8} 


V— 1.8, • ,pf 


!(»*) _ ,'(v+l) 


*^P 


P 


+ 2/3^ 


.(Sr+S) 


wird; wenn man unter den dabei fttr v auftretenden Gfi'Sfien 

,^+i) ,-(»+.) ,;(1) ^ 

und beaobtet; daB bei AusfUbrung dei* auf der reobten Seite stoben- 
den Summation an Stelle jeder der m Obai'aktei'istiken 

der Heibe na{ib alle 2^^ vei'sdbiedenen Gharakteristiken treten 
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Vn. 11. Dor i) =* 1. 


und zwar jede 2^^-mal, so ei'halt man, da s als die Aiizahl dor 
ITormollSsimgen der Jlongraenzen: 

(809) a;(iJ + s i»t») + aW = • • . = (mod. 2) 

den Wert 2”*^^ besitzt, wonn man soblieBlioh uooh liiiko nud rochto 
Seite durch 2*”^’ teili^ aus (LVIU) dio Formel: 

+ ^(*)J «■{«;(«) + it»} . . . #{«)(«■) + 


(310) «■[«(•) + iiO)](w(‘) + i(!)]|.,. 

1 ) £(«)] (|w<tn- 1 ) + itn>)J 5(1)| (( 1 )J 

zn der man ttbrigons bomorkeu mufi, dafi man oino beliobigo dor 
m recbts ausznfiibreuden Summationon z. B. die anf boztiglicho 
imter gleiobzeitiger Division der linken Seite duroh 2*^ untordrtiokon 
Icann; eine Vereinfaohung, die uur wegou dor clonii ointrotoudon 
StSrung dor Symmetrie in der Formol (310) niobl ansgofUhrt ist, 


§ 11. 

Ber Fall i> » 1. 

Im Falle -> 1 gibt es vier versobiodeno Thotafnnktionon, doruii 
Ghaiakteristiken aus halbou Zablen gobildot sind, niimlieh: 

(311) »[“](«), #[j](«), «[;](to, #[;](«)! 

dieselbon seioii im folgondon der Bequomliobkoit wogon init: 

(312) ^00 (^)) ^01 (*0) (*0 

bozoiohnot; dio di'oi orsten siud gorado, dio lotzto ist oino uiigorudu 
Funktion des Argumontos t(. 

Dio vier JaoobiBobou*) Fuuktionon '0'(ai), '0'i(fl!), '9'B(ai) hUngon 

mit den Fnnktiouon (812) zusammon mo folgt: 

(818) *“ - -friiCffO 

^ fl.j(fl))».Oi(,(ic0, '(►aW “ 'O'ooC'oO- 


1) Jaeobi, Tbeorio dor olUptlflohou I'unotionon oto. Ooa. Worko lid. 1. 
Borlin 1881, pog. 407. 


Bio JHUemoniMoho Thetftfoxmel im Fiille i) »» 1. SIS 

Tm bosondoi'sn E'ftlle 1 folgij fl>Tis dom XXXVin. Satzo dnti 

Besultat: 

XL. Sato: Sind die VaHablm Vatiabhn 

«i; Vjf, v^f v^ verhnUpft dttrdfi die Gleiolimgen: 

2«i =• + Vj + «8 + «4> 

(XLIII) 2a, = + Vj — Ws — 

2aB = + Ufl " ®4» 

2«4 — — Vg - Vs + V4, 

md ^gt mm: 

(XLIV) «■[£ + <> + tf] («i) «•[« + p] («») ^ [fi + ff] (vj) ^[fi] W, 

■©■[fi + P + ff] («*i) «■[« + p] (*0 ©-[fi + <r] (ti#) ©[fi] («J, 

80 smd die Grofien x wnd y vetht/vd^ dmcih das mii (XLIU) glM^ 
gehmte System von Qleidkmgm: 

Sj/oo “% + % + % + a^i, 

(XLV) ^ ^10 ” “’<«> + » 

2 j/ii «• ®oo “ ^0 “ % + ®ii ■ 

Da man in (XUY) fUr (p) und obenso ftir ( 0 ) jode der vior 
Per. Char. Q, Q, Q, Q aetzenkann, ao reprasontiert das Pormel- 

systom (XLY) im ganzen 16 verachiodeno. 

Betrachtet man doa Gleiohungensystem (XLY) gennuor, so be- 
merkt man, dafi dor Index 00 eine AuanahmestoUung hat, iusofern 
ala die Qrofie aber auoh nur sie in alien vier Gleiobungen 
positives Zeiohen bat, nnd entsprediond in der Gloiohung und 
nur in ihr alle Glieder der reohten Seite positiv aind. Die Indizes 
10, 01, 11 dagegen eradieiuen untereinander als vollsbiiiidig gloioh- 
bereohtigt, indom die di'ei Gh'Sfien a^q, in dor eraten Glei- 

ohuug dosaelbe Yoi'zeioben babon, in jedor dor tibrigen Gleiobungen 
abei' immer jene dioaer drei GrSBon positiv ist^ doren Index mit dom 
Index del' links stebenden GrtSfie y tlberoinstimmi^ wHbi'end die zwei 
ondei'en stets negativ sind. Bezeicbnet man also den Index 00 kiU'zer 
mit 0, die Indizes 10, 01, 11 aber in iigend wolober Boibeufolge 
mit X, Kf (t, so konn man die Gleiobungen (XLY) nucb in der 
Form: 
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VII. 11. Dor Fftll l> =» 1. 


%o = a!(, + 

(314) = + 

3y» = «ii - ®, + 

sohi'fiiben, woboi sohon die Angabe der ss\7oi eratoii Gloicbtingon g 
ntigen wilrde, da » wie ebon er^^nt joden dor droi ludixcs I* 
01, 11 rerketen konn, T?tUirend donn jedesinal dio beidon andorc 
mit X und bozeiobuet sind. 

Die Tioi' Gleichnngen (814) Icaun mail uuf 12 WuiBOii pnorwoiE 
diu'cb Addition uud Snbtraktion Yorbindon. Indom man alior bordol 
siobtigt, dafi h, X, n die Indizea 10, 01, 11 in ii-gond wolohor Jtoiliei 
folge vei'treten kdnnen, 3anm man das System dor so ontstoliondo 
12 balben Umkebinmgon der Gleiobiingon (814) dnroli dio vior untc 
ibnen: 

(315) + + yi + t/„=iCn-a;^, 

repraseutiereu, aiis denen die gonaunteii 12 Gloioluingon horvoigohoii 
wenn man fUr x, A, ft der Beibo naob dio droi zyklischon Poi'mntn 
tionen von 10, 01, 11 sotzt. 

ZLI. Bata: Jooobisohe ^ketoformeln. licgmdinpl wan don Intin 
00 Wim’ mit 0, die InMm 10, 01, 11 in irr/ond wdchor 
mit X, Xf ft, 80 fdgen mis (XLV) dw'clh hallm Umhohrmifi die Glci 
chungen: 


^ =• ; n/i “ y,, “ • 

Fflhrt man jotzt woiter an Sliollo dor v iind « nono Yariablon 
ein, indom man: 

(316) «!*■< + «, Vj =- i — M, Vj «■ « -h =- V -• w 
setzt, so wird: 

(317) + — t), Mj =• M -h u^=-^u~~w. 

DoOniei-t man daher woiter Graflon if„. diiroh dio Gloioluingon: 
^ (_ i)(e+fl)*'+«+i’ 

S' [fi + p + ff] (# -H tt) ff 4- p] (< — «) \ e -I- Of I (d -h w) ■O’l fi I (» — le), 

(318) if„,-(~l)(f+‘0i'+«+if 

#[« -f p 4 (i\{i 4 u) -|- (»](/ _ tj) fife -|- 0 \(w -I- m) ^^ffi](*e — «), 

so sind dio Grafien § und i;, da: 

(319) 1,^ « (~ « (- 1)*+*’’*-*''?/„. 



])iQ Jncobiselion Thotaronnoln. 321' 

inti, ftiif Grniul dci* Glloiolinngoii (XLV) inifceiiuvndor verkntlpffc din'd) 
dio Qloichungoii: 

iflO “ ^19 “ ^01 + ill) 

(320) — ioo + ilo ~ toi + ill) 

““ “ ioo “ ilo H" 6 oi “h ill! 

~ loo “ ilO ~ iol “ ill* 

l^oti'Aobtoii iniin dioscs GlQichnngQnsysto)n gounucr, so bomorkt innn, dafi 
dcr Indox 1 1 oino AusnahinoBtollung oinniunnt, insoforii als dio Grdfio 
§11 abor imr sio in doii droi orslon Gloichnngon positivoa VorKoichon 
luifc, und woitor in dor Gloiohnng abor mir in ihr olio Qlioder 

dor rcobion Soito iiogativ aind. Dio LidiKOs 00^ 10, 01 dngogon or- 
sclioinon nk inifcoroinoiidor gloioUborccbtigl;, indom dio di'oi Grdfion 
ioo) iio) ioi lot'/ton Gloichttug diiosolbo Vorzoichon Imben, in 

jodor dor droi (Ibrigon Gloicbnngcn ubor immer jono diesor droi 
GrbOon poaitir iat, doroii Indox init dom Indox doi* links stchondou 
GrdAo ‘t] Uboroiiiatimini:, inihrond dio z\m andoion GrOQcu | Biota 
nogativ aiiid. Bozoichuot man also don Indox 11 kdrzer mit 1, dio 
Indixos 00 , 10 , 01 abor in irgond wolclicr lioihonfolgo mit u, /3, y, 
HO kann man dio ubigon vior Gloidnmgon anob in dor fttr diia 
J<'olgondo wiohtigon Form: 

2i?i *=■ - ii - - 1^ - iy, 

(321) li -H i„ — — 1^7 

™ ll i« d" 1 ^ ■” ly) 

- ll ~ i« - 1 ^ H' ly 

Hohroibon, woboi hoIioii dio Angabo dor zwoi oi’ston Gloiolumgon go- 
niigon wilrdo, dii a ivio oboii liomorkt jodon dor Indizoa 00, 10, 01 
vorlroton kann, walirend dann Jod(»mal dio boidou andoron mit /3, y 
bozoiclmot wordoii. 

Dio Gloioluingoii (1)21) boaitzon iiioht mobr dio auagozoiobnoto 
Eigonschal't dos Bystoina (1)14), M duH duroli Auflbaung ontstohondo 
GloioluingonMyatom dum urnprilnglichon gloiohgobnul iat, os orgobon 
hIoIi violmohr ana don Gloiohniigon (331) duroli AiiflDanng uach don | 
di(} Gloioliuiigou: 

2 |i = “ % + -h Vfi "h »/y. 

(322) 2 — i?y, 

2 iy 

Dio GrdOoii § und ij atolion, wio ibro Dofinitionagloiobungon (818) 
zoigon, in dom /jiiaammcubange iniioinoiulor, dafi 17 , ,r aua i,y dnrch 

KvAior, TholuOiiikaonou. 81 
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Vn. 11. Dor Fall p^l. 


zykliBolie Vertausdliung der dvei GrSfieu tt, v, iv horvor^elit;. Darn 
folgfc sofori;, da 6 , ^enu man aus don Grdfion duroU noohmalij 
zykliBcho Voi'tnuBcliuiig von u, v, w dio Gh'dfion 

(323) e,^ = (-l)(9+‘')*'+-+*' 

«■ [fi + (> + tf] (^ + «) fr [« + 9 ] (^ “ w) -O' [fi + I (« + 1») -S’ [fi] (h — 

ableitet, diose GroBen g mit don GrSfien tj durcli diosolbon Gk 
ohungen verknflpft sind, wie die GrSBen 17 mit don GrBfion §. D 
ncbtet man dann ondlioh noob; dnB dnroli nochmoligo zykliaobo Vg 
tausdhung von Uj v, to dio GrBBeu g in dio ui'sprtlngliclion GrBBon 
llbergeben, so orkonnt man, daB aucli dio GrBBon § mil don GihIBc 
g durcli ebon diosolbon Gloiohungon vcrkntiiiffc sind. Man Imi; dnbo 
wonn man dio Gloichungon possond znsnmmonstolll, dio fblgoiu 
Tabello; 

“ Si “ 6« ~ ~ fy =" e- — l/i 4 - 17^ + 17^ -)- 

Si + S„ - S/j — 6 y "■ 2 g„ = — i7i -h 17 ,, — 17 ^ — 17j,^ 

Si - 6« + S^ - Sy = = - 17^ - 4 

5 i " S« - S^ + Sy = 2 gj, « - » 7 j - 17 ,, - 17 ^ + 17 ^, 

” “ Stf ~ "" 6 y =■ 2 i 7 j = — g, -|- g^ -I- g^^ 4 

(824) 4 „ 2 ^^ - - gH- S„ - St, - Sy, 

“ S«+ S^" €y 217^= - gj - g„ 4 g^ - gj., 

^1 “ ““ "I" Sy =“ 2]7y ^ “ Si g« “ 4 gyj 

-I7i-i7„-i7^-'i7y--2g, =-|j 4 6 „H- i,H-Syi 
Vi + %-Vfi~VY " 2g„ = ~ gi 4 g„ - g^, - g^, 

Vi-Va-^Vp-Vy-^Hfi “ - Si " S« H- S^ ” Sy, 

^1 Va "i" ^y ~ 2 gj, = || -|- gj,j 

aus dorou Gloiohungon duroh passondo Vorbindung dio don Gloi 
ohungen (XLYI) ontsprooliondon Gloiohungon: 

gj 9 Sy “ Si Sot “ % H" 17«1 

(326) - & “ S« Si - S„ « Vfi -h Vyt 

Si “ Sb -h Sy “=> - 171 “ 

S^ - Sy *“ S^ " Sy 17 , s - Vyt 

hervoigehou. 

Aus dan Gloiohungon (!J24) odor (326) nbor folgon ondlioh die 
naobstohendon bosoudoi's oinilaohon Gloiohungon. von donon jedo jc 
oino Gi* 8 Bo |, 17 , g ©ntliRlt, 


J3io Woioi'straftaolio Tliotaformol. 


m 


XLI1« Sata; 'WoierstriUQsolid Tbetafonnel, Setei wm: 

= l)(f+‘'K+*+«' 

^■[6 + 9 + ff](i + «)©'[« + 

(XLVII)9/„.-=(~ 

©■[e “I- 9 + tf] (^ + v) *’[« + 9 ] v) ®'[« + O'] Oo +«) w)» 

!)((.+<»)*'+•+.' 

fi-l's + 9 + tf](#+ w)'&[e + 9 ](i— «)'9'[fi-l-ty](»-|-w)€'[e](«— v), 

mul iMweicImet dm Index 11 hwrgct' mit 1, die Jndisea 00, 10, 01 in 
ii'gend welclicr Boihonfolgc mit a, §, y, so hesieHim gfuisehen den Qi'Sften 
§, 7j, ^ (lie folgenden GleioJmngen: 

+ ’ll + £1 =“ 

(XLVIII) + 

von deim die drei in der meit&t Zeile slcltenden (JleicJmngen je drei, 
die letgte Gleicliung dbor sedis verseJdedcne (xleiehmgcn wnfapi, 

Bei dor obigon Dai'stoUung orsclioinon dio Formolu (XLY) nls 
(lio ursprttnglicbon, dio Fonnoln (XLYl) uiid (XLYIIT) als aua ilinen 
abgoloitct. Man kaim nber, wio man loicbt siobt, obcnsogut von don 
Formolii (XLYl) udor (XLYlll) auagobon mid aiis ibnen jodosmal dio 
boidcu andoron Foimolsystoinu nbloiton. Dio innmngfaolioii ^usainmon- 
biiugo zwiseliou don Formolii (XLY), (XLYl) und (XLVIU) orgobon 
sich mil; Ililfo der Tiibollo (1)24) in dor Gostiilt von idoniisobon Gloi- 
chungon Kivisoboii doii GrilUon 1 /, Untor -don »nlih‘oicbon dor< 
nrbigou Boziobuiigoii miigon dio folgondon ala Boiaiiiolo nngogobcn 
worden. 

Dio Ableituiig dor orstoii Formol (XLYlll) aus doii Formoln 
(XLY) wil'd durob dio idontisobo Gloiohnng: 

mn ■H2fi + S,-t-e„-K^ + g 

^ ’ +i(3% + Si-e.-e^-y “■& + ’)> + & 

dargostolU^), wabi'ond dio idoutiaohon Gloiobungon: 

-- KSl + 6« H* + &1 — Sb) + KfiH" £«"l' iir) = Si “ £«+ 


1 ) Soboibncv, Obor dio Froduoto von droi und vlor TbotafinioMonon. 
J. f(lr Malli. Bel. lOa. 1H8B, pag. 258. 
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die Ableitung der vier erston Formoln (XL VIII) aus dou Formoln 
(XLVI) reprusentiei'en^). Andorerseits wird die Abloituug dor Formoln 
(XLVI) auB den Fomeln (XLVUI) duroU die Idoutitiltoii^): 

(Si + Vi + £i) -*-(& — S« + %) *" Si + S« + Vi — v«) 

(888) ""*?«+ 6«) "i" (% ~ So Sb) =* Si S« + Vi “ Vat 

- (Si - S^ + Vfi) + (^ - Sy + Vy) “ S^ - Sy - 1?^ H- Vy> 

(S„ + S^ + Vy) - (S« + Sy + Vfl) ■= Sj 9 “ Sy ” + Vy> 

die Ableitung dor Formoln (XLV) aus ihnoii duridi diu Idontitiiioii: 

(Si + Vi + Si) + (Si —'»?«+ Stt) — (Sy + + s„) “ (Si — Sy "h Vy) 

(329) « 2|i + Vyi 

(So + Vfi + Sy) + (Si — 17« 4- So) + (^1 ~ So H' So) — (Si — Vy S,.) 
-2S„4- 

dargestellt. Fndlicb wird man noch dio siwisubon dun Formoln 
(XLVIII) besteheudon Identitaten®): 

( 330 ) (li — i?a + So) + (i?i — So + So) + (Si — So "I" V«) =” Si + i?i H- S[ 

beaohten. 

Wirfi man zum Scblusso oinen Blickbliolc auf dio Gloiobnngon 
(XLV), (XLVI) imd (XLVIII), so erlcennk man, diiB dio lotztou von 
den beiden ei'sten dndurcb w<^QntHeli vorscliiodon siud, diiB in dioHvn 

dio Funktion ^[J](w)> ibnen abor die FmikLion ®'[J](w) dio bo- 

vorzugte Stelle unter don vier Thotafunktionoii oinnimmi;. Dioso 
Vorst^iodenheit biingt es niit sick, da0 zur oiiifaclislon Darfliiollung 
der Gloiobimgon niohb diircbwcg diosolbon GrBBon bonntzt wordon 
kSunen; dui'oh die EinfUlirung dor Gi'dBeii S> '>], S i><t, win dio Tnbollo 
(324) zeigt, dio olegnnte Foim der Gloiohnngon (XLV) niid (XLVI) 
verloron gegangen. 


1) IDunopor, Boniorkungon {iboi* Thotoftinotionon. I. G^IH. Nnehr, 188fl, 
pag. 1T6; Moyor, Dio Ableitnng dor Woioi'sbi'afi'aoliou 0 -llolabiuii ans oiniii' 
der Jaoobi*Boho» ^-Uelntionon. Tagobl. d. 68. Nalinf.-Vors. StmQbnrg 1886, 
pag. 864; Caspary, Obor das AdditionaUieoi'em oto. .T, fUr Mali), lid. 07. 1884, 
pag. 188. 

8) Bohellbaoh, Dio Loliro von don ollipbischon Inlogralon unil don Thota- 
Funobionon. Dorlin 1884, img. lOS; David, 8ur los volationB algdbriqtios dos 
fonctions 9 . Mdm. TodIodbo (8) Bd. 0. 8. ecm. 1884, png. 81 ; Drlot ok 
Bouqiiol, Thdoi'io dcs fonoUons ollipUquoa. 3. Anil. Favis 1876, png. 407; 
Kronookor, Bomorkungon ttbov dio JacobiBobon Thetnfbrmoln. J. Air Mntli, 
Bd. 108. 1888, pag. 860. 

S) Cnapnry, t)bor daa AddltbnBlbooi'om oto. J. fflr Math. Bd. 07. 1884, 
pag. 108, 
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Dio Gloiclnmgen (XLYI) mirdou von Jaoobi im. Herbsto 1886 go- 
fnndoii, wtirdon von ihm Kiiorst in soinei* Vorlosung vom W. >8. 1836/36 
mitgotoilt^) mid spStor in soinor Vorlosung voTnW.'S. 18S9/<10 vriodoi*" 
holt*). Sio findoii siok niidli in oinoin. Briofo Jacobis on Hormito 
vom 6. Yni. 18<d-6 erwHlmt*); vordiTontiidlii wui'don diose Formeln suorst 
von Rosonhiiin*'’). Dio Gloiobuiigon (XLV) sind gleiolifolls von Jacobi*) 
niigogobon und von Rosonhaiu*) vorlilFontliclit wordou. — Dio oisto 
Gloiohung (XLVIll) wnrdo von Woiorstrnfi in soinon Vorlosmigon 1862 
miigotoilt, wo sio auf Ginind dor Dosiobung: 


(881) 


pu - pv 


+ 1>) 
0*1* a*v 


unmittolbni* nns dor IdontitUt: 


(332) - f?tfj) + ~ f7*0(jE?M8 - jywj) 

(pn - pua) ipvi - ptii) « 0 

homrging’). VordfTontliclit wiirdo dio Fonnol ssiiorst von Scbollbaob*), 
dor sio aus oiiior I'onnul Uicholots nbloitot. WoiorstrnB*) hat bo* 
morkt nnd Dolislo^*) waiter ausgflfdhrt, dnB dnreb diosn Gleidiimg dio 
b'unktion an bis auf oiiion h’alrtor von dor I'orni bostiiumt ist, wo 

a und b willhUrlich blnii)ondo Konstantoii boxoiohiion. — Duh vollo System 
dor 16 Gloiohungoii (XLVIII) bat xuoi'st Study ^^) aiifgcstolll, dosson oiu- 
gobondan Untorsacbiingon 6ber dio bior vorliogoiulon Kovmoln auuli die 
Tn))ollo (32d) ontnoinmon ist. 


1) ICronoekor, Obor dio Zoit mul dio Art dor Entstohiing oto. Borl. 
JJor, IBOl, png. nnd J. fflr Hath. lid. 108 . 1801 pag. S25. 

2) Jacobi, Thoorio dor olliptiBoboii Funotionon uto. Cion. Worko lid, 1. 
liovlin 1881, ling. 607. 

8) Jauobi, Dxtruit do doux lottrOH do Cliai'IcH lEormito it U. G. J. Jacobi 
ct d'lino loltro do Jacobi adroHBdo it Hormito, Goa. Worko lid. 2. Jiorliu 1882, 
pag. 116. 

d) ItoHonbain, Mdinolro sur Ion fonclioiis etc. Mtrni. prds. lid. 11. 18R1, 
pag. 871. 

5) Jacobi, Thooiio dor ollipUHclion Fimolionon uLo. Goh. Worko 13d. 1. 
liorlin 1881, pag. 681. 

6) lloBonbain, Mdiuoiro 8ur Iob fonctionn oto. Mdm. pi'dii. 13d. 11. 1861, 
pag. 875, 

7) WoloratroB, Zur Thoorio dor .Tnoobisohon Funotioncm von inobroron 
Voriludorliobon. Borl. Bor. 1882, png. 606i Sohwarx, Vormolit und Dobraltlxo 
xnii) Qobranoho dor ollipUaoboii Fimotionoii. Naoh VnrloHUngoii und Anfxoieb- 
nimgoii dcs I£orm IC. Woioi'BtraQ. Gottingen 1881, pag. 17. 

8) Sobollbach, Dio Lobro von don ollipliBohon Int. oto. pag. 108. 

0) WeievRirafi, Zut Thoorio dor JaoobiRohcn Funot. otc. Borl. Bor. 1882, 
pag. 606. 

10) Do1islc, Bostimmung dor allgomoinston dor' IFunoUonnlgloiobung dor 
0 >Fnnction gondgondon Function. Ma&. Ann. Bd. 80. 1887, png. 01. 

11) Study, SpliHriaoho Trlgonomotrlo, ovthogonalo SubsUlutionon und 
ollijitiscbo Funotionon. Loips. Abli. Bd. 80. 1808, pag. 106« 
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Us m5gen hier waiter ein pear Worte Flatz flnden ftboi* dio '' 
sohiedenen Methoden, walcho zur Gewinniing dor in Eodo stohoiidon Thi 
fomeln ongewondet waiden klinnon, In orator Dinio vordionon j 
Kethodon genannt zn warden, bei welohen dio Pormoln duroh diii: 
Umformung der ihro linkon Boiton dai'stellendon unoudliohon lleihon 
wonnen warden. Solcha Methoden haben fdr dio Forinoln (XLVl) Jacob 
selbst, fdr dio Pormoln (XLV) Henry St Smith*), fUr dio Porn* 
(XCiVni) Halphon*) angegoben. — An zweiter Stollo mbgon jono 
weismethodon gonannt wei-don, boi welohon dio in don Pormoln auftrot 
don Tliotaprodukte von dar Poirm (® — j/) raifctolsb 

ana der Pormel (L) pag. 89 folgondon Pormol^): 

(888) « [*](* + y), 0 [^,](» - y), = J" (- 1)-C' J>[j] (3 *),«»[' + '] 

diiroh Thotaihnktionou mit dam doppelton Modul anagodrllokt nnd dadu 
dio Pormeln aelbat in idontisoho Gloiobungou zwisolion dioaon Tholat\i 
tionen ttboi'gefdbi't werdon; so von Onapary*) uud boaondurs Ulioraic 
liob von Eroneokei* *). In tbnlichor Woiao habon Study und Kloibo 
die Thotaprodukto + y) vormittolat dor Jiioobiac) 


1) Jacobi, Tliooriodoi'oltiptisohonPunotiononoto. Goa. Worko Bd. 1 . Bci 
1881, pag. fi08| vorgl. aooh finnoper, Klliptieolio Pimctionon. Thoorio und < 
sohiohto. Hallo 1876, peg. OG. B. Aufl. Hidlo 1800, pag. ISG; Book, Kumbi 
toriaoho Ableitong oinigoc Eigonaoboften dor G-I'unotionon. Hamb. Mllth. Bd 
1890, pag. 74 und fQr p > 1 Lipps, t)bor Tbetaroihou und ikron Zusaiumonhr 
mit den Doppolintegralen. LeipE, Boi'. Bd. 44. 18DB, png. 840 und 860 u. f. 

8) Smith, On a formula for tbo multipHoation of four Thota-Punctio 
London M. S. Proo. Bd. 1. 1806, Nr. 8; fllr _p > 1 aiiBor Smith, Note on i 
formula etc. London M, 8. ^}o. Bd. 10. 1870, pag. 01 boaondora Pryin, 1 
nonor Bewois oto. Acta math. Bd. 8. 1888, png. 801. 

8) Halphou, Traitd dm fonotiona elliptiquoa ot do loura appUcalio 
Bd. 1 . Faiia 1886, pag. 944. 

4) Bosdglioh der Ableitung dioaoi' Formol aioho % 16 dioaoa Knpitola. 

8) Caapary, tJhor die Verwondiing nlgobrniaoher Went. oto. Math. Ai 
Bd, B8. 1887, png. d08 und: Snr uno inGtbodo dldmonUviro pour ohfconir 
thdorbmo fondamontal do Jacobi, rolatif nux fonctionH thOta d'nn aoul ar{ 
mont C, B. Bd. 104. 1887, pag. 1004{ fSr p b 8 vor Oaepnry, Bbor oir 
einfkolien Bowoia dor Iloaenhala'Boliou Fundamontalformolii. Math. Ann. Jlcl. 
1887, pag. 671 aohon Ennoper, Bber oinigo SUtao nus der Thoorio •O^Fui 
tionen. Z, fflr Math, .Bd. 18. 1807, pag. 86; ftlr boliobigos pi Caapary, t)l 
doa Addidionabheorem eto. J. fOr Math, Bd. 07. 1884, pag. 166; nuoht Sur 
thdorhmea d’addition doa fonobiona tliOta. 0, E. Bd. 104. 1887, p. 1866. 

0) Kronookor, Boraorkungon flbor dio Jaoobi’aohon Thotaf. oto. J. i 
Math. Bd. 108. 1888, pag. 800. 

7) Study, On the Addition Theoroma of Jacobi nnd WoioratmB. A 
J, Bd, 16. 1804, pag. 166. 

8) Kloiber, Ableitung omoB Syatema von Pormoln Elr dio olliptiaob 
Punotionan und ihr ZuBammonhang mit dor aphariaohon Trigonomotrio. Proi 
KOnigaberg 1880 und 1681, 
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Additionathoorcmo*) durdi EtmkUonon '8'[£](iB), ausgodrttolct uud 

dadurdi die in Bodo stoliondon Formdn in idontisolie Gleicdiungen zwisohen 
dioson lofcztoron ]?unktionen tlborgofdhri; man wird jedodh dazn bemorkon, 
daB meist nmgokehri; die hior. vorliogondon Fonneln dio Qrundlage fdr 
die Gowinnung dor Additionatkooroino bildon. — Dio Boatimmung dor 
'riietnfunktion duroh ihro ForiodizitBtsoigensohafton (XIII. Satz pag. 84) 
bonutafc (bei beliobigein jj) Pryin®) zum Bewoiso doi* Foimol OTiV), 
don Hormitesobon XVII. Satz pag. 40 (gleiobfolls boi boliebigem j}) ziim 
liewoiso dor roriuol (XLYI) Froboniua^, znm Bowoiso dor Formol 
(XLVIll) Briofc et Bouquot^) und naob ibnon Gutzmor**), don 
lloBiduonsat/. zum Bowoiflo dor Formol (XLYIU) Kaptoyn^ und naob 
ibiu Oraig^), don Satz von doi* Konstanz oinor Hborall stetigon 
Funktion Kronockor^ und Bakor^, oino oigontdniliobe Zoi’spaltung 
porlodisobor Funktionoii Prym*°) und oino von Uicbolot^^) und Dumas 
aiigogobono I'arlialbruobzorlogung oinos duroli unondliolio Produkto dai> 
gostolUon Tbotaquotionlon Sobollbach^^. Fndliob in6go iiooh auf oino 
von Bakor*^) augogobono gooinotiiaobo Doutung dor Formoln bingowloson 
wordon. 

DaO dio Formoln (XLYIII) in tlhnliobor Woisoi wie os am ScblusM 
des § 10 mit dor Uiomnnnsobon Tbotaformol gosebobon ist^ auf Pindttkte 
von molir als vior Tbotnfuiiktionou auagodobnt wordoii kdiinen, bat 
sobon Soliollbaob^*^) angogobon. Dioso erwoitertou Foimolu hat sodann 


1) Jacobi, Theovio dor olliptisohon Fimoiionon oic. Gob. Workc 13d. 1. 
Berlin 1881, pag. 610 FormolBystom C. 

5) Pryin, Kui'zo Abloitnng etc. J. Rlr Math. Bd. S8. 1888, pag. 181, 

8) Frobonius, Dbor daa AdditionBlboorem otc, J. far Math. Bd, 80. 
1880, png. 185. 

4) Briot ot Bonquot, Thoorio dos fonotiona oil. Pans 1870, png. 486. 

6) Gutzmer, Bomorkuug Oboi' dio JocobiKobo Tbotaformol, J. fOr Math. 
Bd. 110. 1808, pag. 177. 

0) Kaptoyn, Nonvollo indtliodo pour ddmontror la foittmlc fondamontalo 
dos fouctionn 0 . Darb. Jinll. (8) lid. 10. 1801, pag. 135. 

7) Craig, A fundamental Ihooroin of tho ^-Fuuotions. J. Hopkins Univ. 
Giro. Bd. 11. 1808, pag. 48. 

8) Kronockor, Bomorknngon Obor dio Jaoobiaclion Tbolaf. oto. J. fdr 
Hath. Bd. 102. 1H88, png. 860. 

0) llakor, Un a goomotrioul proof of Jacobi's 4h>formala. Math, Ann. 
Bd. 48. 1808, png. 608. 

10) Prym, Untorauebungon dbor dio Biomann'acho Thotaf. Lpz. 1888. I. 

11 ) Ilioholot, Dbov oino raorkwdrdigo Formol in dor Thoorio dor ollip- 
biachon 'iVanscondoubon, und oino Abloibung doa Fundamonbalthooioma. J, fdr 
Math. Bd. 60. 1866, png. 41. 

18) Damns, Dbor dio Bowogung dos llaumpondols mit Kdolniobt auf dio 
Uobation dor liirdo. J. fdr Math. Bd. 00. 1866, png. 68. 

18) Sohollbnoh, Dio Lobro von don elliptlsobon Ini oto. pag. 108. 

14) Baker, On a goomotrionl proof oto, Math. Ann. Bd. 48. 1808, 
pag. 603. 

16) SohoUbaob, Dio Ldu'O von don olUpUaohon Ini oto. png. 108. 
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Bnnoper^) daroh wledorbolte Amvondung der ursprilnglichoii Fonji 
bewiesen und in neuerer Zoit in gansi oinfaoher Woiso dtirch Anwondu 
dos Besiduonsatzca Kapteyn*) iind Morley*’). Betraohtoi man nltnil 
die lIHmktion; 


( 334 ) 


- tfi) (g ~ Pi) ■ ■ • (^ - y ») 


wo -fri die tingorado Thetafonktion bexoiobnct, nnd sct»t 
( 336 ) + + + + + + 


voiwis, 80 iat die Funktion ^(jr) doppoltporiodiaoh und winl oo^ in d 
n Funkten Sotet man die Snimno dor Uosidnou Ni 

so bat man Bofoit: 

(ttp r~ yt) ♦ • • (oiy y^) ■ ■ ■ l^t jsBf _y«) ^ « 



eine Formel, die ftlr «) •= 8 die Woiersti'afisolio ist. 

Da die Foitnel (308) ^r = 1 in dio WoiorBU'afisoho ilborgnht, 
kann aie ala dio yerallgotnoinei’uug doraolben fflr boliobigoa p angosob 
werden. Eino andei’e Aiiadebnung aoinor Formol auf don Fall > X b 
WeierstraB^) solbst in dor Foim: 

(837) + 

ongegeben, wo r « iat, 0 oiuo ungorado TbotaAmktion boKoiolmot, u? 
flbor jone 1 • 3 * 6 • ♦ • r + 1 Frodukto von jo r + 2 I'liotariinktionnn s 
Bnmniioi'eu iat, dio ans dem angosoliriobonon horvorgohon, woim mi 
znerst die Indizos 1, 2, 8, • • •, r + 1, bioranf dio Indizoa 3, d , • • • , r + 1, • 
zykliaoh voi'tanscht. Ifaobdom Gasp ary '*) oinon Bowoia dioBor Form 
angogobon batte, dor siob anf dio Einfdbi’iiug doi* 'L'hnlaAnilcUonon m 
doppelton Moduln sttttKt, habeii FrobenitiH*’) und OaRpary'^) oinfauboi 
Beweiae mitgeteili, xngloiob abor gexoigt, daB dio Foimol (387) filr jodi 


1) Ennopor, Bomorkungon libM Tbotafunctionon. I. G3tt. iNaobr. 188 
pag. 17fl. 

8) Eapteyn, Nonvello mdtbodo oto. Darb. Bull. (S) Bd. 16. 180 
pag. 186. 

8) Morley, On a gtmozaliantion of Wolorsbrafi'a equation with bbroo lonn 
Bull. Am. M. S. (8) Bd. 8. 1806, pag. 81. 

4) WolorstmO, Zur Tkoorio dor Jnoobischon Fimot. oto. Borl. Bov. 188! 
png. 606. 

6) Gnapary, Abloitung dos WeierstraBsolion Pundanionlaltliooroma ft 
die Sigmafbnoiion mobroror Aigumonto aus don Kroneckorsohon llolationo 
fBr Subdeterminanton syiuinota:i8obov Systemo. J, fUr Math. Bd. 00. 188( 
pag. 188. 

0 ) ProbeniuB, Bber Tbobaftinotionon mobroror Variaboln. J. Ittr Itfatl 
Bd. 86. 1884, pag. 100. 

7) Gaspary, Zur Thoorio der ThotoAinotionon mobroror Ai^imonto. J. Bl 
Math, Bd. 06. 1884, pag. 884, 
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^ 2^ boatelii. Dino pi'alctisohe Yonrortbarkeii, witf dio Biomaimsoho 
Tbotafoiiuol, bosityit dio Tonnol (887) niohi; die lasch waolisondo Gliodoi^ 
anstabl isnsammen mit dor snuiohinondon Anisalil dor in oiiiom Produkto 
voreiuigtou Tholafimktionon maoht dio Aiiwoiidung dbor i> = 2 hinaus 
uninOglioh. 

Sotzt man in don Gloioliuiigoii (XLIII), iiidom man nntor u, v, to 
unnbliilngigo YGriiiidorlioho vorstoht: 

(338) = « -|- v -|- tVf Vj =« », »8 “ *>4 tv, 

so woi'den: 

(330) + V, «a =» « + IP, «a V 4- w, =» 0; 

os Torscbwiiulol; infolgodesson von den (lurch (Xl^IV) definioi'ton 
Gi’ofion y die Grdfio iiud dio lotzte Gloichnng (XLV) gohi; in 

(340) «(,(, - Xif, - a!oi + iCii =■ 0 

llbo]', wo jotzt dio GrSfieu x dumb dio Gloichnng: 

(841) a:„. = (-l)('+? + «)'' 

[fi + p + (X] (it -f- f) -f *y) O- [fi 4- () 1 (it) O' 4- <y] (w) ©"[fi] (ty) 

dohniort Bind. Die Poimol (340) nmfsBt 10 vorscdiiodono Gloiohnngcn, 
die aus ihv hovvorgohon, wonn man an Siiollo oiiior jedon dor boidon 
in (341) vorkoinmondon Por. Char, (p), (a) dor Uoiho iinoh dio vior 
Yorschiodonou Ciiaraktorisbikon setzb. 

Plir don spoziollou Pall (p) — (®) “ (0) wiirdo dio Foimol (340) 
sehon von Logondro^) angogobon^ spUlor bal. si» Gndorinann^ nnd 
naoh ibm SchrUtor'^) ans don AdclitionHlbooromon dor Tliotarmikbion al)- 
geloitoi.; oincn andcron Bowois mib llilfo dev Intogmlo .xwoitor Gatlung 
hat Ilorinitn'^) gogebon. In obigor Wuiso als spoziollor Fall dor lliomann- 
suhon Tliotaforniol wtirdo dio Povmol von lEonry St. Smith ^) nnd 
SohrOtor") gowonnoii. Ciiyloy'^) loitot sin als spcxiollnn Vail oiuor 


1) Logondro, Traibi dos fonobionfl olliptiqnca ot doH intdgi'uloR ouldi'ionnoa. 
Bd. 8. Pam 18S8« pag. 100. 

B) Gudormanit, Thcorio dor Modular-FiinctionoD nnd dot* Modular- Into* 
gralo. J. fdr Math. Jid. X8. 1888, pag. 187. 

8) SobvStor, BoitrAgo auv Thooiio dor ollipUschon Punktionon, Acta 
math. Bd. fi. 1884, pag. 306. 

4) Ilovmite, Stiv ime volabion donudo par M. Oayloy, dano la tlidorio dcR 
fouctiouR olliptiquos. lUxtrait d'uno lottro adrORSdo a M. Mitfcag-Lofnor. Aola 
matii. Bd, 1. 1888, pag. 808; voi'gl. daen M. da Silva, Sur trois formuloK do 
la tlidorio dos fonotions olliptiquos. I)nvb. Bull. (3) Bd. 10. 1880, pag. 78. 

6) Smith, Note on Uio formula oto. London M. 8. Proo. Bd, 10. 1870, 
png, 00. 

0) SohrObor, Boitrlige ssur Tlioovio otc. Aota math. Bd. 6. 1884, pag. 906. 

7) Cayloj, A thoorom in BUiplio Punotione. London M. S, l*roo. Bd. 10. 
1870, pag. 48. 
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allgemeinereu von Glaiahor^) angogebeuon Fonnel ab; dofi aber diase 
koine andere als dio Riemannaohe Thotaformol ist, xoigb M. da Silva’). 
Das System dor 16 Gleiohungen (8d0) ist von Forsyth’) ongegoben 
worden. 

6eM man in don 16 Forsythsolion Gleiohnngen so gohen 

daraus 16 Formeln hervor, welohe Jaoobl^) angogobon hnt nnd fdr 
woloho Beweise von Sohollbaoh’), BjOvling’) nnd Brooli^) mitgotoilt 
wordon sind; einzolne diosor Gleiohungen anoh boi Guoizlaff’) nnd 
Honry St. Smith’); dafi man von don Jaoobisolion Qloioliungen 
wioder zu den nrsprlbigliohen Forsythsohon /.nrtlolckoliron konii, xoigt 
Alboggiani^). 

An diosor Stolle mdgo anoh auf jone Gloiohungon liingowioson 
woi'den, weloho zwisclien Frodukton von 6 Thotafunktionon init don 
Argumonten U| v — o, w •*- «, u — v bostohon und woloho, naoh- 
dem oinzolno von ihnon sohon Jacobi ^^), Gudormnnii”) und 
Sobellbach^’) angogobon hatteu, in grdfioror Zahl von Glaishor^'^) 


1) Qlaiahor, Sur qttolqnos dquations idontiquos dans la thdorio doH fono- 
tioDB olliptiqucs. Assoc. iVan 9 . C. 11. do la 0"” boss. (ItoiniH) 18(i0, pag. 888. 

8) M. da Silva, Sur uuo question do la tlidorio dos fouctions ollip- 
tiques. Bull. Bruzellos (8) Bd. 10. 1886, pag. 70 und; Sobro uiin formula 
relativa il la tbooria das fhn 9 dOB olliptioas. Toixoiva J. Bd. 6. 1K88; vorgl. dnxu 
Mansion, Rapport sur uno question do la thdorio dos fonctionH clliptiquoB. 
Bull. Bruzollos (8) Bd. 0. 1886, pag. 884; auch Cnspary, Dbor dio Voiwon* 
dung obo. Math, Ann. Bd. 88. 1887, png. 408. 

8) Forsyth, Note on Prof. Cayley's „formuln in olliptic fonotions'^ Moss. 
Bd. 14. 1886, pag. 88; dasn Cayloy, On a formula in olliptic fmietiouH. Moss. 
Bd. 14. 1686, pag. 81. 

4) Jaoobi, Sur la 1 ‘otabion d'uu coi'pB. Bxtrait d'uno lotbro ndrossdo il Tae. 
dos so. do Paris. 1840. Gob. Worke Bd. 8. Berlin 1888, pag. 886. 

6) Soliollbnoh, Dio Loltro von den olliptisohon Int. oto. pag. 108. 

0) BjOrliug, Om additions fomlomn iUr do olliptiBkii Binktioiiomn. 
Ofvorsigt of k. yoii.<Ak. F6i'li. Stookholm Bd. 88. 1800, pag. 81 und : Note sur 
lOB formulos d'addition dos fonotionB olliptiquos. Aroli. fdr Math. Bd. 47. 1807, 
pag. 890. 

7) Broeh, Sur los formulos d'addition dos fonotionB olliptiquos do 
M. C. G. J. Jacobi dans son „Mdmoii '0 sur In rotation d'un corps", C. R. Bd. 60. 
1804, pag. 090. 

8) Guotslaff, Xquntio moduinris pi'O transformntiono funotionum ollip* 
ticarum Boptimi ordinis. J. fHr Matli. Bd. 18. 1884, pag. 178. 

0) Smith, Note on tho formula oto. London M, S. Frao. Bd. 10, 1870, 
pag. 97. 

10) Alboggiani, Intorno ad nlouno formolo nolla toorion dollo funsioni 
ellittiohe. RenA Palermo Bd. 1. 1887, pag. 860. 

11) Jaoobi, Formulae novae in iJiooria tronBoondontinm ollipbioarum Am- 
daineutaloB. 1886. Gos. Werko Bd. 1. Berlin 1881. pag. 888. 

18) Gndormann, Thoorio dor Modulnr.-Funot. oto. J. Mr Math. Bd. 18. 
1888, pag. 107. 

18) Sohollhnoh, Dio Lobro von don ollipt. Lit. oto. png, 101. 

14) Glaishor, On eortoin formnlao in DllipUo Funotions. Quart. J. Bd. 10. 
1888, pag. 88. On Bomo elliptic Amotion and trigonomotrioal thooroins. Moss. 



nolationon Bwisohon don vlor Thetafunktioncn. 8S1 

aufgostelll wordeu Bind. Bioso Gloiohungon habon itu'e gomoinsaino Quollo 
in jonor Formel, woloho aus (8S6) fdv 4 hervoi'gekt. 

Zum Sclilusse diosos Faragrnphon boUgii aus don Formeln (XTjV) 
jouo spoziollon Gleiolnmgon nbgoleitot wordoii, welclie den t^bergaiig 
211 don ollipUscboii Fiinktioucn yermitiiolii^). 

Setzt mail in (XLllI) iiidom mnn nnfcor u oino nnAbhiingigo 
Viirinble vorstolifc: 

(342) Vi «= M; = tt, i>8 -» 0, v,i “ 0, 

so ivird nuoli: 

(843) “ «, = It, ita « 0, «= 0, 

und dabor, wonii mnn nock ((r)«(0) sotstt: 

(344) - ff., = + <,](«) 

Fttlirfc mnn abor diese Worfae in dio Gloiokiing: 

(346) !/oo-2/ii + % 

oin nud liiOt nn Sbello von (ff) dor Boilio nnok dio Gbarnkterisfcikou 
(J), Q, Q fcrefcen, sotizl; auok znr AblcUrzuug: 

(840) ^ '3'oiJ 

so orkilli; mnn die vior Gleiokungcn: 

(847) O'So^S.OO = 

■»So»fo(«) - «■§.(«) - 

»s.*s.oo=o;.n(«)+<^!i »!.(«), 

dorau lobzto fQr tc 0 dio Uolntion : 

( 348 ) = 

liofori Yon don vior Gloidmngon (347) sind dio boidoii lotzton oinu 
Folge dor boidon oi'sbon; dieso nbor knnn mnn, indom mnn ikro linko 
und rookie Seiie durok '^‘3'oi(tt) boss. '0'oo‘9'Si((*) dividiorb in dio Form: 


nd. 10. 1881, png. 08. On a mothod of deriving forinulno in Elliptio Ennobions. 
Cambridge Froo. Bd. 4. 1888, png. 180 undi Formulae in ollipbio AiiictionB. 
Brit. Abboc. Bop. 1870, png. 860; vorgl. danu Wilkinson, An ollipbio flinotion 
idonbiiy. Moss. Bd. 10. 1881, png. 06 imdi Slorbn, Ubor oino Jooobiaoho 
Gloiohung. J. fUr Mnbh. Bd. 188. 1000, pag. 108. 

1) BoaOglioh dioBOB tiboigAngoB Bolbsb sieko Jnoobi, Thoorie dor ollip-> 
tisohon Funobionon oto. Gos. Worko Bd. 1. Berlin 1881, png. 407; nuoh: 
Briosohi, Lcsioni Bulla boorioa dolle fbuHloni Jnoobiono nd un solo nrgomoubo. 
Giom. di Mnb. Bd. 8. 1864, png. 8, 88 n. 180. 
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(340) 


^10 ^01 C^O ^10 00 

5^ ^00 (**) t= 1 — ^is ^4 00 
<^0l(") ^00 <00 


bringeu. 

Setzt man femer in (XLIII), indom man untor « 
ab1iS.ngige yeriiiiderliohe vei'stoht: 

(350) tft = V8*=«» — — 


und V zwoi un- 


so wird; 

(861) «!"-« + *;, Mj «» M — V; Ma = 0, »= 0; 

und daber: 

a!^^-.(-l)(?+‘')-' 

(862) ■9'[£ + ^ + tf](«) ^[fi4- (>](«) 'O'kJWj 

#[« + ? + tf](tt4' «) + <>](m - v) ^l-le -f- ff.|(0) fr|£j(0). 

Fahrt man diose Worte in dlo Gloioliung: 

(868) 2/oo + tfii -” % + i®,i 

eiDi indem man gleiehzeitig (p) = Q, (ff) = Q sob.tj so orlillU man 
dio Gleieliung: 

'8’flo^io^oi(w “ ■y) ^J'ii(w + «) 

“ K («) W ^00 W + ^m(* 0 O-ioGO ^01 (v) On (w); 


fdhi't man dagogeu die Werbe (362) in die Gloioluing: 

(86B) 

ein, setzb gleiohzeiiig (fi) « (0) und lilfil; an Stollo von (o) doi* Uoihn 
naoh die Chai-akteristiken Q und Q fcrefcon, so orliilU man dio 
Gleiohungon: 

^■01 ^iO ®'01 (m - «) ^10 Ot +«)“ 
^^io(w)«'u(«)«'ioW^oiW - 
(366) #01 (it - v) #00 (m H- ») =■ 

^ooW^oiM^-ooW^-oiW “ 

< ^01 (« “ ®’m(« + «) “- <(wX(«') — <(«)'®'uW- 

Dividiext man die Gleidhung (864) und die boidoii orsboii Gloichungoii 
(356) durdh die lotzte, ao erl^t man die Addibionabhooromo dor 
Tbe^^uoiienbeu: 



Additionathcoremo clcr Thotaqnotionten, 
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( 367 ) 


^ 11 (k) ^e(£) 5 oo(») 1 £op («) <>"10 00 ^ii(<>) 

^ 00^10 ^ <^01 W O’oiliO ^m(^) ^oi(«) 

o-Si ‘ 0 'oi(«H-w) 1 ^i(«) £ii^> ’ 

fi{!i(«) *oi(»> 

■friaju) Oift(li) »B,(«) #oo(H) ?:il(") 

^jo ^to(« + 0) ^ »oi(«) »0i(0) froiClQ »oi(«) »oi'(«j ^t.^) 

K fi-oi («-!-«) ' 

®oo^0 gjiaW frio(«) *u_$0 iijj>) ■ Q'u(«) 

floo ^oo(«H-J!) ^ <^oiOO hijv) »ot(«) ^ot(«) K (P) ^ ni(<>) 

K ^oi(»+«) 1 1 (*) ^lil") 

^l(«) ^oi(«) 


Dilferonbiiort man oiuUioh die Olololuuig ( 364 ) links iiiul rachts 
iinch V 1111(1 Hot»fc liiomiif t) » 0 ^ so oiitsfcelit, dn die Funktionon 

d-frooCi*) dg„,(w) d»oiiv) 
dv * dv * dv 


(368) 


als die Deriviorbon gorader Funkbionen fUi* v 
man fiir jedo Charokboiisbik 


( 359 ) 


du 


= ^.V (««) 


0 vcrsoliwinden, wonn 


sebi&b iind den Werb; den dioso Fankbioii fdr n » 0 niinimmb, kiu'K 
mib bezoiohnot: 


( 300 ) 


~ ^01 ^11 (it). 


Diflui'onbiieii man dioso Qieicliiuig oiidiich /wcimul iincb tt iind sebxb 
liiernuf it =■ 0, so orblUb man, weun man 


( 301 ) 






00 



sebzb iind die Worbe, woloho dioso J^nkfciouoii fttr « — 0 aniiolimoii, 
mib dgi' boz. bczeiebnob, die Qloicibuiig: 

( 302 ) + ^oo^io) 


odor diirob '&QQ^,n3'Ai‘3'ii links imd roobbs diyidiovoiid: 


( 303 ) 


<^ii 


^00 

©■qO 


J- 112 . 4 . 

^10 * ®'oi 


Dn Him nbor gomilB dor dloiohung (VI) pag. 0: 


(864) 


j •'(»)« 


0«* da 

isb, BO kaim man dor Gfleichung (368) nuoh die Ooabalt: 
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(366) 


dlog9\i Slog-froB , ^log4^,o , dlog^oi 
U ’ art 0a ■*“ 00 


geben und sohliefit dann doraits, dafi 

(366) fi*!! “ G ■0'qq '0'iQ ©'oi 

ist, wo e eino auoh vom Thetamodul a unabl^gigo Gr66o boxoiohnol, 
fdr wolohe siob duroh Eutwiddnng dor linken und roolibon Soifce 
iiaoh Fotenzen von &* imd Veigleiohung dor Anfangagliodor dor Worl 
ergibt; sodafi scblieBlioh: 

(367) ©j, = *©oo'®'io'®'oi 
ist. 


Die Formeln (347), (348), (349), (357), (367) sind xuoi'st von 
Jacobi') ongegebon worden. 

Dev obigo Beweis dev Fovmol (367), dev nacb Frobonius^ von 
WeiorstvaB lierrftbrt, wuvdo zuerst von ICbnigebergor*) mitgotoilb. 
Einen direkton Bowels dev Formol (865) duvch Umfonnnng dor nn- 
ondliehen Beihon hat Lipsehitz') augogoben, wUhrond Tliomao'*) di« 
Formal (867) auf dii'oktom Wogo tins don Produktontwlcklungon dor 
Thetafiinktionen horleitot. Jacobi'') hat dio Fonnol (367) bowioHoii, 
indom or zeigt, dofi dev Ansdriiok: 


( 868 ) 


©0#©1#©0I 


soinen Wort niclit llndort, wonn man don Thotomodul a duroli 4 a, 16 a, > 
emotzt; einon Ulmlicben Qodoukou. vorwondot zum Bowoiso d<u' Formol 
(867) Schollbaoh '). Andore Bowoise sioho nooh boi Frobonius") 
und Bockhorn Bolationen zwisobon don Nnllworton dor Thetarunklionon 
und ihron hOheron Doi'ivlei'ton boi Pascal'"). 


1) Jacobi, Tboorie dor olliptieohen Funotionon otc. Goti. Worko IJd. 1. 
Dorlin 1881, pag. 611, 618 u. 617, 

8) FroboniuB, tlbor dio constonton Fnobovou dor Thotuvoibcn. J. flU* 
Math. Bd. 06. 1886, peg. 246. 

8) ICdnigsboi'gor, Yovlosungon. dbov dio Thoorio dor olUpUsolion Func* 
iionon. Bd. 1. Lpz. 1874, pag. 880. 

4) Lipsohitz, Dddiiction arlthmdtiquo d'uno rolniion duo ft> Jnoobi. Extmit 
d'uno lottre ndroasdo & M. Ilormito. Acta math. Bd. 7. 1886, pag. 06. 

6) Thomae, Abrifi eiuor Thoorio dor ooinploxon Funotionon und dor 
Thotnftinotionon oinor Vovllndorliohon. a‘* Aufl, Ilnllo 1878, pag. 164. 

C) Jacobi, Thoorio dor ollipUBohon Funotionon oto. Gob. Worko Bd, 1. 
Beilin 1881, pag. 616. 

7) Sohellbaoh, Dio Lohro von don olliptieohen Int. oto. png. 48. 

8) Frobenius, uber dio oonstonten Foot. oto. J. fHr Hath. Bd. 08. 1866. 

png. 847. ’ 

0) Bookhorn, Boziehungen zwiBohon ThotoAmotionon mit vorschiodonon 
Jaoobi*Bohon Hodulon. Frogr. Solingen 1801. 

10) PaBoal, Sopra dne rolozioni rimarohevoli frn i vnlori dello doi'ivato dollo 
fhnzioni © ollittiohe per argomonto zero. Ann. di Mat. (8) Bd. 84. 1800, prtg. 88; 
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Setzt man nun: 

(869) 

sodoB wegon (348) 


(870) 

ist, und fei'ner: 


+ «'*=! 


YOO; 


5li ?«_(«) 
^10 ^01 (») 


ffW, ? 


O-oi 'O'oo(«) 


h{n), 


■O-oo -U-oi («) 

SO lioferii dio Gloicluiugon (349) sswisohen dicaou droi Funktionon 
dio Beziohungen: 

(372) g\u) = 1 - /»(«), A"(u) = 1 - *Y*(«), 
die Gleicliungon (357) iiber fUr sio die Additloustlieoi'omo: 

f(.u)g(,v)h(v) + fiv)giu)Hu) 

giu)g(v) — f(n) f{v) h(») hjv) 

1-kVW^W ' 

A(w)ft(e) — xV(i O f {v)g(n)giv) 


(373) 


f(u + v) 
ff (m -f- «) ■ 
A(h + v) 


Differontiierii man dieso Gioiclimigen links uud roohfcs nacli v und 
setzt hierauf v-=0, so orhttlt man doraus dio Gleichungoii : 


(374) 


r(«)= r(o)ff(n)hoo, 

/(«)=-r(o)/'(«)Aoo, 

y(tt) = -xY(0)Wff(iO- 


Nun ist aber irnch (371) und (367): 

(376) /-'(O) 

setzt man dober endlich: 

(376) /'(«)-’ iff 
also 

(377) ^(u)^-]/]:^*, 7,(»)=,yr-'*v, 

und 

(878) = 

so wild aus dor oi'sfcen Gloiohung (374): 



m 

also: 

(380) 


Vir. 18 . Der Fall j? 8 . 


9 

= /•_ 


yr^g* i/i— «>«*' 

womit der Dbei'gang zu deu elliptischen Intognilen hcrgesbolU ist. 


§ 12 . 

Der Fall pss 2 , 

Im Falle ji 2 gibt ca 16 vorschiodene Thoiafiiiiktioiioiij doron 
Cliarakteristiken ana halbeu Zahlen gebildet sind; von donaolbon Hind 
die 10 roit don Gbaraktoristikeii: 


(381) 


[sa- ca. a- ca ca- 
ca ca ca ca cu 


gorade, die 6 mit den Gbaraktoriafciken 



ungerade. Bezoiduiet man die 0 tmgeraden GharaktoriMtikon (382) 
in irgend woloher Beihenfolgo niifc los], •••, |a3„|, ao Hiinllon dir 
15 Kombinationou zu zweien: 

(383) 0». 9.' 

die 15 oigenblicbon Per. Gliai'. dar, und dii ^voifcor diu Hnuwnu aUer 
6 ungeradon Ghai'olctoristikon 

(884) W + W + - + W-IPI 

iat, alao die Summo von vier untor ilinoii niehb Null aoin kaiiii, dii 
ea die Surame von zweien iiielib iab, ao stollo]i die 20 ICuinbinaliionon 
zu draien: 

(886) ( 0 ^ Mp] (*, 1 , jw “ n i H < 1 ^ /I) 

die 10 geraden Tli, Char, und zwai' jedo’ zwoimnl dar, und oh isb 
daboi abets: 

(386) [w^ tOi ~ [w, ], 

wenn v, q, cr die 3 von X, ft veraobiedonon Zahlon nua dor Uoibo 
1; 2, • • 6 sind. 



CbarakteiiBtikontiiooi'io. 
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Duroli (lie Gfloiohungen: 

(“i ®8) =• [“i % «4] + [Wfl “b “dl “ [“i “a «r.] + [“a "s ®b] 

(387) “ “a + [“a ®* 

= [®i Ma ®al + [“al ” K “a "dl + C®J 

« [flJi flJg Wfi] + K] - [Oi (Oj lOfl] + K] 

wordeii dio Zorlogimgon dor oigontliohon Per. Char. ((Uj os^) in zwei 
gorado, in zAvoi iiugorado imd in oino gerado uiid eiiio ungerndo Tli. 
Ohoi'. dargestolli;. 

Von don 16 Per. Chur. (383) sind zwoi (oj*®;) und (®^aj 
ayzygotisoh odor ozygotiscli, jo nnolidom dio Znblen m, Xf (i, v alle 
vioi' Youoiiiandor vorsoliiodoii aiiid odor niolit; ea iat (®i®s) und 
(® 3 ®J dor Typus oines Paaros ayzygotiaohor, und (®i®s) 

dor Typua einoa Paaros nzygoMsoliei' Por. Clmr. Infolgodosaon aiud 
die 6 Per. Char. 

(388) (raiWa), (roa®®), (w8“ffl)» (®d “o)j (“o “a) 

zn jo zwoion azygotisoh und bildoii dabor oin F. S. von Por. Olmr. 
Fill* dassolbo iat f®o] dio Suinino aoiner ungorndon Oliorakteristikon 
und 

(«88) L'®.], W, Kl, l.»,1 

bildou eino Unuptroibo. Lllfit man nu Stollo von dor lloibo 
nnoh dio G uugoi'adoii Th. Cbni*. troton, so orbiilt man nua (388) dio 
6 im Folio j) — 2 oxisbioronden vorscbiedoiion F. S. von Por. Char. 
Seobs Tb. Char, von dor Form: 

(390) [xta^\, |*(Ob], |*<|, 

wo [x\ oino boliobigo Oliarnkberiatik bczoicbnotj bildon oin F. S. von 
Th. Char. LiiBb man an Sbollo von jV] dor lloibo unch olio 10 Clinrnk<' 
boristilcon broton^ so orbiilb man dio 10 im b'allo p — 2 oxialioroiidon 
verscbiodonon F.S. von Th.Ohnr.; von donaolbon boabolib das fUr |x|— [O'] 
nua (390) liorvorgobondo aus 0 ungoradon Th. Char.; wilbrond jodos 
dor 15 Ubrigon 3 ungorado und d- gomdo Tli. Char, ontbillb. Irgond 
zwoi dor IG F. S. von Th. Cluir. babon atoba zwoi und uur zwoi 
Tb. Char, gomoiuaom. 

Sind (a) und (/3) iigend zwoi dor 16 eigonblidion Por. Char., so 
bildon dio vioi* Por. Char. (0), («), (/5), (tf/J) eino Ghuppo von Pw. Qinr., 
und dio vior claiiius duitih Addibion oiner boliubigon Ohoi'alctoriabik 
ontabohondou Tli. Ghni*. [V|; [x«], oin Syabom von Tli. Gliar. 

Sind dio boiden Por. Olior. (a) und (^ syzygotisoli, so sind Gruppo 
und System GGpolaoho; sind dio boidon Pei*. Char. («) und (/3) arZy> 
gobisch; 80 mdgen aie Eosonbaiuaolio beifion. Dor allgemoino Typua 
oinor GGpoladlien Gi'uppo iat: 

Krftior, TliotaaiiikUonon. 90 
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(891) (0), (Oi%), (%“8)i 

der eines G^Spelschen S^rstoms: 

(892) [«], [*Oi»8l, [KiOaroJ, 

Oder auoh: 

(393) L*®!®#], [*®a®8]) [«»i®d]j [««a®4]- 

Die Anzahl der vorsehiedenen Gopolsolion Gnippon botrilgb 15, dit 
der GSpelacben Systomo 60; you diesen bosfcolieii 15 tuts 4 geradoii 
die tibi'igeii 45 nus 2 geiaden imd 2 ungoradeu Tli. Oluir. Dor nil 
gemeino Typus oiner Eosoubainsdbou Grnppe ist: 

(394) (0), (oJiffia), (wiWb)) («9«8)j 

der eines Biosenhaiusoben Systems: 

(396) [x], [koJiOs], [kMiMs]; 

Oder aadh: 

(396) , [xoji'J, [xGjJ, [xwo'l, [xroimjajjJ. 

Die Auzahl der Tei’schiedenon Eosenhainscbon (Iruppoii botiiigb 20 
die dor EoseuLoinscheQ Systeme 80; von diesou boslolioii 20 mi 
1 geraden und 3 ungoradeu, die Ubrigon 60 ana 8 gornden iind 1 iin 
geraden Th. Char. 

L&fit man nun im XXXIX. Satzo nn Stollo dor Gruppo y] di' 
RoBenbainsohe Ghiippo (0), (cOiCOj), («)i«b), (®!j®8) trofcon, ho iritfc hi 
Stelle dor ndjuugicrten GruppoE die gloichfallH lioHonhuiuHolio (jlriii)p 
(0), (jd^Wb), (wifiJa), (o), 5 i»)J und dio Gloichmig (XI Jl) gobt, woiii 
man noob 

(397) hl-w, 
setzt, wo Ioib] dio Gbai'okiieristik 

(398) [oj] =, oj og] » [o,^ 0)^ ojo 1, 

[x] aber eiue boliobige Cbamkteristik bozoiolmok, irnoli loichton Uin 
formungen in dio Gloiolmng: 

(399) ' I I ’*“®’ I + I **“*>» “a I VloH] 

“ "1" 1 ®oj "b I “oi ®fi ~l" I ®o» ®a l®r*cH») 

tiber, aufl dor durob Vertausolmng von [oj], jiog l, [bj'I mit ( wj], [i»c 
[Wfl] die weitere: 

(400) * “*■ I + I ®6 1 3/t*-,] 1 * “o; ®fl I iiNi 

"= + I “o» ®1 + I Wo» »* I -h I ®oi ®B I ®r)c«,i 

folgt. 


Thottu'oldUonon. 
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In don Qloichiiugeii (399), (^0) beiseiohnon die x imd y dio in 
(XXXVIII) doflnioriion Anadrlloko. Sotzt nian darin, entsproohond dem 
vorliegoudou apossiollon Worto 2, indoin man untoi* 

» 1, 3) 6 tinabbongige Voi^dmlicho veratobt: 

(401) = + »„ + «»,., "Jf’-tt,; = «>„, 

, Ot-i,a) 

so wordeu: 

(402) = + <^’-0 

C< = 1.8) 

und OB vorscliwindon iufolgedoaseii dio m den uugoi'odon Obnrakfce- 
ristikon gehOrigoii Gr3flen yr„ ,, j/Vo- j ; dio linken Soiten dor 

boidoii Giloicbungoii (890), (400) wordon dnJier oinandor gloiob, nud 
innn orbUlt dnrcli GloichsetKOu der rochten obno Mtlbc sswisolion don 
Or50on x alloiu dio Boziohuiig: 

0 

(*^3) 2 1 “e I ‘'*^[1(01(1 1 

wo jotzf: dio GrSfion x duroh die Ciloiohungon: 

(40d) 

fl- f 6 -f P + tf| (m -I- V -f w J O' 1 « H- p'l (f *]) O [f + oj j; w]) 0 [e] J 

donnioi'fc Bind. In dur Gloiohung (408) bozoiobnoi g oino boliobige 
der Zablen 1, 3, •••, 0; os gohfc aber luis ilir, wio scJion iliro Eut- 
Htobuug zoigt, immor diosolbo Qloicluing horvor, wolohe diosor Znbloii 
mail iin Stollo von g Hotzt, und os wunlo dio obigo Scliroibwoiso nur 
doshnlb gowiililt, woil duroli Vorciiiigung dus dio linko Boito bildondon 
Gliodos mil dom niif dor roditon Scilo vorkommoudon Gliodo 

^[xwe] uinlLeillicho Bozoicbnung gusfccirt wtlrdo; dngogon gohoii aus 
(408) IG vorsoliicdoue Gloicluingoii liorvor, wouii man an Biollo you 
jxj dor lloiho nach dio 10 Chamktorislikou troton liifib. 

Aus don obigon Formolii orgobon sich nnn dio zwisclion don 
10 Tholflfunkbionon bostoliondou Jlolnbionou und dio AddiliousGiooi'omo 
ilu'oi' Quolienton. 

Sobst man in dom Ausdruoke (404): 

(405) Oi «'/(“*■ 0; 

so voradiwindon infolgo lotztoror Aniiahmo dio ssu ungeradom [s] go- 
hOrigoii Gh.'08eii und os mu8 daboi* in dor Gloiobimg (403), 
damil niclif; linko und rooblo Soite gloiebzoitig Torschwindon, [%] 
von [0] Yorsohiedon gowilhit woi'don. Bofcssl man domentsprodiond 
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Til. tS. Dor Fall » 8. 


(406) [«] fcoQ ojft] « [Wi ojj, (Ua mj, 

so bositKon die den Woi’ten t =>6 uud 6 ontspreohendou Gliedor dor 
reobts stehenden Summu den Wert Null uiid man crhUlt, woim man 
ziigleiob (o) (0) setzb, | auf die Werfce 1, 2, 8, 4 bos^irilukt und 

die unter (279), (280) cingefdhrte Boxoidmuiigaweiso niiwoudet: 

a . (_ i)(?ic«-{r#“txoj‘j{0) 

( 407 ) * 

06 1 **[*<»,] « 0 ) «••[«?«., I W. 

(«]as[»jU|BlkiU«] 


Diose Formel repiiisoutiorb, da on Btelle von \x\ jodo von [0] vor* 
schiedone, on Stella von (p) jodo beliebigo Cliarnkteristik gosotzt 
wei'deu darf, im gonzen 240 verBobiodono llelnbionon und zeigt, dtiB 
zwisobeu iigond 4 Thetaquiulratoii, deron Gharalctovistikon oiiiuni dot 
16 F. S. von Th. Char, entnomiuen sind, oino linoaro llulaiion bo- 
stolit. Mit Eilfe dieaer Eelationon kann man duvoli 4 linoarunnb- 
hbngige Tbotaqimdrate jodos 5^ linear ansdrilokon (XLVTIl. Satx)*, flU 
solohe Tier linoarunabbaiiglgo Thotaquadrato kuiinon insl)OBondoro viei 
Thotaquadrate go^72U1lt werdon, dercn Choi’aktoristikon oin Hosoiibiiin* 
sokes Oder GSpolsoliea System von Th. Char, bildon; in boidon Ji'iUlen isi 
ea leioht, aus don obigon 240 llelationon jono 12 abziiloilon, wtdcdir 
ditroli die ge^riUiltoii 4 Tliobaquadrato die 12 ilbvigon ausdrdolcon’) 
Yier linoarunabhilngige Tliolaquadrato aiiid Holbst dnrcli eiiu 
Gleicbung vicrteu Grades miU}inandor verlmttpft. Um dioHO aus dor 
obigon Formeln abzuloitoii, sotzo man in a;^,] wio vorhor 

«,, = 0 , = 0 , O'*"' 1 , 1 ! 

[xj = KobI 

und welter, indoin man unter (^) oino beliebigo ClmraktoriKtik voratolit 

(409) (p) = 0*tOi%), (o) « (a>i (Or,); 

os orhalton daiiii in dor auf dor ruohteii Soitu von (408) Htuliondoi 
Summo die droi don Werton i — 4, 8 und 6 oiitHproohonden Gliodoi 
den Wert Null und diose Formol gehb nnoh oinfaohou Umfonnungoi 
in die Gloiokung: 
s 

(410) 2* ("" 

ftbei ’. Diose Foimel roprilsontioi't iin gouzon 120 vorsoliiodoiio llola 

1) Wogon dor Aiultthrung mag auf inoino Arboibt Tlioorio dor awoiraoi 
unendlidhon Thotoroiliou auf Gnmd dor niomann'solioii Tholarormol. Lpss, 1888 
pag, 43 und 68 vorwiOBon wordon. 



TiiotAi'olationon. 
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tiouon; man oi'halt diosolbon aus iluTi ^vonii man dio boidon Cliavak- 
toristiken [mJ, [(Dq] auf dio 16 mSglichoii Woison nus den 6 un- 
goradeii Gliarnkterisbikou auswuhlb und jedesmol dazn an StoUe vou 
/K soloho 8 Gharakloristikoii trcton IKBt, von donon keino zwoi dio 
Summo [ro^ojgJ liabon. Dio 120 Gloi(^uiigcu (410) sind dadnroh 
xngloioli in 15 Gnippon von jo 8 goioilt, dorart daB dio 8 Gfloi> 
olmngou oinor Gruppo nor TheUprodnkto 

niunliohon Charakbeviatikoiisummo [o>dO>6] onUialbeii. Solchor Produkto 
aind os aber im gnnzen 8, von d^on 4 gwado und 4 ungorado Pnnk- 
tionon doa Argviinontensyatoraos (u) aind, und dio Gloichungon (410) 
zoigon, dnfi aowohl zwisobon 8 govadon, wio zwisclieu 8 ungerndon 
untor ihnou abets eino liiioai'o Eolation bostelit (vgl. Satz XLVI). 

Aus jodor dor 120 Gloichungon (410) orlililb man nun, woun 
man aua iln* diirdi zwoimaL’gea Qnadrioran oino Eolation viorton 
Gradoa zwiachen deu Qimdraten dor 0 in ilir vorkoinmondon Thota- 
fnnkbionon abloitob und liiorauf alio dieso Thotnqnadrato durch dio 
namlichon 4 liuoaruiuibbiingigoii auadrilckt, oino Gloichung viorton 
Grades zwisoboii dioaen. nir vier Eosonhainacho Tbotaquadrato iab 
dieso Rolabiou vicrton Gradoa Kuorat von mir*) nnfgoatollt ^vordGll. 
Handolt os aioK dagogoii um die Gewiuming dor zwiachen vicr G5pol- 
schen Tiiobaquadraton bostohoudon Eolation, so wird inaTi })omorkon, 
dnQ dio vior Glmvaktoristikon von zwoi dor H in deraelbon Gloichung 

(410) vorlcomiuondun Tbotaprodukto stots oin Gdpolachos Syatom 
von Th. Char, bildon, und daO man dalior, wonii man nnoh oiiimaligom 
Quadrioroii dio boidon andcmi Tbotacjuadratu obonfalls dnrob dioao 
4 Gdpelsolion ansdrttckt, zu oinor Gloichung zwischou dioson 4 G5pol- 
achon Tliotafnnktioiion golangt, welclio vom viorton Grade iat in 
Eezug auf dio vior Tliotafuiiklionon abor auBur ilirou Quadratou auch 
ihr Frodukt onthiilt; dioao Gloichung ist auhon von Gopol^) an- 
gogebou worden und untor doniNamen dor Gupolschon biiinndratiacdion 
Eolation bekanut. Durch iiochttialigim Qiuulriorcu liofoi't sic dio obon 
gcnannto Relation viorton Grades zwiachon vior OSpolschon Tholnr 
([iiadraton. 

Sotzt man jetzt ondlich in don Gloichungon (XXXVllI), iudom 
man untor te,,, — 1, ij) 4 uimbhiingigo Yariablo voraloht: 

(411) ti® 

80 wird: 


1) Kraaor, Thoorio Uoi* zwoif. unondl. Thotar. olo. I 418 . 1888, pag. 44. 
Forniol (IV). 

8) GOpol, Tbooriao Iranac, oto, J. ftir Math. Ed. 86. 1847, pag. 808. 
Formol (88). ' 
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YU. 12. Doe Fall a 2, 


(412) + V <’-=0 

und daiher: 

9 

+ Q + 8] W #[« + rffwj O'Fe + 


(418) 


8 

2'<f/-+“c)-A 

- (- iy“‘ 

»[« + ? + «]!« + *5 «■[» + ?Jf“ — «[e + ff]l[OJ frWfO) 


man diese Worte in dio Gleieliuiig (400) oin, indeni mar 
gleiohzeitig 

(414) (^)'«(®o)» W“(®o“) 

setzt, wo (or) eine beliebigo gorado Cluu'aktonsiik bozoiolinol, bo or 
bali; man die Giloiohnng: 


fl'r^olPl fl'MPj e'[0](!:»-8]) «•[(»,»]((.(+ vj 

a 

(416) 


in welcher also [x] eino beliobigo Chnrakiioristik, j ral, |wj| kwoI gi 
rade Oharalcteriatikeii nnd [cojj [raj, [raj droi ungorado Oliai-al 
teristiken von dor Siimmo [«J Bind. Indom man zwoi soloho Glo 
obnngen dnrohoiuandor dividiork, orhillfc man Additionsihooromo ftl 
die Thetaq^uokieuten. 


Die 16 Thotefnnktipnon dos Fallos i) = 2 ^YlU•aon von Qnpol*) un 
Bosenhaiu^ eingoftUirkj doi'ou Dozoiohnungswotson, sowio oino vc 
Kanigsborger*) raitgotoilto, liliufig nngowandto WoiorBlraflsoho sir 
aus nachstehender Tabollo oTsioliilioh: 


1) Odpol, Tbooriao ti'anao. eko, J. fflr Math, Bd. Bfi. 1847, peg. 870. 

2) Bosonhain, MiJinoirQ snr los fonokionB obo. Mdm. pvds. Bd. 11 . 185 

pag. 400. * 

.««« Kanigsborgor, Obor die TianaformntlonB etc. J. Wr Math. Dd. 0 
1866, pog, 17. 
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GSpol 

RoBosboin 

WoiorsfcraQ 

ITraisor 

i> KnO 

•PooC®* 

'0'o(«n«'a) 


P'(«,«0 

9>Ba(«»w) 



p" («,«') 

9>oa(»i «) 




a>ai(*'*w) 

-fro (<'!»<'*) 

<>} 

— Q («)«') 

ifl'ioC®!®) 



(«,«0 

yao(®i ») 




*9>18(*» *0 





<>01(^1. »s) 


“P («)tO 

*9><n(*’.«) 


«CJ]« 

-]( (»,«') 


— 'O^D (^'j » ^a) 

^Cl]w 


VojC*'* w) 

^ObC"!. "») 

4?:]w 

jr(ir,iO 

fPM(».w) 

(Ul, Vj) 


-s («,«') 

- 9’u('’*«') 


4i{]w 

-S' (!*,«') 

w) 


*[i l]w 

-s"(»,,o 

*Vu(*'i ») 

— t>18(®l,W8) 



9?8j(»,w) 

OjaCfli, y,) 

*[i5]w 


daboi beroohnen sich die Argumoate t(y und die Moduloa ajj, a,,: 

1. aus den GSpolBohon Aigamonton u, imd don von ihni oiniraftilu'lon 
Gi'OOon Kj Zf, X/ mit Hilfo dor Gloiohuiigoii: 

«i = ^{rKti + S(rZ» “|- f'JS'fle'), 

(41G) - 4(fZ:* + r'K% « 4 :(rKI, + r'JT'Z'), 

a„-4(fZ» + r'r>); 



Vn, IS. Ber Fall p 


m 


2. BUS den Eosenliainst^eu Argumonton t), w nnd don Ton ihm oin- 
geflilirten Gh'Ofien A init HiJfo dor Glloiohungen: 


(417) 


«i = V, « w, 

= flaa-logfl; 


3. BUS don Weloi'sti'aBechon Aigumonteu nnd don von ilun 

eingofttbrton GrOfien Tja, Taa mit Hilfo dor Oloiolmngon: 


(418) 


v^ieif Ug a* Vgiei, 

^11 “* ®18 " ^8J “ TggTCl, 


Kino ilbersiehtlioliQ Gruppionmg dov xwischon don 1(1 'niotiirnnk- 
tionen boetokonden Relationon wnrdo xnorst von Bornhardi*) vomiclih, 
konnto abor orst mit Evfolg dnrdigeffthi't woi'don, iinolulom IIoit Wobov’*) 
duroli Ausbildnng eincr Gharaktoristikonthoovin dio Mdgliohkoil goHuhnlTon 
batte, dio vorUnndonon 'Ilietarolationen in allgomoinon 'L'ypon xuHannnoii- 
xufassen. Formolflaminlnngon n. a. boi Thomao Civylny ^), Foriiy lb ^), 
und Krause^. Bio Abloitnng ailor Boxiobungon xwiRobon don 10 Tholn- 
fiinktionon aus dor einoii Gntndformol (403) wuidn von inir^) angogobon. 
Eudliob lit dor oigonttlmliclio Zusnnnnnnliang dor 't'hot»r(daj.ionon dos 
Valles j) » 2 mil don xwisolioii don Koonixionton oinor orlbogonalon Rul)- 
atitution boatohondou Gloiolmngui xii orwithnon, auf don xiioral llorr 
Wobor*) nnd siiiltoi* Caspary^ aurmorkaam gomauhl habon. 


Sotssl man iiUmlicli liiuslchtlioli xwoior OlmralcloriHtikoii js) und 
[i^’J zur Abktlrzuiig: 


l)Borobardt, Bboi- dio DaratolUing dor Kummoraubmi Vlilcho viorUir 
Ordnnng mil aeolixobn Enotonpunkton dnrub dio GdpoUolui bitjuadraliHolio Llo- 
Intion Bwiaohon vior Tbotaftmotioncn n»it xwoi Vnriitboln. J. fflv Matli. \U\. hh 
1877, pag. 884. 

9) Wobor, ttbor dio Kumraoptwho Flllcho viorU>r Ordnung mil Kuolwobn 
Knotonpnnklon nnd iliro lloxioliung xu don 'Uiotarnnotionon von xw«i Voiilndor- 
liohon, J. fllr Halli, 13d. 84. 1878, pag. 8K8 undj Anwmdiing dor 'rhotahinc- 
tionen xwoiov Voptadovliohon 'aof dio Tlioorio dor Uowogung oinoN I'oHlon 
KOrpora in oinor Flilaaigkoit. Math. Aim. Bd. 14. 1870, i«y{. m. 

8) Tboiuao, Sammlung von l^innoln olo. Hallo 1870. 

4) Cayloy, A momoir on tho single and doubln 'riioia-lbncUonH. l*hil 
Trons. Bd. 171. 1880, png. 807. 

, ,6) Foraylli, Momoir on Uio I’liotn-ibnotions, pavlioulary Ihono of Iwo 

vannbles. Pbil. Trans. Bd. 178, 1889, pag. 788. 

C) Krauso, Bio TransformiUlon olo. Lpx. 1880. 

7) Kraxor, Thoorio dov xwoif, unondl. Tholar. olo. Tipx. 18H8. 

8) Wobor, Anwondimg doi- Thotaf. olo. Math. Ann. lid. 14. 1870 

moduloH diuiH los inldgralos 

hyporolliptiaueB. C. R. Bd. 88. 1870, jmg. 884. * 

T *1 Thoorio dor Tbolalbnolionon mil xwoi Araumonlon. 

BysWsmos orthogonaux Ibnnda 
par log fonotions Ihdla. 0. 11. Bd. 104. 1887, png. 400. 
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(419) 


0 -vw^, 




e 


2i 

s 



(-»•)(.)(?)', 


und sotsst fernei'; indem man unter [k] eine beliebige Charakiieiisiiik 
vereteht nnd mife X eine dor Zahlon 2, 3, mit 9 eiuo cler Zolilon 
4, 5, 6 bazoichnet: 

Y\ m;jj Wi (Og cogl ■ (— (— 3'[Oi]{M)D ®'[«Wa]W 

(420) 


Mra,, raira,Ei,| • (-»)(''><Vfl-[i»,]HO[*®,!IW 


nnd weitei*, wenn fi eine zweito dor Zahlen 1, 2, 3 isi:: 

^421) &[iOi (0,, fljpJM 3'['*(0i (0^, ojpl W - I tfj), 

(— ^[(Uj oOg Wg] W -ff-r* Ml Mj «b] W = ®ia8<I» I 

so bestehen zwisoben doii 16 Gr50oii; 

o„-®ij,al[w|4 c„™®, {fi|4 Cja=@6 |[i(|4 C|4-®fl ««I4 

(422) %“®i!8iiC«I4 ^^4-=®2 bbC«I4 

C8i-®a (wlvj, Ca8 = 0ia4{M|4 ^84= ©IBoJwJ^ 

C4i-®8 l»M, c„«®is4m| 4 Cja=®,aB{ia|4 


niif Giiind der Gleicliungen ( 407 ), ( 410 ) die Bolntionen: 

"H ®8f + "I" 

( 423 ) + ‘ 5 ?a + C /8 + « , , a • i / n 

^j9 + ®<8 ®y8 H" ^4 *" 


wo c in alien aobt Fiillon den nllmliobon Wort bosltzt, nnd os bildon 
infolgedesson die uenii Quotionteii: 


(424) 


®I 84 ( 0 |») 

0 ,„«O 


01.4 ((0 



ijj 

01.450 


011. 40 

») 


0... (0 

11 ) 

0..bCO «) 

e...(o 


0hbCO 


«) 

01..CO 

vj 

0 .„io 

vr 

01.. Co 

V) 


t>5 

®i.o<0 


01.. CO 


01.. (0 

»? 


die Koefflzienten einor ortbogonolen Substitntlon. 
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Fafit man endlioli yior linQm'anabhiingige Thotaquadrate ala homo- 
gene Fnnktkoordiuaten des Haumea^ auf und betrnohtet sodaim ilire 
beiden Argumonto tq, u, als beweglioho Parameter, so wird doduroh 
eiue F^die definiert, deren Gleichung die oben envilbiito zwisdiou 
den Tier Tlietaqnadratou bestebende Gleiohung yierteii Grades ist. 
Dieso FiHehe ist mit jonor FlRcfao yierfcer Ordnung idontiscli, wolclio 
Knmmer^) als Bronnllilohe einer Sti'ohlcnkongi'uona Rwoitor Ordnung 
und znroiter Klasse oingeftlhrt hat und welche doshalb imtor dom 
Namen der Kummersoheu FlEeho bekaunt ist^). 


§ 13. 

Dae Addltlonatheorem der allg^emeinen Thetafiinktloueu 

flii* i)>3. 

Naohdem die FiUle p = \ und ^ » 2 in don boidun vorlioi'- 
geheudon Faragraphen goaoudorL bohandolt wordon siiid, soil flir dim 
folgende p ^ 3 voraiisgesetzt werdeu. 

TJnter dieser Vorauasetssuttg bozoiehno man dio 'ip -f- 2 Th. Olmr. 
oinea F. S. mit 

(426) [«o], [«(], [«^], [jJj], •••, [yd, [y^l, •••, 

uiid bilde aus den Glmrnktoristiken und |y] dio Per. Char. 

(426) (It) = (l^iyO, (y==(Aiyi); * ■ *; (^p-a) = 

1) Knirnnar, 3l)or dio PlKohcn viorton dvatlos mit Koohxolni HingulAran 
Panklon. Borl. Bor. 1864, pag. 340; t)bor dio BtrulilonRyslomc, dcrun lirimndllchon 
ITlAohon vici'ton Grades nUt saclixobn singiilOi'on Pinikton siud, Burl. lior. 1804, 
img.dOO und: Dbor dio nlgobrnischun StvahlonsjBlomo, imbuHondorQ dlu dor crslcn 
und xwoiton Ordnung. Borl. Abb. 1800, pag. 1. 

8) Nachdom aobon frdhor Ilorr Kloin (tlbor gowisHO in diir Iiiniongno- 
inotrio aufti'otendo DilForontinlgloiobungon. Math. Ann. Bd. 8. 1873, png. 378) 
auf dio MOglidikoit oinor Vovkuilpftiug dor ICinnmoi’Holion Flftoho mil doii 
hyporolliptisohou Intograloii orator Ordnung bingowioHnn linttu, hiibmi gloioh- 
xoltig Cayloy (On tbo double 9'fimution8 in connexion with iv 10»nodnl 
quartio surAtco. J. fflr Mtilh. Bd. 88. 1677, png. 310) mid Borohardl (Olmr 
dio Darstollung dor Kninmor’aohcn Vllloho olo. J. fflr Math. lid. 88. 1877, 
pag. 284) und otwns splltor Herr Wobor (Obor dio KmnraerHolm Vlilulic otc. 
J. fllv Hath. Bd. 84. 1878 , png. 883) dio Darstollung dor Kummorsohon FUlelio 
durch dio Thotafunktionen xwoior Yorilndorlichon angngobon. Kino oinguhondo 
fieliandlung auf dlosor Grundlago hat dio ICtimmorHoho Fliloho nodiinn diiroh 
tterm Iloiohardt (Obor dio Darstollung dor Kmmnorsolion I’llloho dureli 
hyperelliptisQhe Kuuotionon. Nova Aota Loop. Bd. RO. 1887, pag. 878) gofundon 
Wogon -woitwor Litoraturangabon asi auf Brill und NOthor (Dio Mnlwioklg. 
der Thoono ote. Jahrosbor. d, D. Hath.-Yov. Bd. 8. 1834, pag. 4<78) untor 
(84) voi'wioson, vroxu nooh Bohloiormaohor (Obov ThotaAmolionon mit awoi 
Variaboln und dio sugohUrigo KumiuCr'solio Flilcho. Math. Ann. Bd. 60. 1808, 
pag. 188) kommt 



Abloibung dcssolbon aus dev lUoiuannBobon Thetaformol. 
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Diose j) 8 Fei'. Cbnr. sind dtinn aiif Giimd des XXVI. Satzes linoai*- 
iinabhUngig und tBnnon dalior oiner Grappo L von 2^”® Por. Oliar, 
(W> (W> '"i #'"■2*’”®, als BnBisoliai’aktoriBfciken dienoii. Man 

gehe jotzt anf die Gloiobuug (XLI) ssurtick, sotzo daiin 
und lasse an Stolle dor Gruppo A die sooben dofiniei'io Griippo L 
troton. Da, wio sioli mit Hilfe des XXV. Satzos loiokt zeigon UlDt, 
diese Gruppe oiuo syzygetische isfc und '\7oiter auob fttr irgond zwei 
dor aoht Oharakteristikon [«] dio Gloiehungen: 

(427) I I ■= + 1 j 

boatehen, so isfc die zu A a(\juDgiori» Gruppe S jono Gruppo L' von 
2'+“Per. Cbar. (1^), (//), • ••, weldio dio p + 3 Per. Char. 

W-b3“LV>.1» 

^ ^ rA;+8i = [«,<j 


als Basischoi'aktei'islikon liab. Sotzt man dann zugloich, indem man 
unter [»] eiiio willktlrliclie Gharaktoristik, imtor [h] dio Gharaktoi'istik: 

(429) 

versteht, boi dor [n] dio Summo dor luigorndon (^liarakterislikeu dos 
F. S. (425) bezeiohnot: 

( 480 ) M-ixi, r«i=rfl. 


so erhIUi man aus dor Gloichung (XLI), wonn man uocli don roclils 
auftreteudeu Falctor |i&, nuf dio linlce Suite scliafn;, hiomuf linko 
und reohte Soite dor Gloicbimg mitoinnndor vortauseht, und ondlioh, 
was nach dom pag. 310 Bemorkton crlaubt ist, x statt y uud y 
statt X Bchreibt, die Gloiohuiig: 

1 r— 1 


(481) 


a=sO 


»2\k, <o«, 

p-»0 ' 


In dioser Gloichung lasso man jotzt an Slollo von ft dor lloilio 
naol\ die Werto 0, 1, • • •, 7 ti'oLou und addioin die aoht so ontstohon- 
don Gloiehungen zuoinaiidor; man orhillt dann, wenu man nooh 

(^32) \aa^, VI “ l“«o) Cl ■ |ffoS» VI 


Hotzt und dio Summation possond onordnei^ zunilohst: 

I I ( I I ) !/«/ 1 

fl=sO \tt«0 / 

^ -2^ I I W ■ 


(433) 


A**® 


Urn den Wort dor auf der linken Soite vorkommenden Summo; 
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(434) 

/caiO 

zii bestimmeu, bertioksiohtige mnu, dnfi man jodo dor h Per. Gbar. 
(V) und zwar jede iinr einmol oi'liHlt, wenn man in deu vior Formon: 

(436) (\)i (iE9«r.«0» 

die Zohl q dei* Eeibo nacb die Worto 0, 1, •••, r — 1 luinolimon luAt 
and in don so entstandenon Formon dann nooli an Stollo von v^v^, 
v^v^v^v^f VlV^v^v^VQV^ nlle Kombinationen ohne Wiodorhoiung dor 
Flemente 0, 7 znr zweiteiij vierlion, seobebon Klnseo sotzl. 

1st aber (l„') «■» (y, so orbiilt man, da “* + 1 jodoii 

Wert von ft> ist: 

(436) a = 8; 

ist ferner (V) “* M-Mlt man, da (uqU^,, soolismal 

deu Wert + 1, zweimol den Wort — 1 aniiinunt, wonu fi dio Worto 
0, 1, • • 7 durcb^ttft: 

(437) « = 4; 

ist welter (i/) = (?(,«, so orbaU man, da (ccoce,,, 

viermsl den Wert + 1, viormal den Wort — 1 annimmt, wenn dio 
Worte 0, 1, • • •, 7 durobltluft: 

(438) «-0; 

ist endlich (iaO =" erbiilt man, da 

(tf^tt^, a,., “i-, “i-, «!•,) KwoimnI den Wert -f 1, socbsmnl don Wort 

— 1 annimmi^ wenn ft dio Worte 0, 1, •••, 7 dnrcbllluftj 

(489) « = - 4. 


Zerlegt man daber ontspreobond don vior in Bezug uuf dio Pur. Ghar 
(?') nntersoliiodenen IHillon (436) dio linko Soito von (4Ji3) in vioi 
Teilo und fllbrt in jodom diosor Toile an Stollo dor oingoklainniorloi; 
Snmme don daftir untor (436) bis (439) gofnndonou Wort oin, m 
erbolt man dio Gleiobung: 

r— 1 
^eaO 

J- — 1 


( 440 ) 


»•— 1 

-4 2 .Z I ““«> I 


7 f-l 


1 1 
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wobei die in dor xweiteu und drit-ten Zoile vorkommendeii Siimtaa- 

tionon ^ in der Weise nuszuftlbrou sind, dafi an Stelle von 
1-1 1\» n • • 

v^v^, ViV^ViV^v^Pfi olle Kombinationen ohne Wiodoi*holung dor IBle- 
mento 1, 3, • • •; 7 zuv zweiten bez. sechsten IGasse treten. 

Die Gloiobung (440) iat ebenao wio die Gleiclinng (XLI), aus der 
sie abgeleitet wurde, riobtig, aobald man iinter den a:, y die Ans* 
drdcko (XXXVni) Terstelit, in denen die v nnabl^gige Ver&nderliclie 
bozeiobneii, von denen die u gembfi den Gleiohangeu (XXXVII) ab- 
hibigen. Setefcmon jetzi voraus, dafi 0 iefc fdr so ver- 

sohwinden alle QrdBen yf^y fdr welobe die Tb. Char. [17] nngerade iet, 
und man erhftlt, da now dem XXIX Satze fiUe Cbornkteristiken von 
dei' Form gerade, olle Gbni'akfieriefciken von den Formon 
und ungerado aind, aus (440), wonn man iiotm linke 

und recmie Seite durcU 8 teilt, die gewtlnsclite Endgleiohung: 


(441) 


* 1 

s 




T r— 1 

^sbQ 




XLXU. Sata: JEa seicn 


(IL) [«q], [aj, • • •, [«j], [/Jj], • • •, • • *, [^p-b] 

dw 2p + 2 Tk Char, einea F. 8,, [n] die Sitmme iIm' wiyeraden tinier 
iJmm and 

(L) 

ea aeim fGrn&' (Iq), (y, • • •, (Ir-t) dfc ♦*— 2*"* Per. Char, jener Gt^pe, 
teelche aich auf dm p — 8 PamacJia}'aktei‘i8tiJ(m (fiiPi), • • •, (/3p-8 yp-s) 
aufhaut; ea aei mdiich [o] eine hdifd/iye Th. Char. Beeeiiihnct man 
dann mil die An^iHoIie: 

p 

-frl'fi + ^ -I- ff]{w + 1) + wj ©-[fi + ©I fi -f ff] to% 

f> 

«■[’?+?+ ^]([w + ^}Hv + ? + wj + tf]{« + 

80 aind d^eae Qrdften miteinandei' vorhiilpfi dw'dh die Gleieliinngen: 

r— 1 T r—i 

" paO ftaO ' ' 
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Dor fall 3 Tordienb als GronKfall bosoudore Boaelitung, In 
dioBem falle beateht das Fuudameutalsystom (IL) uur ans don acbt 
Oharakteristikon [«o], [aj, • • •, [«,], dio Charakteristiken [/3] und [y] 
fallen weg, die Charakteristik [ft] wird zuv Summo [n] cler iingeindon 
unter don aoht Charakteristiken [a] nnd die Gi'uppo dor Por. Char. 
Q) reduziert sidi auf die Oharokteiistik (0). Die Vonnol (LIl) 
uimmt infolgedessen dio einfoche Foim nii: 

7 

(^2) !/(„j ■= ^2^ I "S I *[«»,,] • 

Sollen mit Hilfe dei* Foimel (LII) Additionstliooromo dor Thota- 
quotienten hergestollt werdou, so setzo man in (LI) v), 

woduroh: 

p 

®'[« + p -H tf] W + ri W W®'kl W) 
(443) ^ 

'3'h + p + + ®} Hn + 9]C» — <yJ{0])-o-[7^ jfoj 

wird. Vormehrfc man sodann dio Por. Char, (q) dor Uoilio iiaoli nm 
die Por. Char. (Zq), (y, •••, so oiif;»l.u1ion niiH (Lll) 

r Gleiohimgeii, dereu linko Soifce linoaro funklionoii dor nlinilioiion 
rThetoprodukt0«-lftZ^,+p+tf]j7t+ijJe-[ftZ^,H-p|fw-v) (([t=(y ,...^,.-1) 
Bind, nnd welcho iiach jodem oinzolnon diosor Produklo aulgoliwl 
warden kaunen. Dni-ch Division zwoier solohor Qloichniigon, von 
denen dio eino dio Fnnktion + dio andoro dio lAinktion 

onfchlilt, wahrond danebon in boidon Qloiohnngon dio 
nilmlioho Fuiiklion auftritfc, orhiiU man oiii Additions- 

theoi'oni fttr don Thetaqnobienton 

Nochdora dio auf don Poll p = 8 bozUglicho Forniol (^da) schoii 
vorhor von Horrn Wober^) mitgeteiU wordon war, wui-do dio allgomoiiio 
Formol (LII) aiomlidh gloiohsoilag von don Herron SlaUl'*), Nbthor^ 


1) Wobor, Thoorio dor Aborsobon Funotionen vom Gosohloohl S. IJorlin 
1870, peg. 86. 

2) Stahl, Bos Additionsthoorom oto. J. fflr Math. IJd. HH. 1H80, naff. 117. 
8) NOthor, Zur Thoorio dor Thotafunotionon von boliobiff violon Arffu- 

mentra. Math. Aim. Dd. 10. 1880, pag. 270j dazu uuoh« Ubor dio allgomoinon 
Ihetaranotionon. Erlangen Ber, ITeft 18. 1880, pag. 1, 
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und Frobonius^) angegeben; did obige Ableitimg ist Ton lien'u Fryrn^) 
verOfFentliolit worden. 


§ 14. 

Weitere Folgerung^n aus der Blemaunsolieit Tlietoformel. 

Sind infolge dor Annahme »■ (0) ron deii in (XXXVIU) de- 
finiertou GrSBen jene 9 t = 2^"‘(2^— 1) Null, fUr wolclio die 
Ohorokterisidk [ 17 ] jiuigorado ist, bo ergeben sidi axis (XXXIX) 
sswisobon den 2*^ GrSfien 

(444) = 

[c + p + O'] ^« + i) 4 . wj * [fi + 9 ] JttJ d [e + 0 ] {[i;]) 0- [s] wj 

» Gloiobungou, welche, weun man die uugorndon Glmrnkteristikon in 
irgoud wol^er Reihonfolgo mit [uj, •••, [t^J bexoiolinot, die Form: 

(445) = 0 •••.«) 

baben. 

Bio Gloiohuug (446) bloibt richtig, weuu mnii nuf ihrer linkoii 
Soite in dem hiiitor dom SuminoiiKoi^on stohondon AiiAdriicko die 
Ohornktoriatik [a] nllonthnlbon um oine boliobigo Oharnkturiatik |o)| 
YOimebrt, dn bierdurcli iinr oino Uinatellinig dor Gliodor der Suinmo 
verursnobt xvird. Enllcnit man nber dnnn don alien Gliodorn gcmelii- 
aamon Faktor j{«^, oj dnreh Division, so orlillH man dio Gleiolmng: 

(44fa) |Wj, s I =“ 0, 

Li] 

in dor also ftlr eo oino boliobigo Oharaktoriatik goaotv.t worduii darf. 

Bozeiebnet mnii nun woitor dio 9 « — (2^ + I) gorndon 

Chnvaktoristikon in irgend wololier lloihonfolgo mit und 

tronui die linke Soilo von (440) in zxvei Tuilo: 

»» H 

(447) ^ I Hy, I ^ I I ] , 

fsal 

so iat nacb (446): 

(448) ®IWf] *“ 


1) FvoboniuB, tfboi* das Additionstlicorom cto J. ffli' Itfalli. Rd. BO. 1880, 
png. 186. 

3) Pryw, Untorsuchnngon flbor dio Riomann’soho Tbofcaf. olo. Lpa. 1883, 
pag. 90, 
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MuUipliaiei't man jetzfc Hnlce und Mokto Soito der Gloiclmng 
(448) mib | «,, 1 und sumraiei't naok a von 1 bis », so erhHlt man 

zunEobst: 

M W 

(d49) ^ I M«, tt* I 2 1 I “ 0 

aal seal 

und 68 ist dfdiei wegeii (447): 

1 *** 1 \ I 1 ) * 

wl # 1—1 \a — 1 / 

" / * \ 

'^1 I **«» *** 1 ■“ ! **IIJ *^'r**r I ) ■ 

ffal t — 1 \i ;— 1 / 


(460) 


(461) 


Da nun weiter: 

I Mff) I •“ I I ‘ I I • 1 %%9ti I = I W»» /?/» I ‘ I ff ,. \} 

i»<F) M*«J =-!«<. I ‘ 

und femer naoh dem YIl. Sabz: 


2 s^-B_ 2 ^-t( 2 ^-i_l)„ 2 P-i^ wonn 

!■). W(mnv««T 




2»p-»— 2^“ 

(469) 

a—l 



« 

|2>p-»— 2^' 


1 

a— 1 

( -2' 

SO isb: 

41 



n 


(463) 

Osal 



[ — 1 u,, I 2^” \ wenn v ^ t, 
wonn V « r j 

os nehmon daher dio beidon Ciloichiuigon (450) dlo Form: 


^ iMfli ««Wvl*“ I 2 p-»( 2 p_ 1 ), 


w 

2 l»a, «.|ff 


«r—l 


[Kff] 
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an, und man orbUlt, wenn man diesQ Anadrtlokd in (449) oinftthrt 
iind liukd und roclito Soite der ontstehenden Gleiohung^ dui'oh 2^"^ 
toilt: 


(465) 



Durch Yorbiiidung diosor Gloiohung mit dor Gloichung (446) abor 
gelaugb mail oudlich, wonn man gloiohKoitig und durcli 

ibi'Q Ausdrttcko nus (447) oraobist, zu den Gloichungen: 

(466) 

w 

/«-*l ' 

(fBaljS,...,!,) 

und: 



(457) 

n 



Dio Gkiclmugon (456) sind die Aufldsungoii dos ursprltngliohon 
Qloicluingonsystcras (446) imoli doii Graflon als XJnbekanntou. 

Sio Koigon, da 6 durok dioso Gloiolinngon Icoinorloi Dezaekungou 
nwiHokon don ?» GiUBon (#t = 1, 2, jh) goaohatfen woi-desii, 
(lioNO GrUlion violiuelir in iknuii dio Bollo uunbhilngigor Verilndorliolion 
(Iboi'iioiimoii kamion. Andora vorhiUl ea sioh mi 6 don GraBon j . 
Zwioolion ihiion bostohon dio Gleicdiuugon (457), dio iiabUvlioli nioliti 
unnbhiingig vonoiiimulor Bind, sondorn uiif woniger vonointuuloi' uii> 
nbliiliigigo GloicUungoii roduKiort wordon kannun. Ana dioson Gloi- 
chuiigou soli jot/i oino b'oi'inol nbgoloitol wordon, wolcho als dio 
i<'iuidninoutolforjnol fflr dio Tliooric dor Tliotnrelatioiioii lUiKusohon ist;, 
insofoni ala sio diu siimtlickon d(3rfirtigon Gleiokungoii als spoziollo 
Fiillo uinfiiBl. 

Dubci wird y) > 1 vomusgosotxl. Dor Fall 7 ) 1 erlodigl sicli 

init dor Boiiiorknng, dab kior dio Anzolil n dor Gloiohuiigon (446), 
(4r}6) und (457) jo 1 botrilgl, dio Gloiohuiig (456) mit dor Gloichung 
(446) KusaiiiinonfitlU und, wonn man aioh dor im § 11 oingefflkrton 
Jlcxoiclmmig bodioul, dio Uoktiion (840) lioforb, dio Gloicliuug (457) 
abur aich auf dio idonbiacho Gloichung ^rwK,i^A’{iuuj] roduraorb. Isb 
abor i) > 1, BO boKoichno man dio Char, oinos F. S. raib 

(458) |«o], [«J, . . lu^\, |;/9i|, . ■ ., [j/jl, • . 

und bildo nun doii Cliai'akloriabiken |'/3J und | y] dio Por. Char. 

(459) (li) “ (ft ^i); Os) ^ ' ' */ ““ (fti-a 

Dioso — 2 Por. Ohar. sind dann auf Gnmd dos XXVI. Sabxes linear* 
unnbhiingig und kdnnon dahor oinor Gruppo L Ton For. Char, 
Kriiaor, Theiafuiiklionon. SB 
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(Wj (y> Bosisoharakloriskikon dionon. Bi 
zeiohnei man danii woitor mit [it] dio Summo dor ungoradou iint( 
den 2j) + 2 Th. Char. (468) nnd init [fc] dio Tli. Char. 

(460) [i&] =“ [n^i Pi’" 


so Bind nack dom XSJX Sets dio Th. Char, von don Forme 
und nngei-ado, dio Th. Chur, von dor Fon 

gerado. Nach diesen Vorboroitiingon goho man awl’d 
Gleiohungon (457) zvtrttck; set^o daidn an Biollo dor ungoradi 
Th. Char. [«J dio Oharakteristik [^«oU) mnUiplizioro linko iii’ 
I'oohto Boiko dor ontstchonden Gloiclimig mil; /„| iiiul sninmioi 
uaeh tf von 0 bia r— 1. Man orhait daun: 


(461) 


2 ^ ^,2 

r**! \fl=sll / 


Die hior anf dor rochton Seiko aufkretondo Summo 

p — 8 

^ f ^ I f 1. "i' 1 ^ ** i > 1) 

a=o 

besitzfc nnr daun oineii von KuU vovsohioilonon Worl nnd /.war dt 
Werk 2*’'* wonn dio Charnktoristik (/tJaoi^) don p -• 2 Cloieluuigc 

(463) |a;, j -f X, |®» 1 =“ + X; * ■ 1 A,, -a 1 -i' 1 

gontlgb. Diese ji ~ 2 Oloit^nngon hahon iibor »i1n Lihmngoii die 2^'* 
Chai-alctoristikon dor /.nr Gruppo L iuljiingiorknn Uenppu f/, w<dcl 
erhaUen ^7erdGll^ wonn man in don ditn Forman 

w (y. K“iiy> K 

dio Zolil 9 dor lioiJio nacli dio Worko 0, 1, • • •; r — 1 annohmon Hi 
tmd jedesmal an Skollo von v^v,^f ullu Koinbinalioiion ohi 

Wiederholniig znr zwoikon boz. viorten KlaHso dor IDlonioiibo 1; 2; * • •, 
sekzt. Beaohtok man abor, daB dio CharakkoriHkik (ku^u,) niomi) 
mik oiner Charakloriskik tiboroiiiHiiiniTuai kanii^ da in dioHO 

Falls [«J von dor Form govado wilro; nnd di 

welter oiuo Oliaraktorislik 1«,,J \lc(^\ ••• iinmor anoh in il 

Form gobraclik woixlen ktuin, wonn man unbor Vn die vi 

deu Zahlou t'gj vereohiodouo Zahl aim dorXtiOiho 

tinier (?^) die obenklls zur Grnppo L goliOrigo Clmrakkorisk 
(Xi A, • • • 2^^) vorsbolib^ so orkonnb man, daB jono inigorAd 

Chniakloriabiken [it,,], fllv wolcdie dio Summo (402) niobt vorsohiviudf 
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und jede nur oiiimal erhalton werdeu, xrenn mau in 
fb die Eeihe dev Znhlon 0, !;•••, 6 nnd q die Eeihe der Zohlen 
0, 1, •••, r — 1 durchlaufen lafit. Doiikt man sioli abov nuf dor 
recbtou Seite von (401) von den n den Werfcen v — 1, 2, • • « ont- 
sprechenden Gliodom olio uuterdrfiokt^ boi welohcn die eingoldammerte 
Snmme den Work Null bositzt) und sotzt boi jedem der 6 • 2^*'^ tibrig 
bleibonden an Stcllo der in ihin vorkommenden Cbarakkeriskik 
die ibr gloiobo in dor Form euidialtono; nii Stolle dor ein- 

gekloinmorton Sninmo don ihr boi jodoin diosor Glioder Knkommendoii 
Work 80 orbalt man aoblioillicb, wonu man noeh linke und 
• rooUto Seiko dor neu eukskandouen Gloiobung durob 2^’'^ dividierk 
und nuf dor linkoii Seiko nucli Einscbiebiing dos Fnktors 
aa + 1 den Buobsknbon a durcb don Buchsknben p orsotzt; dio ge- 
wtinaobko Formol in dor Gesknlt: 

I — 1 5 f— 1 

(406) 2 I A«0» I ®toi*«aU ■= I ‘'^’[nibWuU • 

(isaO ' /tasO (IB>U 

ZLIV. Saksi: Ji!ft aam 

(LIU) |«(,|, l^il; • ■ Icfijj, IjSi], • • [/3^_a|, ly^-al 

4- 2 T/i. dliar. fl/sjos F. S., [«] (he kSiimme dry uiigerndt^i imh' 
ihncn wtd 

ajv) 

ett seiea femer (Z^), (ZJ, ■ • ■, (Z^_i) dui #■=» 2^'“® Per. Chur, jener G^i uppr, 
lorldw sich aaf den p — 2 BnsMm'idikmiiken (/ii^j), 

(tiif'hdul; Of! sri (mdlkh [aj| rinr ludiehifje Th. Chnr. lirgmchnel man 
dann mil a'|,j dan Ausdruch: 

V 

(LV) ;r,,=.(-iy'-^ 

^^| e + (» -I- 0 1(/( -I- « + tt>| O-I fi + ^) J «■[« -f tf] CvJ [fi'l K- ?cj, 

.so ahid diena Otv/Jm mflmuindcr varkniipfl dm'ch die (rlcidtungcn: 

f— 1 fi I 

(FjVI) 2 ^ I k ((o, k Kfl I 1 “ 1 **0^ ^ i • 

Im Gi'ointftillo =» 2 golifc tlie Formol (LVI) in dio Formol (408) 

ilbor, 

Durcb SpoKitdiMiorung dor Argumouke dor Thokafunkkionen in 
dom Ansdrncko (LV) Icdnnou aus (LVI) spoaielloro Foi'moln nb’- 
goloikok werdon. Von diosen Spozialisiorimgen soien dio folgeudeii 
orwilbnk : 
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1. Setzt man (w) (0)/8o wird: 

p 

(466) 

«■[« + ? + tf]CM + «')«'[« + ?] W «■[« + ff'lH ^1>1M 

2. Setzt man dogogeu (io) *»(— v), so wird; 

p 

(467) 

«•[« + ? + rf]W ©-[fi + 9'iw + ff’iH 

3. Setzt man hieidn ( 9 ) ^ (u), so wird: 

2 

(468) rri,-(-iy-^ 

■^■[fi + Q-\~ ff]|Mj d[fi -h <^l.e -h 


4. Setzt man dagogon in (467) (v) (0), so wird: 

(469) 

■©■[e + 9 + ®*.lW^r« + ?1W -H fflCT -o-Lf ip; 

5. Setzt man hieriii ondlioii (t() » (0), so wird: 

p 

2 

(470) ®t.3 = (-iy‘"^ 

&[e H- 9 + o]( 0 ) + q\{()} 4>lfi H- o|(()j) iy\B\i{ 

P'tir nlle diese Grdfien gilt die Gileiohmig (LVl) und liolorb (] 
mannig^oohsben Bezioliungou zwiscben don tdlgemoiiien Tliolnfimkbion 
beliebig vieler Tarinblen, 

Dor Inhalt dos gogonwUrtigon Pomgi'aphon rttlirt von 3*ryin *) l:or} 
spezieUonlj'allQ|)a«2 war dio Pormol (TjVT) schon h'niiorvon mir^nngogolj 
und gozeigt wordon, da6 dio sllmtliohon Bozlolmngon zwischon don id Tliol 
funktionoii zwolor Vorllndorliclion aus ihr abgoloitot wordon kdiiiion. 0) 
dieAnfbteUungvonThetarolaUonQn imPollo oinos boliohigon vorgl. NU Ihor 


1 ) Frym, UntorBUdhxiiigon Ubor die Iliomnnn*soho Tliotar, oto. Loip' 
1888, png. 99 u. f, 

8) Krnxer, Thoorio dor Kwoif. unondl. Thotor. oto.' Loipxig 1BR8. 

8) Nathor, Zur Thoorio dov Thotnhinoh otu. Mnlh. Aim. Bd. 10. 18 
png. 810. 
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§ 16. 


Thetafimktloueii 

hUliever Orduung mlt halbeu Oharakteristiken. 


Bine Thetafiiuktion n'" Ordnuiig mit dor ChaTaktorisiik isb 

nook pag. 39 dadui'oli cliaraktorisiorb, dafi sic ftir boliobigo ganzo 
Zalileii «, I dor Gloidinng: 


' ( 471 ) 


«»+{:))) 



p p p p 

/(»1 jiial 


goiiHgb. Eraobzb man in dicsor Gloidhmig fttr •••,p dio 

GraiJoii durcli — w^, bo folgfc aua ihr dio 

woitoi'o: 


( 473 ) 





^ p p p 

ft^l n'lml fiaal /twl 


Soil also dio 'riiobafunkbion Ordnung oiiio gcrodo odor 

uugorndo Funktion ihrar Argumouto soiii, sodnS fUr ])eliobigo 
Worto dor k 

(473) ®„ tij = Q ®.K] W» 

also iiuoli 

isb, wo p => d: 1 ^Bb, so orhiilb man, iiidoin man dio boidon Gloi> 
cliiingoii (471) und (472) durolioinmidor dividiert 

p 

(475) c -1. 

Aus diosor Gloioliung folgb nbor, da sio ftlr boliobigo ganzo Zahlon 
X, A gill, indom man untor v eiiio dor Znblon 1, 2, jo vorsbolib 
und das oino Mnl A,, » 1, dio dbrigon p — 1 Zablon A und dio p Zableu 
X gloich Null sobzb, das audore Mai %y = 1, dio tlbrigoii — 1 Zahlen 
X und dio p Zahlon A gloidh Kull setzb^ dnfi dio Gi‘36on 4^,, boz. 47»,, 
gorado Znlilon, dio GrdSeii also balbe Zahlon aoin mUssen. 
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XLV; Satz: Soil eine ThetafimMon Onhung ®ii[J]{h]| 
gerade odor ungei'ode FmMon ihrtu' Argmncnte h ncin, no nmft ih 
Chardktet'isHk am halhm Za^ilen (Us lilementen hostchen. 


Man nehme jetzb on, (lofi 

(476) — Oi-i.a,--, 

sei, wo die s, ^ gonzo Zahlou sind, nnd bozoiehuo dio b'nnlitio 
®*[3W ®tiW2&4' Nach dom XY. Satz png. 40 lilBI; eiuli dan 

die Funktion dnrstollen in dor Form: 



wo die 0 TOn don Ai’gumeubon u nnabhilngig hIikI. Indoni man i 
dieser Oleiohnng duroh — ^otzfc uml dio Gloicduiiigou (Xljl 
tmd (Xlil) png. S5 nuweudet, erhUltr man: 


(478) 



B-f Sr 
2a 


ft-i 


und hat dabor auf Grund der Gloioliiing (473) dio lioziobung; 


(479) 




9 


pH-8rt-i 
•in 
b' 
a' 


0 , 1 , 


r £± 1^1 

a a 


{»»}«« 


ijj I 


Auf der linkeu und wohten Seito dor Gloiobuiig (4:71)) troton b 
Ausfiihrung der Summation dio nibnliobon nf Thotnfiiiikkionoii a 
und ea aielit dieao Gloiolmng iiifolgo dor Liiioaruimliliilugigkoit dies 
Funktionen h** Bezieliungon zwiaolioii don JConatanton C imch sio 
Sind uamlioh dio p Zahloii t mit don p g 

verkntipffc durob dio Kongruonzon: 

(480) + — (e^-|- 2 r^) (mod. a«) 

Oder 




(481) 


+ 8/* ^ 0 (mod. »), 


Oinifti 


Amsahl Aov liiioan.mal)Ii. goroden und imgcr. Funlttiouon. 
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so miifi 
(482) 


P 




seiu. 

Dio Formel (483) raprilsoutioii Giloiohuugon, wolclie aus ihr 
lioiTorgohon, indoni man jedo den* Zalilou dio Boilic dor Werfco 
0, 1, •••, n — 1 durohlaufon lil0t nnd jodosmal dio sugohSngo Znlil 
tjf aus dor ICongruens (481) iMsiimmfc. Dioso so ontstohondon 
Gloioliuugeu zerfallou in zwoi Toraoliiedono IClnsson. 

Sind dio boiden Zaliloiisystcmo (Jp uud "*> 1 ^^ von- 

oiiiander vorsoliiodoii, so liefort dio Forinol (483) eino Gleiohimg 
zwisohon den boidon zngolidrigen drSfieu C, iiuf G-riuid derou 
sioh jedo diosor bcidoii GrUflon dnroh die 011(101*0 ausdrttekon IHOt. 
Sind dagogou dio beiden Zablonsystemo mid 

oinandor gleioli, so trifct; in dor Gloicbung (483) links nnd roobi») dio 
niiuilicho GrSBo C anf nnd os folgfc fflr diosolbo, n'cnii iiiclifc 

f 

(483) 0 -(1 


isi)) dor Wort l^nll, wiibroiid iin Folio dos BohIoIiuiis diosor Boziohiing 
dio Gloicbung (483) idontisoh orflillt ist, also koino Boclingnng F(lr 
dio botroifondo GrdQo C inich sich xiolit. 

Ist n gorndo nnd sind alio p Zablon » • • • » e. 0, so siiid 
nach (481) jeno 3^ Zublciisystomo er,, Hlr wolcho 

(4H4) (7p = J-nx^ 

ist^ wo 0 odor I ist, doii xugoliorigon Znlilonsyslomon r,, 
gloich; die ilnioii ontspi'ochundou 3^ Qloicliiiiigon (483) gnliliiini also 
ziir zweiton IClasso iiiul you dou 2^ angohbngun 01*08011 C ^ 

sind alio gteioli Null; ftlr wololio nidit '■* ''*^* 

(485) (- If”^ -=. Q 


ist. Ist nun so ist dioso Gloiohnng im Folio 

p =» H- 1 fttr jedos, im Falle p =» — 1 ftlr koin Znlilcnsystom 
oi'fUllt; ini crstoii Falio blcibon also dio gonaimton 3^' 
Grdbon 0 willklirllch, im zwoiton Fallo orgibb sioli fill* jodo dor- 
solbou dor Wert Kiill. Sind dagogou nioht alio p Zabloii 

Bp » Oj HO ist dio Gloicbung (485) nnoh dom pag. 253 Bomorlcteii 
sowohl fill* p cs 1 ala aiudi fttr pa — 1 ftlr Zablonsystemo 
Xj,***, oi'fttllt, fttr dio 2'“^ andoron nic^bt; os bloibon also in 
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jedem Falle 2^*'^ dev Yorher gon&nnton Qrdfion 0 willkUrlioh^ 
^dhroiid sioli die dbrigoa 2^"^ auf Null rodussioiun. Du imii omlUch 
in aUen Fallen die — 2^ nndwon Gloidiungoii (482), fttr woldio 
die Zfiiblen flf,, •••, dp nioht dieWorfco (484) Imbon, mr oreton ICltuwo 
gdibren, die ihuen Kugolidrigon ~ 2<* GrOilun. 0 aicJi ulan anf 
~ 2') vodueioien, ao erhaii man aohlioBlich, im FuUe dud n 
rude und fij »•••«= 8^*0 ist, als Anzalil N dor willkHrlicli bluiboiidmi 
Konstanteii 

1. wenn olio Zoblen Sj'*i 0 huuI mid ^ -- t iat. 

(486) N - 2P + ^(>iP - 2i') ^ (ji^ -1- 2"); 

2. wonn alio Zahleu « 0 Bind uiid q -- — 1 ini;. 

(487) N«^(ni'-2P); 

• 8. wonn molifc olio Zahleii b/ «..•*» ■»» 0 Hind, I'llv (> 1 • 

(488) N « 2P-< + - 2>') « i n^ 

let n gerade und aind niobt alle p Zahlon •• 

memala ein Zolilonsyatem a^f ‘'‘,(Sp dom zugohOngiui SyHtoiiio r, , • • •, r 
gloioU, die »>* Glololiungon (482) gohbron Rohin idlu Kur orMlnn K)»mnh 
und oa I’eduziorou sioh die Konetaiiion 0 gorudo ho win im liihi. 
gonannten Fallo ouf 4 

let n ungerode, ao ist woiin, im daU f,, • <0 ini, 

“ 0; ini Fnllo da8 fi,, « 1 iet, tf,, r,, =--» * iHi,. Von dfii 

GHeiohungon (482) ist also Rtota mir oinn oin'/.igo w\v '/.weitmi 
EloBse gehdrig, und da far die eouboii ungogubminn /ugidiorigi'ii 
’Worto der ZaUlon tf, t, e 

(^®®) S “ W«/t 0. I, a, ,, 

iet, also die zugohUngo Gloiohung (488) diu Form: 

(490) (-1)^“* 

annimtnt, so iet die hoti-offondo Gi-ilBo 0 gloinli Null, wmni I'i) 
p « + 1 dio Cbavaktorietik [«] ungorado, Rlr p . . . ■ I din Clninikb 
Hetik [b] gorado ist, wllhrond jodosmal im audornn li'nlln dio (IrllBo 
'wiUkttrlioh bleibt. Fa beta'iigt im Fallo, daU » inigni'iulo iN(i, hIho iI 
Anaahl N dor willktlvlioh bloibcndon Koiist/inlon (J„ . . , • 

ni. W nnd 9 ™ .|.. I mul iloi ununruit 

Ghaiaktoneilk [s] und p 1* • ^ 

(491) 
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2. bei gei*ador Gbarakteristik [b] uud p ^ — 1 und bei nngorader 
Chni'akteriBtik [0] und + 1: 

(492) 

SXVI, Sata: Isi n gerade, so gibt es aitr Ohardkt&^isWi [0] 
fl =*• -J- (w** + 2^) linmimahha/ngigs gorado md 
11 ^ — 2**) Ihmmndbliiingige tmgemde 

TJieta/UnMoizen Ordmmg, wiiliamd fiW jede mdere Chm'dktmsi^ [«] ' 
fl = J j>p UnsarmiahMngige gemlo und 
It •» 4-^ lineanm(d)hd')igig& mgm^le 

solehe FwikHmon exisHoi'en. Ist n mgomdSi so gibi es eu gsrader 
Qumkt&'isH'k [0] 

8 “ 4- (^ + ^) ^^vi(»'ii'nab}dingige gerade md 
W =» 4- (^ “ 1) ^i^GmimbMngige v/ng&'adef 
dagcgm tsu ungeradet' Gha/rakimstih [e] 

g « 4. (jjP — 1) Unmmnahhimgige gerade und 
Uai4.(f}P-^ 1) Unmmmbhdngige ungerade 
ThetafinMionon Ordmmg. 

Eino gerade boziehlich imgerade Thetafnnktion n***' Ordmmg 
mit der Cbai'aktorisiik [s]^ iHOt sick also aus g boziehlich 11 linear^ 
unabhUngigoa solcbeu Funktiouoii; ivoboi g uud u die im XLVI. Satz 
nngegobeneu Wortc besitzeii, linear zusammensefczon mit Hilfe yon 
Kooffizientcn^ die yon clou Yariablen u unabhiingig sind. 

Eino boliobigo Tbotafunlrtion Orduung mit der Gharaktoristik 
[fjg abor kann auf Grand dor Gleichuug: 

rA.ciiK\ i «}] 

in dio Sumuio oinor goradon und einor ungeraden solchen Fnuktion 
zorlogt und daher gleichfolls aus don yorher goiiannten g + it »• 
linearunabhtlngigon goraden and ungei'aden znr Gharaktoristik [sjg go- 
huiigon Thetafuiiktiouon Ot^nung zusammongesetzt werdon. 

Flir don Fall » 1 findet sioh doi* XLVI. Satx hoi Kdnigsborgor^), 
filr don Fall loilwoiso sohon boi Hormito^) yollstttndig bei 

1) EOnigsborgor, Dio Transformation, dio Ifultipliontion und dio Modular^ 
gloiokungon dor olliptiadion Ifunclionon, Lps, 1868, png. 4tl. 

8) Uormibo, 8ur In thdorio do la imnaf. oto. C. R Bd. 40. 1866, png. 487{ 
dnsu Cayloy, On bho bronsfonnAtioii obo. Quart. 3. Bd. 81. 1886, pag. 148. 
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Wober^), Sir beliebiges p wiirde er 2 uerst von Sohottky^ ange> 
geben. 

Bid Bildtmg von g bez. u linearunabh&ngigen geraden bez. nnger&den 
Tbetafunktionen Ordnung mit gegebener Charaktoristik [j] auB den 

2®^ Funktionen siehe fflr j? 1 bei Weber®), fOr = 2 boi 

Hermits^) und Krause®). 


§ 16. 

Thetarelationen. 

Tbetarektionen nennt man die algebraischen, ffti* beliobige Worte 
der Argumente u geltenden Gleichungen zwischen den 2®^' Punkfciouen 
Beaebtetmannun, daBeinProdnkt-9’[£^]('M|-9-[B|j]((«])--*-&[s^^Hj[n| 

von n Tbetafunktionen mit Obarakteristiken jejj, •••, dio 
aucb teilweise oder alle einander gleicb sein kounen, cine Thotjir 
funktion Ordnung mit der Cbarakteristik £y • • • £ J ist, daC abcr 
lineare Relationen, wie aus dem Verbalten dor b\inktiouou 
bei Andenmg der Variablen um korrespondieroudo Gljinzo dov Porio- 
dizitatsmodulen gemafi der Gleicbungen (XLIII) und (XLIV) pag. BO foigt, 
nur zwischen Tbetafunktionen gleicber Ordnung und gleicher (niiinik- 
teristik bestehen konnen, so wird man bezUglicb der ullgomoiiiou 
Form der Tbetarelationen bemerken, daB sie homogen in jit^zug auf 
die Funktionen ^•[£]{m| sind und zudem so beschaffcn, dali ftir jodo,s 
Grlied der Relation die Cbarakteristikensumme dio glei(;ho ist. 

Tbetarelationen geben aua den Formelu dos § 14 in <lov dort 
angegebenen Weise in groBer Anzabl bervor. Handolt oh sich daruin, 
die so gewonnenen Formeln in ftbersicbtlicber Woiao anzuordnoii, ho 
wird man bemerken, daB durcb zwei Prozesse, iiilnilicdi Hor Vcr- 
mebrung der Argumente um korroapondierendo Hnlbo doj* 1‘oriodizitiits- 
modulen und der liuearen Transformation aus jodor 'nuitjirolation 
neue abgeleitet wei*den konnen. Zur Ausfubrung dos (u^steu Pi-o- 
zesses ei-setzt man unter Beacbfcung, daB dio vorliegondo Rolation filr 
alle Werte der Ai^mente u gilt, das System (w) dui-cli djw SyHtoiu 
(w+fjcja), wobei {»}2 ein System korrespondiorondor Ha]b<!v dor 
Periodizitatsmodulen bezeichnet, drackt sodann mit Hilfo dor Formol ( Vll) 


1) Weber, Aawondung der Thobif. etc. Math Ann. lid. 14. 1870, 
pag. 173. 

2) Schdttky, Abr. e. Tb. d. Abel’schon Funci ok. Lpz. 1880, piig. 0 . 

3) Weber, Elliptieche Fonctionen etc. BrauuBcbwoig 1801 , pag. 04. 

4) Hermite, Sur la th^orie de la tranef. etc. C. 11. Bd. 40 . I8fi6, 
pag. 485. 

6) Krause, Die Transformation etc, Lpz. 1886, pag. 67. 
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..alle Thetafunktiotien mit den Ai^umenten (w+ (xja) durcli soldbe 
mit den Argumenten (u) aus und entfemt endlicli die dabei auf- 
getretenen Exponentialfaktoren, soweit sie alien G'liedem der Theta- 
relation gemeinsam sind, dureh Division. Der zweite ProzeB wird 
in derWeise ausgefBhrt, daB man nnter Zugnmdelegnng einer ganz- 
zabligen linearen Transformation T jede in der vorliegenden Belation 
auffcretende Thetafanktion mit Hilfe der Formel (34) dnrch die 
Funktion ausdrUckt Sohreibt man dann in der so ent- 

standenen Thetaformel, in der jetzt nnr nodi Thetafiinktionen mit 
d^ Argumenten w' und den Modulen a' vorkommen und die ffir be- 
liebige Werte dieser Arguments und Modulen gilt, wieder u statt vf 
und a statt a' und entfemt die bei Anwendung der Formel (34) 
aufgetretenen Faktoren, soweit sie alien Oliedem der Thetarelation 
gemeinsam sind, dureh Division, so erhalt man eine neue Theta- 
relation, von der man sagt, daB sie aus der urspr^glichen dureh die 
lineare Transformation T abgeleitet sei. So kann man dureh die 
beiden besohriebenen Prozesse aus jeder gegebenen Thetarelation neue, 
in diesem Sinne zu ihr gehorige ableiten, welche dann zusammen 
mit ihr ein Fonnelsystem bilden; die in der ersten Abteilung dieses 
Fapitels entwickelte Ohm-akteristikentheorie ermoglicht es, die samt- 
lichen in einem solehen Formelsystem vorkommenden Thetarelationen 
in einer einzigen allgemeinen Formel zusammenzufassen. 

Es erhebt sich nun die weitere, davon versebiedene Frage nacb 
der gegenseitigen algebraiseben Abbangigkeit der Thetarelationen 
voneinander; die Frage namlicb, wieviele und welche von den ge- 
wonneneh Thetaformeln die wesentlichen sind, dureh deren rationale 
Verbindung sich alle anderen als ihre notwendigen Folgerungen er- 
geben. Wahrend diese Frage in den niedrigsten Fallen = 1 und 
p — 2 sich verhaltnismaBig einfach erledigt, hat ihre Beantwortung 
bei groBerem p erbebliche Sehwierigkeiten. Soweit sie die zwisdien 
den Thetaquadraten bestehenden Beziebungen betrifft, hat 

sie dureh die XTntersuchungeu des Herm Wirtinger^) eine ab- 
schlieBende Behandiung erfahren, iiber welche im foigenden berichtet 
werden soil. 

Jedes Thetaquadrat ist eine gerade Thetafanktion zweiter 

Ordnung mit der Charakteristik [0], und da ea nach dem XLVI. Satze 
linearunabhangige solcbe Funktionen nur ^ gibt, so bat man die 
beiden Satze; 

ZL'vn. Satz : Ztvischm irgend 2** -j- 1 Tfi^taquaclratm hest^t 
eim lineare BelaUon. 


1) ‘Wirtinger, Untersuchungen fiber Thetafimetionen. Leipzig 1896, 

pag. 22. 
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(502) (1, 
aber weiter: 

(503) 

setzt, wodurcli 

(504) 

■wird, die Formel: 


<’-o, 


Cu*I,8,...,p) 

(^t = 1, 2, • • - , jO 

0 '“1| 8 .--,p) 


p 

0,1 ^ V e/. 

2" (- 1)"=* » + '] C2«), , » [3 «2 «1, . 


Mittelst dieser Formel kormen die 2»'“^(2i' + l) gomden Fniiktioiioii 
— xmter der Annahme, dafi nieht iufolgo besoudornr Rd- 
diDgungen far die Tketamodulea a eine oder mohrero der Orobou 
i9'[£]|0|g verschwinden — als homogene Fonktioiien zweiton Omdos 

der 2 p Funktionen ^[q]C2w|s„ (fj, = 0, 1) und daher woiter 

mit Hilfe der Formel (501) als homogene Fauktion awoiten Grades 
der 2^ Thetaquadrate (%', tjp" 1) ii'geiid 2'' 

anderer linearnnabhaiigiger ausgedriiokt wordeii. Ua unn einerscdis 
zu 2P Thetaquadraten im ganzen nur 2^“^(2/' -f- 1) vorHehiodoiu* Pro- 
dukte zweiten Grades eiistieren, und anderevaoits die auf den iinkeii 
Seiteu der Gleiebungeu (506) auftrotenden ebonaoviolen gnratUsn 
Funktionen linearunabhangig aind^), so sind os aiicb die 

geuannten Produkte zweiten Grades der 2^' Thotaquadrato |C«L 

(ly/, => 0, 1) oder irgend 2^ anderer lineai'unabhaiigigor. Divinit 

ist aber der letzte Satz bowiesen. 

Zwiseken 2^ linearunabhangigen TUetatjuadi’afcon (ixistieron also 
nicht mir koine linearen sondem aucli keine q\iadi*ati.s(‘.hon Itftiationon. 
Im Falle p = 2 existieren zwischeu ihnen aucli koino llolationon 
dritten Grades; aber fur 7) > 2 mtissen solelio vorluuidun Hoin, da 
man aus 2? Thetaquadraten -J 2^’ (2^' + 1) (2^' + 2) T’rodukto dritten 


1 ) Dafizwisebofl den 2^^ Thetafunktionen fiberluuqA keine lincaron 

Relationen bestehon kUimen, folgt achon, in tlbercjnBtimiuunff luit dor am An- 
fange dieses Paragrapben gemacUten Bemerkung, ana ilivom vorachiedonea Ver- 
balten bei Anderung der Variablen urn korroapondieronde Gauze der Periodizitata- 
modulen; einen ausfahrlichen Boweis daflr gibt Horr Prym (Untersuchungen 
fiber die Riernann’sebe Thetfif, etc. Lpz. 1883, pag. 82). 
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Grades herstellen kann, diese alle gerade Tbetafunktioneu dritter 
Ordnung mit der Oharakteiisfcik [0] sind und derarfciger Funktiouen 
im ganzen. nur -J- (6^* 4- 2**) *= 2^" * + 1) linearmiabiiS,ngige existieren. 

Belationen Tierten Grades zwisclien ^ lineanmabkangigen Theta- 
quadraten gibt es dagegen, in "Obereinstimmiuig mifc dem in § 12 Be- 
merkten, s(3ion im Fadle j) = 2, da die Anzabl der moglicken l^odukte 
yierten Grades ^ 2** (2^^ -|- 1) (2*' + 2) (2? + 3) aucb far groBer ist 
als die Anzabl 4(8**H-2 p) der bneanmabbangigen Tbetafunktioneu 
vierter Ordnung mit der Cbarakteristik [0]. 

Hit den Belationen dritten und yierten Grades siud aber die 
weSMitlicben Beziebungen, welcbe zwiscben 2p lineaitinabbangigen 
Tbetaquadraten bestebeu, ersebSpft. Herr Wirtinger bat namliob 
bewieseu; dafi jede Belation boberen Grades zwiscben dieseu Funk- 
tionen eine notwendige Folge der genaunten Belationen dritten und 
viertai Grades ist, in der Art; dafi ibre linke Seite sicb rational aus 
den linken Seiten der leiateren zusammensetzt. 

Zum Beweise dieses Satzes bemerke man das folgende. Jede 
Relation 2w*“ Grades zwiscben 2^ linearunabbangigen Tbetaquadraten, 
und ebenso jede Relation 2n — Gi'ades zwiscben ibnen, nacbdem 
man sie mit einem bebebigen unter ibnen multipliziert bat, ist eine 
Belation Grades zwiscben den quadratiscbeu Verbindungen der 
2^ linearunabbangigen Tbetaquadrate und als solebe nach Obigem in 
eine Relation Grades zwiscben den geraden Tbetafunktionen des 
Argumentensystems (2m) iiberfdbrbar. Den Beweis, dafi alle Rela- 
tionen bSheren als des vierten Grades zwiscben 2^ linearunabbangigen 
Tbetaquadraten eine rationale Folge der Belationen dritten und 
vierten Grades zwiscben diesen Funktionen sind, ist also erbracbt, weiin 
man zeigt, dafi alle Belationen zwiscben den geraden Tbetafunktionen 
eine rationale Folge der Belationen zweiten Grades zwiscben diesen 
Funktionen sind. 

Der Beweis ffir die Ricbtigkeit dieser letzten Bebauptung wird 
aber von Heim Wirtinger in der folgenden Weise erbracbt. Es 
wird zunacbst angenommen, dafi die TbetaBmktionen spezielle, in 
elliptiscbe zerfallende seien, d. b. dafi alle Modulen ftlr welcbe 
ft ^ 1 / ist. Null sind. Unter Annabme dieser speziellen Modulen wird 
oine bestimrate Normalform flir die Belationen zwisdien den geraden 
Tbetafunktionen beigestellt und sodann mit deren Hilfe gezeigt, dafi 
alle Belationen eine notwendige Folge derjenigen zweiten Grades sind. 
Eudbcb wird dann dieses Besultat auf Tbetafunktionen mit bdiebigen 
Modulen ausgedebnt. Beztiglicb der naberen Ausflibining dieses Be- 
weises mufi mit Bticksicbt auf seinen grofieu Umfang auf die Ab- 
handluug des Herm Wirtinger^) velwiesen werden. 


1 ) Wirtinger, Untera. fiber Thetaf. Lpz, 1896, § 18—20. 
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(502) ^ 

yft 

m — n = 

= S S* ^ 5SB Ij 




7,^^) *= — X rt' 

'V 


■ ,p) 

aber weiter: 





(503) 

= 0, 

= 2**,. 



setzt, wodurch 





(604) 

= * 

’if -a*.. 


■IP) 

wird, die Formel: 






®[:-]coL 

«■[;-] <(2«i 



(50^) M 

p 

2 *i“ ^ 





= Z (- 1)"“^ * t '] ^ [o] p ‘4 . • 

Mittelst dieser Formel konnen die 2^'‘^(2^'+ 1) geradeu Fuiiktioueii 
i&[£](2tt)^ — unter der Annahme, daB nicht infolge besouderer Bc- 
dingungen fur die Tbetamodulen a eine oder melivere dor Grolieii 
verschwinden — als homogene Funktiouen zweiten Grades 

der 2p Funktiouen '&[q]C2m| 8« (^i, «p = 0, 1) uud dabor weiter 
mit Hilfe der Formel (501) als homogene Fuuktion '/weiton Grades 
der 2^ Thetaquadrate (V; * * 'j V irgcnd 2^- 

anderer linearunabhangiger ausgedrdckt werden. Da nun einerwiits 
zu ^ Thetaquadraten im ganzen nur 2^“^(2/' + 1) vorscliloflono Pro- 
dukte zweiten Grades existieren, und andererseits dio auf den linkeii 
Seiten der Gleichungen (505) auffcretenden cbousoviolou goradmi 
Funktiouen linearunabhangig sincD), so sind os amdi die 

geuannten Produkte zweiten Grades dor 2>> Thotaquadrato jlaj,, 

(''117 oder irgend 2^ anderer linearunabhilngigor. Diiinib 

ist aber der letzte Satz bewieseu. 

Zwischen 2^ liuearunabhangigen Thetaquadraten oxistioron also 
nicht nur keine linearen sondeni auch keine cjuadratischon Uolatioiicn. 
Im Falle p = 2 existieren zwischen ihuen auch koine IMationon 
dritten Grades; aber far p > 2 mtissen soieho vorhanden Hoin, da 
man aus P Thetaquadraten 1 2^ (2^- + 1) (2^' + 2) Frodukto dritten 

1 ) DaB zwischen den Thetafunktionen Aboriauipt keine liiicaim 

Relationen bestehon kOnnen, folgt schon, in Obereinstinimung niik dor am An- 
fange dieses Paragraphen gemacUten Bemerkung, aus ibrom vorHcbiudcnen Ver- 
balten bei Anderung der Vaiiablen um korreapondieronde Ganzo dor I’oriodiaatats- 
modulen; einen ausfObrlichen Boweia dafOr gibt Herr Prym (Uuteinuchungoa 
fiber die Riemann’ache Tbetof. etc. Lpz. 1882, pag. 82). 



Bdlationen zwieoBeu 2^ linearanabh. Thetaquadraten. 
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Grades herstellen kanu; diese alle gerade Thetafunktionen dritter 
Ordnung mit der Charakfcerigtik [0] sind imd derartiger Funktionen 
im g^nzen nnr = + 1) linearunabhSngige existiei*en. 

Eelationen vierten Grades zwiscken ^ lineanmabiiaaigigeii Theta- 
quadraten gibt es dagegen, in "Obereinstinimring mit dem in § 12 Be- 
merkten, s(ion im Fsdle = 2, da die Anzahl der mSglichen Rodufcte 
vierten Grades ^ 2** (2^ + 1) (2^ + 2) (2^* + 3) aucb fttr jp = 2 grofier iat 
als die Anzabl ^(8*’ + 2 p) der lineariuiabliSiigigen Thefaifunktioneu 
vierter Ordnung mit der Cbarakteristik [0]. 

Mt den Eelationen dritten und vierten Grades sind aber die 
ivesentlichen Beziehungen, welcbe zvdscben 2^ lineainmabb^ngigen 
Thetaquadraten besteben, erschopft. Herr Wirtinger hat namlioh 
bewiesen, daS jede Kelation hSher^ Grades zwischen diesen Ftink- 
tionen eine notwendige Folge der genannten Eelationen dritten imd 
vierten Grrades ist, in der Art, dafi ihre linke Seite sidi rational aus 
den linken Seiten der letzteren zusammensetzt 

Zum Beweise dieses Satzes bemerke man das folgende. Jede 
Relation 2»^ Grades zwischen 2^' linearunabhangigen Thetaquadraten, 
und ebenso jede Relation 2w — 1*®“ Grades zwischen ihnen, nachdem 
man sie mit einem beliebigen imter ihnen multipliziert hat, ist eine 
Relation Grades zwischen den quadratischen Verbindungen der 
2^ linearunabh^gigen Thetaquadrate und als solche nach Obigem in 
eine Relation Grades zwischen den geraden Thetafunktionen des 
Argumentensystems (2m) ttberftthrbar. Den Beweis, da6 alle Rela- 
tionen hSheren als des vierten Grades zwischen 2^ lineaninabhangigen 
Thetaquadraten eine rationale Folge der Eelationen dritten und 
vierten Gi*adea zwischen diesen Fnnktionen sind, ist also erbracht, wenn 
man zeigt, da3 alle Eelationen zwischen den geraden Thetafunktionen 
eine rationale Folge der Eelationen zweiten Grades zwischen diesen 
Funktionen sind. 

Der Beweis f(ir die Richtigkeit dieser letzten Behauptung wird 
aber von Herm Wirtinger in der folgenden Weise erbracht. Es 
wird zonachst angenommen, daB die Thetafunktionen spezielle, in 
elliptische zerfallende seien, d. h. daB alle Modulen fiir welche 
ft ^ M ist, Null sind. Enter Annahme dieser speziellen Modulen wird 
eine bestimmte Normalform fiir die Eelationen zwischen den geraden 
Thetafunktionen hergestellt und sodonn mit deren Hilfe gezei^, daB 
alle Eelationen eine notwendige Folge derjenigeu zweiten Grades sind. 
Endlich wird damn dieses Eesultat auf Thetafunktionen mit beliebigen 
Modulen ausgedehnt. Bezhglicb der naheren AusMuning dieses Be- 
weises muB mit Efickaicht auf seinen groBen Dmfang auf die Ab> 
handlung des Herm Wirtinger’^) vei*wiesen werden. 

1) Wirtinger, Untere. tlber Thetaf Lpz. 1896, § 18—20. 
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Betrachtet man 2^ linearunabliangige Thetaquadrate als homogene 
PunMkoordinaten ©ines Ranmes yon 2** — 1 Dimensionen nnd denkt 
sioli sodaun den Argumenten •••, Uj, alle moglichen Wert© erteilt, 
so entsteht ein Gebild© von p Dimensionen in diesem Raume. 
Dabei entspriebt jedem Wertesystem© Wj, •••, Mj, ©in nnd nur ©in 
Punkt dea Qebildes jedocb umgek©brfc ©inem Punkte von 
unendlick viele Wei'tesysteme tq, • • •, ist einos von ihnen tq', • • •, u^, 
so sind alle in dor Form (±w'+{«}) entbalton, wo {jc} ein be- 
liebiges System korrespondierender Ganzer der Periodizitatsmodnlon 
bezeiclmet. 

Das Gebilde ist ein algebraisches nnd wird durcb die zwiachen 
den 2^ Tbetaquadraten bestekeuden Belationen dritten und vierten 
Grades voUsi^dig definiert; man bedarf dazu 2^ ~ p — \ soldier 
voneinander nnabMngiger Gleicbungen. 

TJm die Ordnnng von zu ermitteln, hat man die Auzahl der 
Punkte zu bestimmen, welche sie mit p linearen Gebilden von p~\ 
Dimensionen: 

+ ‘^a'9'^hJW + • ■ • + Clr “ 0, 

(506) + • •• + Cg. «■'[«.]!**]) = 0, 


gemeinsam hat. Solche p Gleichungen besitzen abor, da die auf 
Uiren linken Seiten stehenden Ausdriick© Thetafunktionen zwoitor 
Ordnung sind, nach dem XVIII. Satze pag. 42 2^' -p! nadi den Perio- 
diziiatsmodulen inkongruente gemeinsam© Losungon tq, 
dies© liefera, da zwei Losungen (tt) und (— w) dorselbo J*unkt von 
Mp entspricht, 2‘^~'^‘p\ verschieden© Punkte von Mj,\ die Ordnung 
von betra^ also 

Das Gebilde ist im speziellen Pallo p = 2 eine Kummorscho 
PlSche (vergl. § 12); aui’ die Verallgemeinenmg der Kumiuoi*solien Fliicho 
fttr den Pall i)> 2 hat zuerst Herr Klein in einer Vorlesung vomW.-8. 
1886/87 ^) hingewiesen tmd es hat dann HeiT Wirtingor vororst fiir 
den speziellen Pall jp *= 3 *) und spUter flir boliebigos p “) gezoigt, clivO 
eine Reihe der bekannten geometrischen Eigensoliaftou der Kummerachcn 
Plache sich bei den Gebilden ftlr p > 2 wioder ftndon; Horr Wirtinger 
zeigt namlich: 


1) Siehe bei Eeichardt, Ober die DorstelUuig dor Kuiumev’schen PlUbhe 
etc. Nova acta Leop, Bd. 60. 1887, pag. 482. 

2) Wirtinger, tJber das Analogon der Kummeraoheu Plilohe ffir p=«8. 
G5tt. Nacbr. 1889, pag. 474. 

8) Wirtinger, Ober eine Verallgemeinerung der Tbeorie der Kummer- 
Bchen Piacbe etc. Monatab. f. Math. Bd. 1. 1890, pag, 118. 



Yerallgemeinerung der KtimmerBchen Fl&che. 


1. Den 2^^ Systemen torrespondierender flalber der Period 
modtden entspreohen 2®^ singuISre Punkte von i!^; sie sind 
Ptmkte nnd zugleicli die einzigen singnliiren Pnnk^ von 

2. Setzt man ein beliebiges Thetaquadrat glei(^ Knil, so wird da- 

durcb aus Mj, eine Mannigfaltigkeit von — 1 Diincnsionen heransgegriffen, 
deren Ordnung ist nnd die doppelt gezfthlt der vollstandige 

Schnitt von mit einer linearen Mannigfaltigkeit ist. Setzt man 

also zur Abkfir/ung 2^-— 1“JV, 2^“**j)l===>» und nimmt die Ordnungs- 
zabl in die Bezeicbnung der Mannigfaltigkeit als oberen Index auf, so 

besitzt 2®^ Bngs eina: bertthrende . 

3. Die 2^^ uuter 1. genannten singulilren Ptmkte bilden mit den 

2^^* unter 2. genannten singulUren Un—i Konfigoration derart, dafi 
je 2f”^(2^’ — 1) der Punkte anf einer der liegen, und je 2*'“^(2^ — l) 

der durcb einen der Punkte geben. 

4. Die Mp geht durch 2®^ KoUineationen, die eine Gruppe bilden, 
in sick tiber. 

5. Die Jlf_ geht duroli 2®^ Korrelationen in sieb liber; davon sind 
2P-i(2^— 1 ) Nullsysteme und 2^“^(2^-|- 1) Polarsysteme. 

6. Die 2^^' unter 4. genannten KoUineationen bilden mit den 2^^ 
unter 5. genannten Koxrelationen derai-t eine Gruppe, daB die Punkte 
und Mm—x des Raumes von J/’Dimensionen zu Konfigurationen (2*^)jj|)_i^ 
zusammengeordnet werden. 


Svaasr, Xlietofunkttonetli. 


U 



Achtes Kapitel. 


Die Thetafunktionen, deron Cliaraktcristikcn 
aus Zahlen gebildet sind. 


Bie rtmktionen ^[e],.W. 


Im folgenden ■werden Thetafunktionen betraclitet, doren Clianik- 
teristikenelemente • • •, g^,, \ beliebige ratiouale Ziilileii sind, 

die man sidi anf gemeinsamen Nenner r gebrackt denko, sodaB: 


( 1 ) 




I —ZE 

% r 


Ot = I, s, . • . , lO 


ist, wo die £, e' ganze Zablen bezeicbnou. In diesom ii'allu soi die 
Charakteristik imter Anfiigung des Nennera ?• als Index an die 
Cbarakterisfcikenklammer mit 


( 2 ) 





Oder, wenii ausscbliefilieh Cbarakteristiken mit dom iiainlicdien Ninmer 
in der TJntersuobuiig auffcreten, aueb unter Fortlaasung dea Jndox r mib 


( 3 ) 



die zngeiiSrige Thetafunktion mit ■&■[«],. JwJ oder •9’[fi]W bezDicbiiGb. 
Pflr diese Firnktionen liefem dann die Formoln (XXIX) — (XLIl) 
pag. 30u.f. die folgenden G^leichnngen. 

Die Theiafu/nkUon ist defmert dwelt, die Gleiohung: 


(I) 9[4 






sie ist mU der JSk&Mon verlmii^ft dtireh die Oleiclimg: 



Definition und Haapteigensdiafben deraelben. 


371 


^[4 W = ^ • • I Mp + ^ 

1|“'— 1 /**»! 


d. h. sie geht abgesehen von em&n ExponmtialfaJctor aus der FwtMon 
Jiervor, wenn man deren Argvmmtmsystem («) um das System 


P P 

(HI) 

/tssl («S=.l 

gusammeng^iongor der Periodmtdtsmodulen mit der Per. Char, (s)^ 
vemiehrt. So mtsprUdd der Th. Char, [f]^ also die Per. Char. {e\, 
wmn man ^ [£],.([«)) relativ gegen die Fur^on ■0'^w| betraehiet. 

Die durch die Gldchung (I) defmierte ThetafunhUon '3‘[«]r(wjl go- 
niigt der GUichung: 

®'[«]r({« + {»■>«} J 

(IV) V p g i» 

in tvi'lcher [rx]^ jencs System gusa^ymerygcMrigcr Ganger dor Perio- 
digitiitsmodulcn hezeicimet, welches aits (III) fur e^, — rx^, 

(ft = 1, 2, p) hervorgeht Aus diesor Gleichung folgen, indem man 

das cine Mai xf => 1, die ubrigen — 1 Zahlcn x und die p Zahlen 
X gleich NuU sctgt, andere Mai x„ — 1 , die ubrigen p~l ZaUen 
X mul die p Zahlcn x glcitdi Null setgt, die spegiellen Gleichungen: 

(V) («i ) • ■ ■ 1 Mv + I • • • I Wj,) =- ■0-L«]r W 

(VI) &lel («, + a, J . - . + a^.,) = ^[sUu} ^ 

aus denen man die Gldchung (IV) toieder ergeugen Icann. 

Fndlich gmiigt die FurdcUon dm Gl&ichwngen: 

X-T VuVti' 




(VUI) + 


|l(al 


~~ f' 

r 

»W4«I» '■"* . 
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(IX) 





%rti -v"* 

~T~ ^ 


Die Forrael (VIH) sagfc aus, daB zwei Funktionen 
‘^[''?]rW> ^ welche die Ckarakteristikenelemente fj, •••, Sp 

und •••, ij/ deu 2^) Kongraenzen; 

(4) ^ »•) 0.=i,2,-.,p) 

gendgeii; nur um eiuen Faktor, der eine r*“ Einheitswurzel ist, von- 
einander Tersckieden. sind^ imd man schliefit damus^ daB es im gauzeii 
ttberhaupt nur wesentlich verscbiedene Funktionon gibt, 

als wel4^e man diejenigeu wadden kanu^ boi deneii die Zablen s, e 
nur die Werte 0, 1, •• •, r — 1 beaiteen. 

Die Formel (VH) zeigt welter, dnB man vou jodor dioaer 
Funktionen zti jeder anderen von ihnen abgo.sel.ioii von einein Bx- 
ponwitialfaktor gelangen kami, indem imni ilir Argnmcntonsyatom (») 
um ein passend gewabltes System ziisainmeiigolidriger der 
Periodizitatsmodulen vermelirt. Dadnrch erscbeincn dio >•*<' Fiink- 
tionen ■9'[s],.ft<]| untereinander als gleichberecbtigt mid insbesoiidere 
die Ausnahmestellung, welehe von voi-nberein '9')01 ,.({m]) = ‘O'Cm]) Imtte, 
aufgeboben. 

Die Formel (IX) zeigt, daB die im vorigeii Kapitol betraobteten 
Funktionen deren Cbarakteristiken aus lialboii Zalilon go- 

bildet sind, die einzigen Thetafunktionen sind, wolclio genido oder 
ungerade Funktionen ibrer Argument© sind. Ist r gerado, ao kominoii 
sie unter den Funktionen vor, die — 2“^’ iibrigen 

Funktionen, und ebenso im Falle eines ungeruden r dio 9-^^’ — I voii 
'9‘[0]|w]) versobiedenen Funktionen gelien gemllB der .Kormid 

fix) abg^eben von einem Exponentialfaktor paarwoiBo inoinandev 
tiber, wenn man das Argumentensystem («) in (— ■«) vorwaiidelt. 


§ 2 . 

Perlodeucliarakteristikeu. 

Sind «)ia} "•) (Opa («=“ 2, •••, 2^)) dio oiner Thetafunktion 

im Sinne des ^ffcen Kapitels zu grunde liegenden Periodonsystemo 
und %, •••, £gp ganze Zablen, so nennt man ein GrSBensystom von 
der Form: 

Sp Sp 

y a? ‘ ‘ y ^tt^pa 

0=1 asst 


( 6 ) 



Lineore Transformation dor Per. Char. 


eia System zusamnengd\onger der 'Periodm ta, den Komplex dei 
2 ]j Zahien • • •, aber die Periodenc^iaraktenstih {Per. Giar.) (sX 
Oder, wenn nnr Per. Char, mit demselben N'enner r betraohtefc -werden, 
(fi) des Systems (6). 

Ffibrt man an Stelle der Perioden m neue Perioden (o' ein ver- 
mittelst einer gao^abligen iinearen Transformation: 


( 6 ) 


fO 


ft a 



/VbbI 






■^obei also die ganze Zahien sind, welehe den Bedingungen (8), 
( 9 ) pag. 242 genfigen, so ist: 


( 7 ) 


wenn: 

( 8 ) 



®/./S 





(iu=.l,8,--.,p) 


2 p 

a=sl 


(/J=»l,S,...,Sp) 


gesetzt wird. Man sagt dann, daS die Per. Giar. («) durdt die Trm%s- 
formoMon (6) in die Per. Char. (T) Hhergelie. Bezeichnen weiter («) 
iind (17) iigend zwei Per. Char., (i) und (^) die darans durob die 
n^Iiche gauzzablige linoare Transformation (6) hervorgebenden, 
so ist aiif Grund der Gleicbnngen (8) nnd unter Beacbtung der 
zwiscben den c bestehenden Belationen: 

p Sp 8_p 

( 9 ) + (pcta ^fi,p + a 

(7»1 asl /Ssssl Jssl 

P 

es bleiU sokin der Wert des Attsdru(^: 

p 

( 10 ) 2 ^p+fi V/d 

p=i 

hci jeder gamzcMigen Iinearen SVansformaUon imgedndert 
Zwei Systems (5)^ bei denen die Cbarakteristikenelemente 
und •••, den 2j) Kongmenzen: 

(11) «« = ^a (mod. y) {««i,8,..-,8p) 

genugen, sind einander mbeb den Perioden m kongruent; zwei solcbe 
Per. Cbar. («) und {rj) werden in diesem Paragrapben ais nidht ver- 
schieden angeseben. Es gibt dann im ganzen nur yersdbiedene 
Per. Cbar. (s), als weicbe man diejenigen wablen hann, die entstdien, 
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vm. % Feriodeucharakteristiken. 


wenn an Stelie des Systems der 2j|) Eiemente alle 

Variationen mit Wiederholung mr 2^)*®“ Klasse der Zahien 0, 1, • • •, r — 1 
setet. Bine soldie Per. Char, sei in der Folge, indem man fig, • • •, 
statt • • -j £ 3 ^ tmd e/, £ 3 ', • • e/ statt e^, Cg, • ■ £^ sclireibt, mit: 


( 12 ) 




bezeiehnet. Unter den Per. Char, nimmt die Per. C}inr. (0), ))ci 
der ^ • •• *= 0 ist, den 1 andorii gogon- 

iiber eine Ausnahmestellnng ein, da sie und nur sie boi jeder Tnins- 
fomation ( 6 ) in sich tibergeht. Man teilt daher die Pov. Char, 
in zwei Klasaen; die eine besteht ans der einzigen Per. Cliar. (0), 
welche die uneigenUiche Pei*. Char, genannt wivd, die nndoro uuh 
den — 1 abrigen Per. Char., welche die eigmtliclwii Per. Char, 
genannt werden. 

Unter der Summe: 


(13) 




mehrerer Per. Char, (fi), ( 13 ), (0, • • • wird jene Per. Char, verstanden, 
deren Blemente durch die ICengrnenzen: 



+ + + (mod.?*), 
+ Vh + S H (“lod. r) 


(/I 


bestimmt sind; dabei kSnnen die Per. Char. («), ( 1 /), (§), • • • aucii alio 
Oder teilweise einander gleich sein nnd es soli *eino Sumirjo von // 
gleiehen Per. Char, (e) mit (e^) bezeiehnet werden. 

Man nennt gegebene eigentliche Per. Char, 
von der uneigentlichen Per. Char. (0) unabhangig odor scldechtwoig 
tmabhmgigf wenn die Gdeichnng: 

( 16 ) (^^•••<r)=(o), 


in der die g ganze Zahien bezeichnen, nur durch g^ -:-.g^ iLr • . • . • g^ .. : () 
(mod. r) hefriedigt werden kann; man nennt fomcr eino aim gogobonon 
Per. Char, (fij, (ej), - • (« J zusammengosetzte Per. Char. (eJ' f J* - . - fJJ"), 
bei der die g positive ganze Zablen odor Null sind, oine Kamhination 
n*“ Ordffmi^ dieser Per. Char., wenn + ^ 73 H hg^^n ist, und be- 

ft 

zeiohnet sie mit C5*£). 


POr das Symbol: 


(16) 


iitt 

r 


P 




bestehen die fijlgenden Gleiohungeut 
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= + |£jO| = 4-l, |0,c| = + l» 

[«, s|=-+l, 

Ihh"' «»» % • • • i = I I ■ I fil; % I • • • I fii, Vn I 
(1'^) • \h, %l ■ l«a> %l ’/nl 


I % I ■ I Vi] " * i Vn 


Zwci Por. Char. («) und («y) heiBen sysygdisch, wenn | £, i; | = -|- 1 
isfc, aiidorenfallB (m/geliach. 

Es soli die Auzahl s joner Per. Char, (pr^ bestimmt werden, 
welcliG don q Gleichuugoii: 


(IH) 


4? 





1 1 

1 - r - ' 

\e.„x\ 






geuiigon, wo die d willkftrlich gogebeiie giuize Zahlen, («j), (e^), • • •, («^) 
abor q iiiuvbhaiigige Por. Char, bezoichuen. 

Sotzt man ftir x =« 1, 2, •• •, {jr: 


( 10 ) 


/ \ {^ixhx " 

(O-L' t- .. 

vix "a* 



so handoU es sich um die Bestimmnng der Anzsdil s der aus Zahlen 
0, 1, • • •, j* — 1 gebildeteu Ldsungen • • •, x^, x^', • • •, x^,' der q Kon- 
gnionzen: 

V 

(20) (mod.r). (x = i.2,...,j) 

/ta=l 

Znuiich.st Icann man nun ohne Mtthe ffti* die Zahl s einen analytischen 
Ausdrnck anschroiben. Geniigen namlich die Zahlen x, x' der Kon- 
gruonz: 

(21) 2 ^ 

fi^i 


wo X ii'gend eino der Zahlen 1, 2, ’‘',q bezeichneh, so besitzt der 
Ausdruck: 


( 22 ) 




’-v{ i" 

A U“i 


« “ji ■“ 'A * */*^ ■" ^* I ? 





den Werfe 1; genUgen dagegen die Zahlen x, of der Kongruenz (21) 
nicht, so besitzt /^(a;) den Wert 0. Daraus folgt sofort, daB der 
Ausdrnck: 
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(28) 




1 %n * 

jS ^ 


fiir jedes ZaUensystem x, of, das erne LSsung des Kongnjenzensysteras 
(20) iat, den Wert 1, fttr jedes andere den Wert 0 hat, und daB 
daher die aher alle Per. Char, (x) erstreckte Summe: 

( 24 ) '2 m 

(*) 


den Wert s angibi Man hat also far die Anzahl s der Losungen 
des Kongruenzensystems (20) den Ausdruck: 


ini 


(25) 




(*) V’^2 


^ I ^ I e* 


Xssl 


ini . 8^ "V / 'V \ t { '^ \ 

1 ^ ^ I « iU=.l L\««l / \x«l / 


r2 




2 

*1. 

*i»' ■»*« 


Nun besitzt aber die am Schlusse der letzten Zeile stehende in he- 
sondere Klammem eingeschloasene Summe nnr dann einon von Null 
verschiedenen Wert und zwar den Wert Tvenn die Zahleii Qi, - ,Q, 
den 2j) Kongruenzen: “ 


(26) 



X»1 


0 (mod. r), 
0 (mod. r) 


(/« — 


genSgen. Sind aber die g_ Per. Char, (cj), (e^) wie voraiis- 

gesetzt unabhangig, so werden diese Kongruenzen, wShrend die Zalilen 
^> 1 , " '>9o vmabhangig voneinander die Eeihe der Woi-te 0, .1, . . r — I 
durchlaufen, nur von dem einen ZaJilensysteme ^ == 0 or- 

fhUt, und man erl^t daher aus (25): * 


(27) 


s = 




»-9 


und hat den 



Gruppon von Por. Char. 


I. Satz: XJnter dm Ter. Chaar. (a;) gM es sfefs wdcfie 

dm gi Gleicimngm: 

in( g 3«Jj 

G^) \sif x \ = e '' , I £gj A" [ = e '■ , • • •, I £jj a: ] = c ^ 

gmugm, ivo die 8 tvUlhiirlich gcgehenc gauge Zahlm, (nj), (fg), ■ • •, (f,) 
aher q unahhuugige Per. Char, hegehkwm. imhesondme gilt cs also 
stds r^P-'i Tar. CItar., welehe gu q gegdeuan unalhangigen Per. Char, 
sgsijgetisch sind. 

Man wird bemerkoii, daB dio obigo Definition der Unabhiangig- 
keit von Per. Cliai'. (f^), (f^), •••, (£„J in dein Fjille, wo r keine Prim- 
zahl ist, schoii fiir jede einzelne Per. Char, (f) eine Bedingiing nach 
sich zioht. Da namlich dio Gleichung 
(28) ■ (*») = (0) 

nur durcli g 0 (mod. r) soli befriedigt werden kounen, so dfirfeii 
^i6 2p Charukteristikenclomenti) von (s) niclit mit r eineii Faktor ge- 
meinsam haben; es ist dieso Bediiigmig gloiclibedoutend damit, doB dio r 
Per. Char. (0), (f), •••, alio voueiiiander versohieden sind. 

Tatsnchlich gilt dor I. Satz bei nicht primzahligom r nur fttr solcho 
Per. Char, (f^), (fg), {s,). 

Allc Komhinntionm von q nnabhdngigcn Per. Char, {s^, • • •, 
hildm nchst der uncigmtliehcn Per. Char. (0) cine Grappe E von 
vcrschhdenen Per. Char. Die Zahl q hnfit der liangy die Zahl r"! dir, 
Ordnung der Gnqype E, die q Per. Char, (f^), (fg), • • («^) oder irgend 

audere q imahhiingige Per. Char, wu E dir. Basis der Gn.ippc E. 

Die siiintlicbeu r^r Per. Char, iiborhaupt bilden oine Gnippo vom 
Range 2^); es befindon sich also iinter ihnen 2j) unabhilngigo. Als 
Basis dor Gruppe kdnnen hior zweekmaBig jeue 2p Per. Char, go- 
wiihlt werden, bei denen immer mir ein Element den Wort 1 hat, 
w^rend jodesmal die 2^ — 1 anderen don Wert Nnll bositzen. DaB 
diese 2p Per. Char, unabhangig sind, erkenut man unmittelbar, und 
obenso, in welcher Weiso sich eine beliebigo Per. Char, (e) aus ihnen 
znsammensotzen lliBt. 

Man bemerkt noch, daB die Gruppe E mit den Basisdbarakte- 
ristiken (s^), • • •, nicht geandert wird, wenn man als Basis- 
charakteristiken die Per. Char. (^‘), (fj*), • • •, (ej?) wilhlt, wo die g 
irgend wolche zu r relativ prime positive ganze Zahlen also, wenn 
r eine Primzahl ist, beliebige ganze Zahlen sind. 

Nach dem 1. Satze gibt es zu q unabhangigen Per. Char. 
(^)> ■ * ‘j (*{) stets r^p-^ Per. Char., welohe zu ihnen syzygetisdx 

sind; ^eae Per. Char, sind dwin syzygctiach zu alien rs Per. Char, 
jener Gruppe E vom Rwige g, welche die Per. Char, (a^), (sj), • » •, (ej 
als Basisdiarakteristiken besitzi^ und sie bilden selbst eine (^ppe M 
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von Per. Char, vom Bange 2j? — q, die man ztir Grappe E ad^ungicrt 
nennt. Es ist dann anch E m S adjungiert. 

TJm die gegenseitigen Beziehnngen der Per. Char, eiuer Gruppe 
E zu erforschen, untersuohe man, ob es in E aulier dor iineigent- 
lidien Per. Char. (0) noch andere Per. Char, (a) giht, dio zu alien 
Per. Char, der Gruppe E syzygetisch sind; dazu ist notwondig und 
hinreichend, dafi sie es zu den q Basischarakteristiken sind. Sitid 
Mi (“a) solohe Per. Char., so ist auch (aj* aj*) eine; domnach 
bilden die Per. Char, (a) selbst wieder eine Giuppo A, dio man die 
syisygeUsclie Untergni^pe A von E nennt; zwisc^en je zwoi ihror 
Per. Char, besteht die Beziehung | a^,, a, | = + 1. Dio Per. Char, voji 
A gehSren immer auch der zu E adjungierten Gruppe Jl un. 

Sind je zwei Per. Char, einer Gruppe E syzygetisch, wozu not- 
wendig und hinreichend ist, daB es je zwei Per. Char, ilircr Basis 
sind, so heiBt die Gruppe selbst syzygetisch. Der Rang q oinor .syzy 
getischen Gruppe kann nicht gi’oBer als jp sein; deiin da .sio giuiz in 
der adjungierten Gruppe H vom Range 2p — q eiithalton ist, so iniiB 
q'^^p — q also q^p sein. Eine syzygetischo Gruppe roin Riiiigc, 
p heiBt eine Gdp^die Qruppe. Eine Gopelsche Gruppe ist init iliror 
adjungierten Gruppe identisdi. 


§ 3. 

Thetacharakteristikeii. 


Betrachtet man zwei Th. Char, [s] und [tf], deren Elomonto f, f 
und -r], ri den 2p Kongruenzen; 

(29) = Vfc (niod. r) 


geniigen, als nicht verschieden, so gibt es im ganzon iiur 'r>’ v<'r 
schiedene Th. Char, [s], als welche man diejenigen wiililon kann, <lio 
entstehen, wenn man an Stelle des Systems des 2p BlonKuihj 
alle Variationen mit Wiederholung zur Klasso dor Zalilon 
0, 1, • • •, r — 1 setzt. 

Enter der 8tmme: 

(30) [0]=.[s,j...] 


mehrerer Th. Char, [s], [i/], [£], ■ > ■ wird in diesem Paragraphon jono 
Th. Char, verstanden, deren. Blemente dnrch die Kongruonzon: 


(31) 


+ + (^oAr), 

“b * ■ • (mod. r) 


bestimmt sind; dabei k8nnen die Th. Char, [s], [i;], [g], . . . auch alle 
Oder teilweise einander gleich aein und es soU die Summe von y 



Systeme voa Thebaoharakteiistiken. 


gleichen Th. Char. [«] mit [€^] bezeichnet werden. Man nennt femer 
eine aus gegebenen Th. Char, [ffj, [fig], •••, [fij zusammengesetzte 
Th. Char, bei der die g positive ganze Zahlen oder 

Null sind, cine KoniUnaiion Ordmng dieser Th. Char., wenn 

fl 

5^1 "b + b = « ist, und bezeichnet sie auch mit LS'fi]. Jene 

R 

Kombinationen f^fil, bei denen die Ordnungszahl m== 1 (mod. f) ist, 
heiBen die wcscntlichcn Kombinationen der gegebenen Th. Char., und 
loesentlich unahlidngig werden Th. Char, [fj], [fig], •••, [e^ genannt, 
wenn keiiio aus ihnen gebildeke Kombination [fij‘ • • • fij‘], bei der 
ffi + .(/a 4- • ' • + f/„, ^ C (mod. r) ist, der Tb. Char. [0] gleich ist, ohne 
daB jede einzoliio der m Zahlen {)i, ,<}.>, -^0 (mod. r) ist. 

Addicrt man zu den slimtliclien Per. Char, einer Gruppe E eine 
beiiebige Th. Char, [x] uud faBk die entskehenden Charakteristiken 
als Til. Char, anf, so sngt man von ihnen, daB sie ein System von 
Th. Char. Ijilden, und nennt y den Rang dos Systems. LaBt man an 
Stelle von [x] dor Reihe nach die — g Per. Cliar. einer Grnppe Z 
vom Range — q troteu, doroti Basischarakteristiken zusammen mit 
den q Basischaralcfceristiken von E 2p nnabhiingige Per. Char, bilden, 
so erhalt man anf die angegebene Weiae aus einer Gmppe (0), (fi), 
(t/), • • • von Per. Char, im ganzou verschiedeno Systeme von 
Th. Char, [x], (xfi|, Ixi;], •••, welche zusammen alle uberhaupt 
existierendeu Th. Char, nnd jede nur einmal enthalten; von solchen 
Systemcn sagk man, daB sie einen Komplex bilden. Eine Gruppe 
Z der vorlier bnzoichuetou Art lioiBt zur Gruppe E ko^jiigierty und 
entsprechend nennt man auch die Systeme eines Komplexes 

oinander konjugierk. 

Dio r'l Th. Char, oiues Systems vom Range q konnen auch als 
die woaentliclion Kombinationen von (? + 1 wesentlich unabhangigen 
untev ihnon doBiiiort wordonj solche </ + 1 Th. Choi*, eines Systems 
sollon in diosom Sinno eine Basis dessolbon genannt wei'den. 

werden zwoi Systeme von Th. Char, genannt, wenn 
die beiden Gruppon voii Per. Cliar. es sind, aus denen sie abgeleitet 
wurden. Endlich soil jedes aus einer GSpelschen Gruppe von 
Per. Char, abgeleitete System von Th. Char, ein G-‘qpdsc}ies System 
genannt werden. 


§ 4 . 

Die TeraJUgemeittenugr der Blenuumsohen Ulietftformel. 

Man gehe anf den XVI. Satz pag. 91 zurilck, setze darin w 2r 
und lasae an Stelle des Systto der Zahlen (p, tf =» 1, 2, ■ 2r) 

das spezielle (Sfl^^ngen ^VH) genUgende ZaHensystem: ■ 
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(32) 


c(ll) = 

“1 —r, 

Cfl3) ^ 1 , 


1, 

c(Sl) = 

= 1, 

^38) „X-.r, 


1, 

C(2M) = 

= 1; 

c(3»-.2)=il, 


1 — r 


treten. Setzt man dann feraer, indem man untei- den % if beliebigo 
ganze Zablen, unter den p, q' ganze Zohlen verstebt, welcbe den 
Bedingungen: 




rs 


(33) 

0.«1, - 

gentigen, in denen die Sj s' ganze Zablen bezeicbnent 

(34) ^’-7^+^’)' C::tv:-;r) 

so wird: 

(35) ?!f=.),+s,-c C“i:t 

und das auf der rechten Seite von (LVIII) stehendo Tliobii)rodnkt 
gebt, wenn man nocb zur Abkitrznng 

setzt nnd beaobtet; daB dann: 

(37) s;f=4.-r<>, 

wirdj miter Anwendung der li'oimel (VIII) fiber in: 


(38) 


lUssl ffa=l /t = l 


xe 


ffaal /(«sl 


Da nun vreiter die auf der rechten Seite der GHoicbung (LVIII) binter 
dem Thetaprodukte stebende ExponentialgroBe gloioh 

-- r2v^ 

(39) e 

wird, so erbSlt man aus der Formel (LVIII) ztudlchst die Forrael: 

(40) {r^^sy &[v + pW](MW| • ■ . 

0,1, ^r-l 

- + „ + S - jWlM . . . a.[^ + , + S - 

w, m 



Die Yerallgemeinei'ung der Biemaunscben Theiafoimel. 


In dieser G^leichung bezeichnet s die Anzahl der Hormallosiingen 
des ICongruenzensystems: 

(1 — r) -f- f- (mod.?'), 

('41'. + (1 — ?■) H h = 0 (mod. r), 


a;^®) + (1 —• ?■) = 0 (mod. r). 

Dieso 2r Konginienzen sind aber erftiUt, sobald die erste von ibnen 
besteht oder, was auf dasselbe binanskommt, sobald 

(42) 4- + h = 0 (mod. r) 

ist und diese Kongi-uouz beaitzt Nonnallosungen; man erbaJt 

dieselbon, wenu mtm in den Gleicbungen: 

( 43 ) *(*') = 6 ,, 

8 U 1 Btolle dei3 Systems der 2»*— 1 Zahlen Ij, Ig, •••, Reibe 

nach die aiiinllicben Variutioneii init Wiederholung zur 2>*~ Klasse 
der Elemente 0, 1, •••, r — 1 treteii IHBfc nnd jedesmal danu ffir |g^ 
jeue einzigc Zuhl uus der lieibc 0, 1, •••, r — 1 setzt, welcbe der 
Kongnxenz 

(44) (mod-r) 

gentigt. Es ist also .v — 

Auf der rediten Seite von (40) ist eiidlioh die Summation in der 
Weiso auszufHhron, daB fiir /it = 1, 2, • • •, an Stelle des Systems 
der2VGroBon •••, nnd ebenso an Stelle des Systems der 

2r GroBou •••, unabhangig voueinander, die r®'’ Vaiia- 

tioneu mit Wioderliolung zur 2r*°" lOasse der Element© 0, 1, • • •, r — 1 
treteii. Beidlcksichtigt man aber, daB liierbei die GroBe A,, bez. 
A/t )*®''"^-ninl der Zahl 0, »*®''“^-mal der Zabl r®''“^-mal der 
Zahl — 1 kongmont wird nacb dem Modnl r, und daB das all- 
gemeine Glied der anf der recbten Seite von (40) stehenden Summe 
seinon Wert nicbt andert, wenn man eine Zahl Aft oder A^ durch 
eine ihr nacb dem Modal r kongmente ersetzt, so erkennt man, 
daB dieso Summe das f®'’“^-j£acbe jener Summe ist, die aus ihrem 
allgemeinen Gliede bervorgebt, wenn man jede Gr5Be Aft b«z. Afi 
eimnal der Zabl 0, einmal dei* Zabl 1, einmal der Zahl r — 1 
nacb dem Modal r kongruent setzt. Dies erreiobt man aber n. a., 
wenn man 

(45) Aju == Sf, — ‘tj/, A^i == ajt — 

setzt und bierauf jede der 2p Zahl^ s, s' unabMngig von den 
anderen die Reibe der Zablen 0, 1, r—1 (Jo-rcblaufen ItiBt. Divi- 
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diert man noeh Unke und reokte Seite der Gleidmng durch 
steUt die von den Snmmationabaehstaljen e, e' freien Teile der Ex- 
ponentialgroBe anf die linke Seite and fttrl an Stelle der bishengea 
Variablen u, ® none w, f ein, indem man anter den w nnabhiingigo 
Vej&iderUche, enter den t dagegen Vei^derUohe veretebt, welche 
den 2jp Bedingungen: 

(46) 

genugen, und: 

(47) 

setzt, wodurch: 

(48) 




+ /*■•) _0, C+-"+^’’=0 ((.-I,!, -. 


V) 


,.W 
















V' =“ li *•!, • • • , Vj 

wird, so erl^t man sehliefilict das Endresultafc: 

n. Satz: BmkTrnm w® (;* = !, % unahfUin^itjp. 

Y&r<md&rlich&, il''\ 2»*i> wekhc die 

2jp Gleidinmgm: 

(XI) 






dr) 


0, + + t ’ 0 .- 1 , 

• ' fi 

erfiiUm, und set 0 t man, indein man untcr dm q, q' (janse Zahlen ver- 
steU, welcJie den 2jp Bedingungm: 

(XII) .. + pM_rs^, + 

0 * “ 1 , 9 , • • ' 1 y) 

geniigm, m denen die s, s' game ZaMen heseidtnm: 

= ^[£ + s _ „ i(U}| . . . ^[£ + s _ pWl(w,(9) id--))) 


(Xni) 


xe 


_!£i y* V, 

r -SiW »■ e<£.<W 

i«=i „ 




&lv + ;£«)]) . . . ^[^ + 


fi«i "V , 2rt< XT , 

— — r2iWi(i 


xe 


/t=.i 


fl<=al 


SO sind die Qropen x md y nnteimnder verJmUpft dwch die QUU 
chungen: 



Eudfomel. Folgerungen aus dei'selben. 
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w 

hei dmm zur AlMrsung: 

(XV) \s,v\-^e 

gesetst ist, die Summation uber aUe TJi. Char, [c] ausmdelvnm ist md 
[i;i] eine 'bdidtige Th. Ouxr., aiber 2r Per. Char, 

bezeichnm, welche den JBedingungen (XII) geniigm. 


BeKiiglich der hier aui^reteuden Cliaraktenstikea gilt das ziun 
XXXVin. SafcK pag. 308 Bemorkte. 

Denkfc man sick in der Gleichung (XIV) die Per. Char, (p^^^), • • *, 
(^(8»-)) festgelialtcn und BiBt an Stelle von [lyj der Reike nach die 
Til. Char, troten, so entsteht daraus eiu System S von Glei- 
clmngen, wolcho allc auf ihren rechten Seiteu die nilmlichen 
Grolien haben; aus den Gleichungen dieses Systems S soilen 
im folgoiideii diiroh lineare Verbindung neue Gleichungen abgeleitet 
worden. 

Zu dom Endo verstohe man unter (aj), (ag), •••, («„J irgend m 
uuabhaiigigo Per. Cliar., bilde za. ihneii als Basis die zugehorige 
Gruppe A von .v — r'" Per. Char. (jIq), (%), •••, (a,_i) und lasse in 
der Gluiclmng (XIV) an Stelle von [»?[ der Reihe nach die &■ 
Th. Cluir. [tyrtol, •••, troten, iucicm man unter [??] wiedor 

oino boliobige Th. Char, vorsteht. Dioso .v Gleichungen multij)liziero 
man, indem mau mit j obonfalls eine beliebige Th. Char, bezeichnet, 
mit |«o> Si> l«ij ^1? •••> hoziehlich und addiere sie zueinander. 

Mail erlialt danu zunuchat Gleichung: 

s-l /s-L 

2 1 ^ 1 ““ 2 1 ^ I ^E®1 ( 2 1 I ' I ^ I 

i ;:-0 W \o — 0 



In dicaor Gleichung besiteit die am Ende stehende, in besondere 
Klammern eingeschlossone Summe 


jt— 1 

(60) 

(TaaU 


/ ,._i 

ni2o 


XssX 



nur dann einen von Null versdhiedenen Wert und zwa^ den Wert 
r”\ -wann die Per. Char, (e— g) zu den m Basischaxakteristiken (csi), (ag), 
- . (aj und duller zu alien s Per. Char, der Gruppe A syzygetisch istj 
soldier Per. Char, giht es aber, wie in § 2 hewiesen vrarde, im ganzen 
t * und sie bilden die zu JL adjungierte Gruppe B von 
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Per. Char. (5(,), (hj), • • •, deren Basischarnkteristibea (/SJ, (/Sj), 

2^) — m uuabhangige Losungen der m Gleichungen: 

(51) [ai,a:| = + l, \cCi,x\ = + l, • • •, | cf,„, « | + 1 

siad. In der auf der rechten Seite von (49) stehenden Suinme bleihoii 
also nur jene t Glieder stehen, fiir welche [f] eino der t Th. Char. [ §Zi„|, 
[g&J, erhalt, wenn man noch linke luid 

rechte Seite dnreh dividiert, das Besaltat: 

m. Satz; Sind («„), (a^), ■ • •, (a,_i) die s == r"‘ Per. (■har. 
dner hdieUgen Gruppe A vom Bange m, (h^), (?>j), •••, div. 

t = r^p-m Giar. der dam adgungkrtm Gruptpe B urul hvsvidmm 
M und [g] vrgettd mei Th.Giar., so hestcM sicisehcn 7tw^cr (XI IT) 
definiertm Qroften Xj y die Gleichmg: 

j4> m I S I 1%V\ I ’T 1 ) 

ff=0 TssU 

aus der inshesondere fw m=>^p die halbe Umhhrung der Fovnicl (XTV): 

rP-l 

(xyii) ^ \%,l\ "= I S, *»/ 1 ^ \K,‘n\ nj 

ff=0 *=o 

md spemU fiir eine Gopdsche Qruppe A die Glckhung: 

(XVni) ^ I £ 1 “ I ^ I ^ I «a; ^ I 

ff— 0 OaiO 

hervorgeht, 


oder in anderer Passung: 

. _ iJ’f ' ■' • • •> I 

t~r^p , met adjung%erte Systemc von Th. Char., so ist: 

(XIX) ^ ^ Wffj £o I h,G} “ I %} So I ^ I £*, i?o I ®itr] • 

■ Gleichxing (XVI) kann man aowohl Itlr Iwl wio I'ilr lei 

erne jede der r p Th. Char, setzen; es satstehon abor auf dioso Woiati 

GHeiehimgon, die man siimtliGli und 

mit ^ ^rk'\ ^ -4'. "I'l ebenso 

. . tfo;, die s-»” Pei'. Cbar. oiuer nu B kon- 

TOerten «™ppe ^ ^olinet und sodann an SteUa von !«] der 
Reie nach die « Th. Char, eiuee Syeteme [,)<], 
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und an Stelle von [§] der Reihe naeli die s Th. Clmr. ©ines Systems 

setzt, Tvo \ij]j [£] beliebige Th. Char, bo- 
zei^nen. Das System 8' dieser Gleichimgen. kann man, wenn 
man noeb der Einfacbbeit wegen ['^1=L0=“[O] durch die Formel: 


(52) 


.,4' 


a— 1 t~i 

2 \ 1 yivj “ I ’ “j' I ^ I “/ 1 

fi--s=0 ^=0 


U = 0,1, 

fixieren. 

Dio Gleichnngon (52) des Systems 8' konnen in 
Gruppen von jo « «* r’'* Gleicliungen eingeteilt werden, indem man 
7,u einer Grnppe alle diojenigen Gleicbungen zusammenfaBt, fOr welcbe 
X dcnselbon Wei't besit/.t nnd die sieh daber nur dnreb verschiedene 
Werto von x nnterschoidon. In oilier aolcbeu Gruppe ti-eten dann 
auf <iei* linken Soito jedor Qleicbang immor dieselben r”* GroBen y 
aiif, wllbrcud ii'gend zwoi recbte Seiten dieser Gleichimgen niemals 
eino Gr(»Be x geineinsam baben und die reehten Seiten zusammeu- 

geuomuion domiiacdi die Hilmtliciien Gvofien x und Jede uur 

einmal ontlialton. Aus joder solclion Gruppe kann man dann durcb 
passend<5 Vorl)indinig dor ihr augeborigon Gleicbungen riiokwiirts 
diojenigen Gleicbungen (XIV) des Systems 8 erbalten, dei’en 
linkc Seiten, abgesebeii voii dein Faktor r^’, von don auf den Unken 
Seiten der Gleicbungen der Gruppe vorkomtncuden GroBeu y gebildct 
werdtni und die aucb ausscblioiilioli bei dor Herstellnng der Glei- 

ebungon (52) der Grnppo auf Gi-uiid der Forme! (XIV) in Betracht 

kommen. Entsproebond kann das gonze System 8' dor Gleidiungen 
(52) <bis ursprUnglicbe Syatoni 8 dor Gleicbungen (XIV), aus dem 
<is abgeleitot wurdo, in joder Beziobung eraetzen, insofem aJa man 
durcb passeudo Verbinduiig dor Gleicbungen von S' rUckwIlrts 
wioder die v-p Gleicbungen (XIV) des Systems 8 erbalten kann. Das 
System 8 dor Gleicliungen (XIV) kann selbst als ein spezielles, dem 
Werto m = 0 entaprecbendes System S' angeseben werdeu. 

Wio aus der durcbgofabi-ten Untersu(^ung bervoigebt, ist das 
System 8' der Gleicbungen (52) voUsl^dig bestimmt, sobald die 
Uruppo dor Per. Char. («(,), (%), •••, (a,_i) gegeben ist, und 

umgokebrt, Daraus folgt, da6 (be Anzabl ^er mSgUcben System© 
8' mit der Anzabi aller moglichen Gruppen von Per. Char, bberein- 
stimmt. 


Tbotafunkiionen, deren Obarakteristiken aus gebrocbonen ZaMen mit 
(duoin N(}uner r > 2 besteben, babe zuerst ioh^) far den speziellen Fall 


1) Krazer, Uber ThetafuncfcioneQ, doren Chorakterifitikea aus Britfeebi 
ganzer ZaMen gebildet eind. Hab.-Schrift. Wteburg 1888 und Math. Ann. 
Bd. 22. 1888, pag. 416? vergl. aucb § 7 dieeea Kapitela. 

Ktaaor, Thetafuuktlonen. 
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r «= 8 und j3 *= 1 eirtgefiihrfc; ich habe ftlr diese Funlctioiien die iPonwcl 
(XIY^ aii^estellt •and anf Grand derselben die zwischen ihnen bestoliondon 
Beziehungen ermittelt. Meine Untersuchnngen haben spttter durcli Iforrii 
Sohieieher^) eine Fortsetzung gefanden, indem dersolbo ibuoii das Ad- 
ditionstheorem and das XJmkehrproblem der aus den genauntoii Funb- 
•tionen gebildeten Quotien-ten hinzufl^e. 

DaB sich die nSmlichen Untersuchungen ffir jene Tlietalunktioiion 
einer Yer&nderlielien, bei denen der gemeinsame Noimei’ r dor Chariikto- 
ristikenelamente 5 oder tiberhaupt eine ungerade Zabl ist, iuistolloii IaK.so)i 
obne wesentUch nene Hilfsmittel zn erforderu, war uinzusuhou; dtuse 
TJntersnobnngen bat ftlr den Fall r = 6 Herr Sievert*) durchgofilliH,. 

N'on lag andererseits auch dor Gedanke nulio, die in moinor Ifal)!- 
litationsschrift; angestellten Untersucbongcn auf Thotafanktionon itKibn^'or 
Yer^aderliohen auszudebnen, umsomebr als die z'or Onindlago diouoiichs 
Formel sick obne weiteres ftir beliobiges p aufstellun lioB. Dio Duroii- 
fdbrong dabin gebender Unt^ucbxmgon erforderte xuntlcbst oino Clliarak' 
teristikentheoiie; die Ldsong dieser Anfgabe bat Herr v. Hraanuiuhl''') 
antemonunen. Zu diesen G^ntersuebongen ist das fblgotxbi zii liomorkoji. 

Der Begnft des Obarabters 



und die Einteilung der Tb. Obar. in Iflassen, je naclidoni 

a«t 4,rti ^r—l)ffi 

(64) IH-1. o' , 0-' , c 

ist, ddrfbe verfeblt sein, da einmal die EiuC^hruiig dcs gonidctji und nii- 


1 ) Scbleicber, Darstellung and Umkebraug von Tiiotaqiuitionion, dovon 
Cbarakteriatiken aue Drittebi ganzer Zablen gobildot sind. bang. - J lisw Wflrz- 
burg und Progr. Bayreuth 1890; dazu auch: Siovert, Boitrligo znr Hohandlung 
dea Umkehrproblems von Tbetafunctionen, deren Charaktoriatikow uuh nrittoln 
ganzer Zablen beateben. Ntimberg 1898. 

2 ) Sievert, tJber Tbetaftinotionen, deren Cliam,ktoii8tik(tn iiuh 
ganzer Zablen beateben. Progr. Ntimberg 1891 und Kayrouth JHUfi. 

3) V. Braunmttbl, Note ilber i)-r6ihigQ OhoraktoriaUkon, <Uo ’aUH Dritioln 
ganzer Zablen gebildet sind, und das Additionathoorem dur zugoiidrigon 'rimtii- 
^ctiouen. ^laug^ Sitzb. Heft 18. 1886, pog. 87 ; Untennicbungcut {lla^r «, mibigo 
^a^natiken, die aue Dntteln ganzer Zahlon gobildot aind, und «lio Ad- 
ditionatheoreme d^ zugebbrigen Thetafunctioaen. Mtluclion Abb. 11. CL IJd. J6. 

die Gopelaohe Qruppe p-reibigor Tbdxjcbawlktoriatikon,’ 
^e aus Dn^ln g^zer Zablen gebildet aind, und die Fundamuntalrolationeu 
der zugebangen Tbetafunctionen. Math. Ann. Bd. 82. 1888, pjig. 1518 } Ober 
Gruppen von^-reihigen ChoraJcteriatikGn, die aus «*»'» ganzor Zablon gebildet 

M W” 1890, wtr n-OrdLg MaSlS 



Das Addilionsiiiieoreixi fClr die Thetaquotienten. 


geraden Charakters einer Th. Ohar. nut kalben Zahlen als Elemeuten 
doch Yorz'aglicb deshalb wichtig ist, weil die zugehdrige Thetafunktioii 
danu eine gerade bez. tmgerade Funktiou ibxer Argomente ist, in leizterem 
Falle also insbesondero fiir die Ktillwerte der Argumente verscbwindet. 
Dann aber ist dor Charakter | s \ einer Th. Char, mit balben Zahlen als 
Elemeuteu eine f(ii' die lineare Transformation invariaute, also eine wesent- 
liche Eigenschaft der TL Obar.; anch dieser Umstand fkllt fdr die Theta- 
funktionen boi denen f > 2 ist, weg. Dazu kommt noch, daB, 

wie Herr v. Brauumlihl hbersehen bat, alle dahingebSrigen AbzUblnngen, 
insbesondero die Bestimmnng der Anzahlen der Tb. Char, von gegebenem 
Charakter nur flir den Fall, wo r eine Primzabl ist, gelten. Scbon der 
gnindlogondfl VII. Satz pag. 66 ist nm* fOr diesen Fall ricbtig. So 
wird sicb die Obarakteristikentbeorie bis jetzt wesentlieb anf den Be- 
grift’ dor Grappen von Per. Obar. und Systemen von Th. Ohar. besohi'anken 
mbssen, und bier nur die syzygetiseben Gruppen bez. Systems bervorbeben. 
Die Sebaffung von F. S. von Per. Char, oder Th. Char, dtirfte dagegen 
ebenfalls verfeblt seiu, da die den F. S. boi den Obarakteristiken mit 
halben Zablon als Elomenton zukommenden wiebtigen Eigonsebafteu keine 
Ausdebnung auf dcu Fall r > 2 geskitten. 

Ist die Oliaralctoristikentbeorie gesebaffen, so wird welter die Formel 
(XIV) als Grundlage der Uutorsuchungen fiber die Additionstbeoi’eme und 
fiber dio zwiseben den Funktionen bostohendoii Beziebungen zu dienen 
baben. Diose Forniol wurdo als VeraUgomeinerang dor von mir meiner 
Jiabilitationsscbrift zu grande gelegteii Fonuel von Herrn Prym und 
inir^ auigestellt. 


§ 5 . 

Das Additlonstheorem flir die Quotieuten 
der runktioneu 

Die im vorbergelionden Paragrapben gewonnenen Pormeln baben 
fUr die Thetafvuiktionon die n'amliobe Bedeutung wie die 

Riemannscho Thetaformel und ihro Folgerungen ftlr die Funktionen 
liefern durob passende Speziolisierung der in ibnen 
vorkommonden Vtuiablon und Obarakteristiken eimnal die Additions- 
tbeoreme fflr die Quotienten der Fhinktionen sodann die 

zwiseben den Funktionen bestobeuden Relationen. 

Urn die Additionstbeorome zu erbalten, seize man im 11. Satze 

far = 1, 2, 


1) V. Braunmabl, Uber Grappen von iJ-reibigea Cbarakt. etc. Math. 
Ann. Bd. 87. 1890, pag. 6S. 

9) Krazer und Prym, uber die Verallgemeinertmg der Sdemajm’sehen 
Thetaformel. Aota math. Bd. 8. 1888, pag. 340. 


26 * 
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<>= 

-V 

11 




11 

_p 


= 0, 

m _ 
> “ 

II 

i! 

H 

0, 

% - 

= 0; 

% “ 

0, 






■ ■ ■ 0^^"^ = 



e~ 


... 

> % 

-r, 




Hr) 


(65) 


indem man nnter den a, a' ganze Zahlen veratoliJ:, wolclu5 dcii 2/> 
Bedingungen : 


(56) 


<’ + «? + 


+ = 0, 
/(2r). 


{^' -Ii-i • ■ 




'(1) t '(9) I 

% + % + 

genUgen. Man ^halt dann: 


(57) 


[>} 


l^K+^)]4oj 

6- [e — f “ vj '9' [« — H &• [f ■ 


#|aP')|,.t()))) 
«WU(0))...#|,, „M|, ,(((!)) 
»!/■ 


|U = J 


Indem man aodann aus dieser Formol oine zwoiti^ abloit-Ht, b(!i 
der an Stelle der « andere ZaUen p treten, welobo tlotiHolbon Jb;- 
dingnngen geniigen wie die a und fur welche zndoin 


f) 


(.*' 1.9, 


y-» 


(58) 

'' '' f-fi -ft 

ist, und die beiden Gleichungen durcheinander dividioH, crliiiH. man 
den Quotienten rational ausgedrttckt dimdi din (Juo- 

dabei aufler Binbeitewurzelu die NuUwerto dioaor Quotioutim iiu,l’. 


Diese Additionstheoreme sind von den Horron Sehloiehtir ‘) imd 
Sievert^) for die speziellen Me =« 1, >• o=» 3 und jO t, r « 5 aui- 
gestellt und zur LSsung des Umkehi-problems dor Tbotaquotionloii vor* 
wendet worden. 


1 ) Scbleiober,Dai8teUungmidUmkehnmgvonTIietafmot.oto. Inaug.-I)iH8. 

Wflrzburg und Progr. Bayreuth, 1890. 


tJber 


Beitrage zur Beh. des Umkehrpr, etc. Nfirnberg 1898 und; 
Thetaftmctionen etc. Progr. NOmberg 1891 und Bayreuth 1896. 


Thetarelationen. 
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§ 6 . 

XTber die zwischeu den Funktionen 
bestehenden Belatioueu. 

Ebenso wie siob die Untersuchnngen fiber die JElelationen zwiechen 
deu 2®^ Funktioneu ■fi’LfilsW im allgemeinen auf die Eelationen 
zwiscEon deu Qiuidrateu dieser Funktioneu als den Tbetafanktionen 
zweiter Ordnung mit der Charakteristik [0] bescbranken, so warden 
sicli ftucb. die XTntersuchungen fiber die zwiscben den H** Funktionen 
besteliendon Eelationen auf jene Verbindungen dieser Funfc- 
tionen bosehiilnkeu, weicbe Tbetafanktionen r*" Ordnung mit der 
Obanikteristilc [0| sind; dies sind aber aufier den Potenzen ,der 
Funktioneu auch alle Produlcte von solchen r unter ihnen, 

doron Charaktoristiicensumnie gloicb [0] ist; die ersteren sollen kurz 
„(lk TheiivpotitHsm“ , dio letztoren „dic vollstandigen Tketc^oduTctd^ 
goiiannt wordou. Da im allgemeinen weder die einen nocb die 
aiidcren gerado oder imgerade Funktionen dcs ib'gumentensystems 
(m) sind, so golten die beiden folgenden Satze: 

V. Satz : Z'lvhchm + 1 Tlietdpotmmi und volktdndigm Theta- 
p'odiiktcn existicrt stcts cine homoycnc lineare Itelation. 

VI. Satz: Ihirch r‘' ImiarunaWmngigc Thctapotmsen odor voVr 
standkfe Thelaproduktc IdjU sich jcdc wcUcrc diaarr Funktionen homogm 
und linear amdriicken. 


Zur Gewinnung dieser Eelationen dienen gleicbfalls die Pormeln 
dos vorletzton Puriigmpben. Setzt man namlich, indem man unter 
"'} % unabbiingige Veiiinderlicbe vorstebt: 


(59) 


w 




0 . 






/(II) 


h 




setzt fenior: 


(tiO) (p('-+ 1)) == ((,(!>'■)} = (Ktyt--)) 

und logt, wiibrend (j«) eino ganz beliebige Per. Obar. bezeiebnet, den 
Per. Cbar. (pW), •••, die Bedingungen: 

(61) (pW • pM) - (0), • • • c((r)) = (0) 

ai4 sodafi 

(62) (s) = (*) 


wird, so werden die Ausdrfioke (XIII) zu: 
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9 

ph + P«](0}-'- ■8-[l) + pM]{0) I 

la'[>i+’) + ff*'*]W ••• fl'[* + »j + ’ 

(63) p 

|8.[5_«m]j0])--. d[s_8<’-)]C0| 1 

“ U [* + e - <>(»)](«} ...»[* + s _ 9 M ]||;„|1 ■ ^ 

und die FormeLa (XIV) und (XVT) — (XIX) gehen in lineare Ro- 
lationen zwiseheii ToUstandigen Thetaprodukten bez. Thetapotouzen 
fiber, aus denen nunmebr dnrch blofle lineare Verbindung jeue Glei- 
cbungen entstehen, vermittelst welcher aUe die genannten Funktionon 
durck pasaend gewahlte unter ibnen linear und homogen aus- 
gedrfickt werden konnem 

Vergl. dazu fiir jp =» 1 bei mir, Sohleioher und Siovort a. a. 0., 
fOr > 1 bei V. Braunmfihl a. a. 0. Es ist jedoeh zu bemerken, dad 
bei spezielleren Untersuchungen in dieaer Bichtung, was v. BraunuiUhl 
tibersehen hat, der Fall eines geraden r von dem einos iingeradoii go- 
trennt werden muB; in weloher Weise diese beiden Palle verechieden /u 
behandeln sind, habe ich*) in einer Abhandlung gezeigt, in der die b’ragn 
nach den Bedingungen der Linearunabhjingigkeit von vollatilndigen 
Thetaprodnkten ei’firtert wird. 

Betrachtet man dann die ge-wahlten linearunabblingigon Funk- 
tionen als homogene Punktkoordinaten im Raume von rf~ 1. Dimeii- 
aionen, die Argumente %,•••, aber als bewegliehe Panimoter, ho 
wird daduroh ein algebraisches Gebilde von p Dimensionon in diosoni 
Raume definiert, und ea handelt sioh noch um die weitoro Aulgnlx' 
Bolche r^—p — 1 Relationen zwischen don ^ linenrunabluinglgoii 
Yolisi^digen Thetaprodukten oder Thetapotonzen aufzuauchon, wohdu} 
dieses Gebilde voUsiSndig definieren. 


§ I 

Ber besondei^e Fall p^l, rss3. 

Die neun verschiedenen Thetafunkiionen des Fallcs f I , 
gehen aus 



ma— « 


„ D lineato Bolationon zwischen Thotaproducton. Acta 

math. Bd. 17. 1808, pag. 281, 


Dio 9 Thetapoteixzeu. und die 12 ToUstSxidigen Tlxetaprodukfce. 391 


hervor, wenn man e imd s' der Keihe uach die Werte 0, 1, ~ 1 an- 
nelimen lafit. 1st (cc) eino boliebige der 8 eigentlicben Per. Cbar. 
und (p) eine zweite davon unabb^gige, so kann man die 8 eigent- 
lichen Por. Char in der Form^): 

(65) (a), (-«), (/S), (^ + «), (p-a), (-/S), 

darstellen. Es gibt vier Gruppen von Per. Char, vom Range 1: 

( 0 ), (a), (-«); 

( 0 ), (fi), (-?)■, 

(6®) (0), (^ + «), 

(0), (^-«), (-|3 + «); 

und entsprechoiid vior Komploxe von je drei Systemen von Th. Char.: 


i0l, 

l«l, 1- 


m, 

1.^1, 


[- 

■/31; 

1/3], 

i/5 + «l, 1^ 

-«I5 

[«l, 

[a + 

i3J, 

[« 

-/3]; 

1-/3!, 

1-/3 -[-«]; [- 

/3 - «1; 

[- «]» 

l-a 

+ /3], 

[- 


|01, 

[^ + «l, 1“ 


LO], 

L/5- 

«]) 

[- 

/3 + «]; 

l«i, 

L/5-«J7 f- 

/3|; 

W, 

[/3], 


[- 

/3 - «]; 

i- “1, 

1.^1, 1- 

/3 + «]; 


[/s + 

«], 

[- 

/3]- 


Neben don 9 Thetapotonzen ^®| €](w) existieren also 12 vollstandige 
Thetaprodukte VJW Funktionen 

aind Thetafunktionen dritter Ordnung mit der Charakteristik [0]; im 
folgonden solleii durch die drei unter ihnen: 

(®«) S'l-flw 


die 18 fibrigen linear ausgedriiokt worden. 

Zu dem Endo sotKo man ssnr Abkdrzang: 


(09) 




inti 




=*= I £, 17 , 


femw: 

(70) 

auch: 


^[x](«) ‘d'[9f + A](w) — A](w) • I x| “=> A)(«), 


1) Die hiex aoigewandte von den PestBotzungen der §§ 2 und 8 abweiohendO' 
SezeiohnnngBweiee l^darf keiner Erl&uterung. 
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Vni. 7. Der beeondere Pall »= 1 , r~S. 

(71) d'iic, A}(0) X}, ^{»)(0) =.«■»{»}. 

Setzt man dann nooli in (63): 

m-io), (pt^) = («), (e^“^) = (-«), 
(ffCi)) = (0), (-?(*)) = (/5), = (-^), 

so wird: 


(72) 


(73) 


^[*1 


Xj 17I a}»{x + 'ti, ^}W> 

X, /3}'0'{x + c, «}(m) 

und die aus (XVIII) folgende Q-leichung: 

('?4) ^[0] + %] + !/[- + + 

liefert nach einfaeiien B-echnungen die Formel: 

[6-{0, «} 4- «} + «]] ^{«, /3}0*) 

(76) -s-io, /SlL-a-fK, «)(m) + |k, + «100 

+ 1/3, «[ &{x- (i, «)(/f)|. 

Vermittelst dieser Formel erhalt man zunachst, indem imiii d<!r h’oilir 
nach (j<)«(0), («), (—a) setzt, durch die ^ei vorgelogfcon Thetu- 
produkte: 

(76) ^{0, «}(«), «)(“)? 

die drei Thetaproduhte: 

(77) ^|O,^}(^0, '^{“«>/51(«) 

und, indem man dann in diesen Formoln an Stello von (/?) zuorst 
(/S -j- a) und sodann (§ ~ a) treton la6t, auch die 6 iibrigon voll- 
siSndigen Thetaprodukte: 

e-IO, /3-f «}(m), S-fa, /3+«)(w), /3 4- «j(«), 

'S'fO, /3 — «}(m), ^[(C, /3 — «}(«), '9'{ — «, ^ — «}(«) 

linear ausgedrtickt. 

Setzt nnm dagegen in (63): 

(?«) = ((<'’>) “ m “ (i>), 

(79) (»!'>)- (0), (««)-(«), (»(“)) = (-«), 

W “ (0), 

SO wird: 

«)(?*), 

a] ‘0’‘*(«)(;fc) 

und die aus (XVIII) folgende Gleiohung: 

J/W + I®! f|!/(,+,.] + lfc “IVu-. 


(78) 


(80) 




• «1 


Darsfcellung ftUer Funkt. duroh 3 voUst. Thetaprodakte. 
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liefert die Formel: 

+ |a, § + '9'^{T; + a} + U + i?,®! «}(«*) 

( 82 ) = U, ^ I s, «} &)(«) + k; ^ I «) («) 

+ |S + ^, a| — "flk)]- 

Vermittelst dieser Formel kann man aber, indem man an Stelle von 
(');) der Reihe naoh die Charakteristiken (0), (/3) nnd (— /5) treten 
lafii und die drei so entstandenen Gfleichungen zueinauder addiert, 
also, indem man an Stelle von [g] der Reihe nach die 9 ver- 
schiedenen Th. Char, setzt, die 9 Thetapotenzen lineai- durch die drei 
vorgelogten Thetaprodakte (76) ausdrhcken. 

Damit ist die Aufgabo geloat, durch die drei Thetaprodakte (76) 
die neun flbrigen vollstaiidigen Thetaprodakte und die neun Theta- 
potenzen linear darzustellen. Bevor die zwischen den Fnnktionen 
(76) selbst bestebende Gleichung abgeleitet werden kann, ist es n6tig, 
die Nullwerto dor neun Thetafiinktionen nnd die Relationen zwischen 
ihncn zu uiitorHuchon. 

Man wil’d dabei zuniichst aumerken, daB von den neun Werten 
'9'[^](0) aclit infolgo der aus (IX) folgenden Beziehung 

(83) 

paaiTVoiso eiiiandor glcich sind, und daB inlblgedessen auch 

(84) S-l-f, 1?) = «•{£, 1^) 


ist. Betrachtot juiui nun zimiiclist die vier Quotienton: 

■O-fO, «}’ p}’ 

S-foT/J + a} ^ '»[{), p — a) * 

so liefert dio Fonnel (75), wenn man in ihr (x) — (a) and — 0 
aotzt, zwischon und Cg die Gleichung: 

( 86 ) 

odor: 

(87) 



iind da wenn man (/J) durch (/S + a) bez. (fi — cc) ersetzt, in 
I tf, ^ I Cl bez. I /5, a k, aber in Cj bez. iibergeht, so ist weiter, 
wenn man zur AbkUrzui^ 


a, /S 





t 


( 88 ) 

setzt: 
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(89) 
£dso: 

(90) 


1— trc, ^ 1 — T*C, 


C. = 


i + 8«; 


Die aus den NuUwerten der Tlietapotenzeu gebildeten Quotionten 
lasseu sieh auf Gruud der Gfleiohangeii: 


(91) 


<»»{«} 

❖«{0} 

d«{0} 


“ ^ , 


«} 


mit Hilfe von (89) nnd (90) gleichfalls durch die eine Grofie 
ansdrticken. 

AHe im folgenden anftretenden Uelationen zwischeii Thetanull- 
werfcen werden dnrcli Einflihrung dea einen PfU’ameters identisch 
erfalll;. 

Man betraclite jetzt die drei Thetaprodukte (76) Jils li()mog( 3 nG 
Pvmktkoordinaten in der Ebene, seize also: 

(92) a;i = .0'{O, a}(M), a]{u), A «!(«)■ 


Indem man u als beweglicben Parameter betracbtet, wird dur(}h dioae 
Gleichungen eine ebene Eurve definierfc, und es handeli aieh darnm 
ibre Gieichnng aufeustellen. Driiokt man aber mit Hilfe dor Fonnol 
(82) in der oben angegebenen Weise die drei Thetapotenzen '9'“{0}(?i), 
'9‘®{a)(w) und — a}(w) durcb x^ aus und miiltipliziert die 

drei so entstandenen Gleiebungen miteinander, so orbillt man nacli 
einfachen Reohnungen zwischen x^, x^ die Gleichung: 

(93) icj + -f = 0, 

wobei: 


(94) »=.-! 

isi 




1 + 
6tf 


Damit ist bewiesen, daB die vorlior genaimte ebono Kurvo eine 
allgemeine Kurve dritter Ordnung ohno Doppolpnnlct ist*). .Kino 
solche Kurve besitzt 9 WendepunMo, die zu je dreion anf 12 Go- 
raden, den Wendepunktlinien, liegen; dieso 12 Wondepunktlinion kann 
man in 4 Gruppen zu je 8 so anordnen, daB die 3 Lmiou oiuor 
Gruppe zusammen alle 9 Wendepunlcte entbalten; von sololien 3 Wende- 
p^ktlinien s^ man, daB sie ein Wondepunktdreieck bildon, und auf 
ein solohes Wendepunktdi’eieck als Koordinatendreieck bezogon bat 


1 ) Clebsoli, Yorleaungen Uber Oteometrie} bearb. von Liademaan. Bd. 1. 
Lpz. 1876, pag. 407. 
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die Kurve eine Gleichung von der Form (93). Dabei berocimet sich. 
die Konstante a aus den Invarianten B imd T der allgemeinen Form 
dritteu Grades vermittelst der Gleichung 12. Grades: 

^ 88 4fl=‘(a "-l)° ^ 

^ 'r ( 8 a« 4 - 26 a«-l)*’ 

die 9 Wendepunkte aber baben die Koordinaten: 


0 : 

1:- 

~h 

0 

:a^::P3 

: 1 : 

-r, 

0: 

1:-t8 

r^: 

0: 


~1 

: 0 : 

h 

— X : 

0: 

1, 

1 

- X : 

0, 

1 


0, 

1: 

-1: 

0, 


wo T in tfberoinstimmiing mit FrUherem eine primitive dritte Ein- 
heitswurzol bezeiehnet. 

Wflrdo man in (92) an Stolle dor Charalcteiistik (/5) die Charak- 
teristik ((i + «) boz. (jS — «) sotzon, so wiirden in tx^, xx^ bez. 

iibergcben, also auch a in xa bez. x^a. Es entspricbt 
diesem Umstiindo die Eigenschaft der Gleichung (95) in sich aber- 
zugehen, wonn man a tlurch xa oder x^a eraetzt. 

Dem tiboi'gange von einem Wendopunktdreieck als Koordinaten- 
dreicck zu einom nndoron entspricht dor t)bergaug von x^^ Xg, Xg zu 
drei andoroii vollstandigon Thetaprodiikten; 

(97) a\' - ( 0, ^ 1 («), x/^&{a,fi} (u ) , a:/ = -a- { - a, /S ) (u) , 

deron Charakteriatiken einen Komplex von 3 Systemen von Th. Char, 
bilden, vormittolst der nus (75) durch Vertauschung von («) und (/3) 
folgondon Glcichungen: 




= /c(a:/+ Xg'-i- a^'), 

(98) 


‘ h(xj,' + 1 Xs' -h t\’), 


Xi,=^k(Xi' + x%' + t Xq'), 

wo: 


' 

(99) 


^•{O, «} 

e{0,p} + 2fr{a,p] 


isi Die Gleichnng dritten Grades (93) geht dabei fiber in: 

(100) -f- <8 + iPa'® + 0 , 

wobei 

( 101 ) 

ist, und es entspridit wiederum diesem thergonge die Eigensdhaffc 
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der Gt-leichung (95) ungeSnderfc zu bleiben, wenn man a durch 
ersetzi 

V^^Mt man den beiden nooh. Ubrigen Wendepunktdreieekeu ent- 
sprecbend 


( 102 ) 


/3 + a}(M), fi + a}(u)j 

|S + «)(w) 


Oder 

(103) 


fi~a}(u), %'=9'{a, 
/S~a}(u), 


so tritt an Stelle von a' die Grofie r+^T*«' 

Die beiden Substitutionen 5 a! —xa mit der Periode 3 und T 
a' = Periode .2 geben Anlafi zn der Gruppo von 12 

Substitutionen: 


(104) 


1, S. 

T, ST, S^T, 
T8, STS, S^TS, 
T8^, STS^, S^TS^, 


welcbe alle die Gleidhung (95) in sich ttberflihren. 

AIs Substitutionen der 8 eigentlichon Per. Char. (65) b(itnichl.«if; 
ersetzt S die Per. Char, (a), (/9) durch (a), (/3 + «); T dagogeii <lurch 
(0), (a); als Koordinatentransformationon betraditet lieforn ondlicii 
die drei in einer Horizontidreihe von (104) stehenden Subatitutioiion 
das namliche Wendepunktdreieck als Koordinatendreiock, walireud 
den vier versdiiedenen Horizontalreihen die vier verschiodenon Wondo- 
punktdreiecke entspreohen. 

Die Gruppe der 12 Substitutionen (104) ist holoedristdi iBom()rp)i 
mit der Gruppe der Drehungen oines i*oguUiren Totraodoi's in sic.b, 
und es werden daher die Substitutionen (104) von Horrn Kloiu^) 
die Tetraedersubstitutionen, die dnrch die Gloichung (95) dofiniorto 
Gr6Be a die TetraederirrationaliEt genannt. 

Noch wil’d man aus dem Vorigen schlieBon, daB die 12 Wonde- 
punktlinien im ursprfinglichen Koordinjvtensystem die Gloichungon: 


1) Vergl. Klein, t)ber die Transfownatiou dor olliptisohon Funotionon 
und die Auflfisung der Gleichxmgen fttoften OradoB. Math. Ann. Ud. 14. 1870, 
pag. Ill; Vorlesungen fiber das Ikosaedor und die Auflfisung dor Qloichungen 
vom fflnfben Grade. Lpz. 1884 und: Vorlosungtm fiber die Theorio dor ^ip- 
tischm Modulfonctionen, auagearb. von Prioke. Bd. 1. Lpz. 1800. 
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“ 0 , «! + 

!3C^ = 0, % + T ajg + ■*“ 

— 0, Xi-\- T^iCa + ^8 

( 105 ) 

Xi + T .r^ = 4- ~ 0, 

Xi + t% -f Xi = 0, aij 4- x^ + x x.^ = 0, 

a \ 4- % -h = 0, a;i 4- 1: 3:3 4- 3?^ = 0 

luibeu; dioselbeu sind liier so augeorduet, daB je 3 untereinander 

stehende Wondepunlctliuieii immor ein Wendepnnktdreieck bilden. 

Legi man ala Fimdamontalfanktionei}, durcb welcbe alle anderen 
Tlietapotonzen nnd vollstiiudigen Tbetaprodnkto linear ausgedriickt 
werdeu soUeii, die drei Thetsipotenzen: 

(IOC) ?/j = { 0 ) («.), 2/j, - } (u), ?/3 -#■'{-«) (m) 

zn grundo, so gescliielit dor Ubergang von don IViiheren Funclajnenfeil- 
fnnktioiion (7C) zii doii jolaigen duroh die aus (82) fUr (5) = (0), 
(■j^) = (0)^ (- (i) tblgoiiden Gleicliungoii; 



a'j = h {‘!/i + ?h " 1 - 2/3)1 



( 107 ) 

= h (?/i + ^ Vi + T^f/a), 




^ h (?/t + ^^?/s + ^ 2/3)1 



wo: 




( 108 ) 

7 ^ { ‘>1 « ) j. ^’ { 0, « 1 

'•'J ~ { 0 j 4- Sfl-" { «] ’ { b } — & 

1 

«{■« 

j- = — 2n^i 

ist 1 

Dudurcb gelit aber die Gleiebung ( 93 ) in 

die 

Gieiebung: 

( 109 ) 

(2/1 -H2/2 + 2/3)H6?^2/i2/a2/3 = 

= 0 


fiber, 

boi der: 



(110) 

.. Ua^ r /«-«{ 0 } 4 - 2 ^»{a 

^ 14- ya" <1 \ 'S' { 0, a } 

)Y r 

7 “ Cfc? 


ist, nnd wolohe, wie unmittolbar ersiobtlich, aus der ersten Qleiehnng 
( 107 ) folgt, wenn man deren linke nnd reebte Seite zur dritten Potenz 
orbobt. 

Da fCr 2/1 = 0 nnnmohr i/j — 2/2 dreifaehe Wnrzel der Glei- 
obung ist, so ist die Linie yj = 0 Wendetangente im 'Wendepunkte 
?/i : 2^8 • ^ ^ ^ j ist 2/8 = 0 Wendetangente in j/j : ^2 : 2/8 

« — 1 : 0 : 1 , ^8 = 0 in $^1 ; yj • ^3 ^ ^ Koordinaten- 

dreieck bestebt also jetzt aus drei Wendetangenten und zwar jenen 
drei, weiche die Kurve in den auf der Wendepunkfcbnie 
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(111) ^1+ ^2 + 2^8 = 0 

Oder 

(112) = 0 

liegenden Wendeptmkten herrtlliren. 

Soloher Koordmatenaysteme gibt es zu den 12 Weudepunkt- 
linien (105) gehdrig 12 versdhiedene. Da der tlbergang von einer 
Wendepunktlinie zu einer in derselben Vertikalr^ke stehendeii 
durch. ILiderung von « um Periodendrittel bewirkt wird, so bleibt 
bei diesem tJbergange die Konstanto h in der Gleicbung (lOO) un- 
geltndert. Beim "Cbergange von einer Vei’fcikalreihe von (105) zu 

einer anderen dagegen andei-t sich 5, tind zwar geht beim €l)ergaage 
von der ersten Vertikalreibe zm* zwoiten: 

(113) a in 

zur diitten: 

(114) a in 

zur vierten: 

(115) a in 

iiber. 

Die Torstehenden Eesultate wird man achlieBlich wie foigt zu- 
sammenfassen: 


1— -o 

also 

7t m 

4(1 — a)" 

l4-2a^ 

(/ 1X1 

1 — 2a-|-4a*^ 

l~ta 

also 

7i 1 VI 

4(1— ro)« 

1 4 * 2ta^ 

(/ ill 

1 — 2Ta-|-4t*o*’ 

1 — T^n 

also 

?> in 

4(1 

l + 2t*a> 

1 — 9T*a -|- dra* 


VIl Satz: Setist mm die drd Jtoniogenm Fmkfko&nUnatm der 
Ebene: 

(SX) k}(w), = «1(m), -/i, «}(«) 

md hetrachtet u ah heweglicfim Parmnetery so wird durch dm Glei- 
chungm dne aUgememe Kurve driUer Ordnmg ohne Pop^xipunU de- 
finiert; sie isi besogen mf cin Wendf^urdiAeiack dls Koordinaten- 
drmeck md hat die GReieJmng: 

(^1) as; + a;|-|- -f =, 0 , 

wo: 


(XXH) 

ist. Pie 12 
(XX n.Ti) 


« =» — — 




2 «■“ { P {/?+«} + ~ V) 


«?)(«) «0 


^dlen die' 12 Wmd^mddlmimj die 9 GHeiehungm: 
(MV) -9^{£}(«)»0 



Endrosoltat. — Die ellipt. HormalkiuTeii. 


die 9 Wmddxmgmtevi dar; von den IS W&id^^mikM'dm mthaUi 
3 aUe 9 Wmde^nlete, Mdei% also em Wendq)mMdreiec7c, wem d/tt 
drei Im ihren Glddiirngm avfkdmden System von TJi. Char, dnem 
and d&moTbm Komplexc angdmm; von den 9 Wendetangmten Jidbon 
3 ihre BerUhning^Midite auf der ndmlichen WendepmMinie, wenn 
Hire 3 CharcHcien'isUken cin System von Th. Char. hUdm. WdMt man 
3 solche Wendetangenten als Koo'rdinatcndreieelc, setet cdso: 

(XXV) ?/i =“ + ?/3 = 


so Jmikt die. Qkidmmj der Kmve: 

(XXVI) (*/i + ?/a + y^f + U y^ y^ y^ = 0, 


wo: 

(XXVII) 

isi*). 


(5 \ ;& { 0, «| j ” r-|-8a» 


§ «■ 

Die elUptisohen Normalkurveu. 

Mifc •••, seien r iiiiearunabhiingige Theta- 

funktionen y*®’’ Ordnving iiiit der Obaralcteristik [0]; etwa vollstawdige 
Produkte von r Funktionen Potonzen soldier Punk- 

tionou bezeiehnot. Voratobt man dann unter x^, x^, •••, bomogene 
Pnnktkoordinaten oinos r — l-dimensionolen liaumes und setzt: 

(IIG) il!i==®W(w), {f=l, 2, ■■■,»■) 

HO wird durcb diese Gleicbungen, sobald man w als beweglicben 
Pammoter betraebtot, eino Kurve in diesem Raume definiert; welcbe 
eino oIlii)tiscbe Normalkurve gonannt wird. Indem u oin eiuzdnes 
PoriodoniiaraUologramm iiberatreidit, duroblaufti der Punkt (116) die 
Kurve voUstllndig. 

Man wird dazu bemerkon, dafi keine allgemeineren Kiirven erbalten 
werdon, wenn man unter Thetafunktionen Ord- 


1) Zu diesem Paragrapbeo vergls Biaaohi, Uber die Nonnalformen 
diittor and fflnfter Stufe des elliptiecben Integrals ereter Gfattnag. Math. 
Ati» Bd. 17. 1880, pag. 284. Kraaer, tJbae Thet^unctionim, deren Cbarak- 
teristiken etc. Hab.-Sohrift. Wtirzbarg 1888 tiad Math. Ana. Bd. 22. 1888, 
pag. 418. Klein, Vorlesuagea dber die Theorie der elliptisdien ModaUunc- 
tionea ausgearb. von Prioke. Bd. 2. li«. 1892, pag. 290. 
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nnng mit einer beliebigen Cbaraktoi'istik Torstebt, da ea nur dor 
bjinfdhi'nng Ginas neuan Poramatars: 

(117) + 

bodarf^ um wiedoi* m Tbatafniiktioneii init dor OlmralciioriNtilc |()*| 
Uberzugohou (vorgl. Pormol (130) pag. 41). 

Jade homogano ganzo rationale Puiiktion Grades dor .r, int 
eino Thetafuiiktion wr*®' OiHlnnng mit dor Chiu’nlctaristilc fO] inul 
yoi’sohwindat als solobo im Periodaiiiiarallolograinm an mr Stalloii 
«i, ftir welclio via pag. 41 bowioson: 

(118) M, + **8 + • ■ • + + Xt) 

ist. Fill' 9» » 1 baiBt dies, dtiB jodo linoaro Vorbindnng dor w, mil' 
der Kurve r-mal Null wird, dio ICurvo also von dor r*"” Ordiiuiij.f 
ist. Wir lioifioii sio dahor von jolzl an diu oIli])tisc1iu Noriiialkiirvi^ 
j4ot Ordnung. 

Sind: 

(119) ?/,= ®(')(«) (/ -i.u, ,.■> 

r midei'o linoaruimbhiliiglge Tliutallmktionon f'®' Oi'diiiing mit dor 
Gbni'nktaristik |'0|, so da/iiiioron dioso Gluialiungun, wunii mtin 
llii tfi) “'f Vr <>■1^ liomogoiio Pniiktkoordinatiiii dos r — L-di- 

mansionalou Itaumos, it als bowogliohon Parninofcor aiiHiubl, gloioliCallK 
oino elliptisobo Nonunlkurvo Ordnung. Jbi uuu dio uauli 
dam VI. Satz pag. 389 duroh diu lioinogon nnd linoar ilarslollliar 
sind, so ist dio ICnrvo (119) ziir ICurvo (lid) kollinoar vonvundl; lllr 
die projoktive Auifassnng gibt us dahur mir oino uinzigo Nonnulkiirvi! 
j.tor Ordnung. 

Die 3r* Siibstitntionon: 

( 120 ) = 

ivo X, X' zwoi Zoblon niis dor Itoilio 0, I, •••, r— J bozoiolmoii, siiid 
Tranrformatiouen dor olliptisclion Normalknrvo r*"' Ordnung in flioli| 
da abor gomilfi don Forinoln (VII) piig, 371 und (IX) pog. 373 dio 
Gi’dfien: 

(121) »;=®w(M')=.aw(i« + *“+*'®^, 

naobdem man sio von einom allon gomoinsamon Faktor bofroit liat, 
als Fiinktionon von « botrnobfcat, ^viodor Tbotai^mktionon r*"' Ord- 
nung mit doi' Obai'^ctoi'istik [0| und als solobo liomogon und linoar 
durob dio urapriingliolion Xf daratollbar sind, so sind dio Trans- 
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foimationon (ISO) dor oIIipiisolieQ KormalkuiTO Ordnung in sieh 
ICoUinofttionou, uud mnn hat damit bowiosenj dafl die olliptisclie 
Kormalkurvo Oidnimg Kollinoatiouon in sicli bositzt, wolohe 
dnroli dio Gloiduingon (1^0) dargostollt worden. 

Kail pi*oji»ioro jobisfc dio olliptisoho Norinalkorvo Orduui^ 
aus oinom ihroi* Punkto in oincu duivk dioson Pnukt iundurchgehendeu 
linonron Ikum voii r 2 Diinonsiouon. Dor ISinfacldioit hnlbor 
Ro (%0 mnu voraiia, dafi der Pimki » 0, » 0, • • »- 0 auf 

der 1(111*70 liogo, und wilhlo dtcson Ptnilcl ala J^rojoktionsKontriim; als 
IhiijoktionabasiK nbor don duroli dio Oloicliung as ^ » 0 doiiniorton 
l)io in Undo atoliondo Projoktion wird diinn unalytisdi 4111*011 
dio Woglnaeung dor Varuildo und Doiitiuig dor 9* 1 Qbrigou 

aIh hoinogoiiu Piinktkoordiiiatoii in aiisgofnlirt. Entaprioht nun 

dflin ProjoktioiiMicoiitnim dor Wort "“a”? goboii se^fX^, 

•••>^ 1 — 1 > woiiii uiau Hui nllo diircli ()■(«-- m^) dividioi'L, in Tbofcfir 
fiuiktionoii r— P"' Ordnung mifc dor niimliobon ClmmkLorisfcik ilbor, 
dio iilao in oino olUptiHcbo Nonnalkurvo »•-'!*“' Ordnung do- 
Hnioron. Dureli I’rojoktion dor olliptiHobon Nonimlkurvo r‘" Ordnung 
von oiiioiu ihror Punklo atiH erhUll man also oinu olUjitiaubo Normal- 
kurvo r P”' Ordnung. So fortihlii’oml orliilll; mnn schliolilioli als 
r — 4 ‘'* Projoktion oiiio olliptiHcho Nonnalkurvo 4^®' Ordnung iiii 
Liaiiino von d DiinoiiHionon uud omllioh ids Projoktion oiiio 

uboiio ollijitiacliu Noriiuilknrvo d*" Oidmnig. Oioso isl nbor wio im 
vorigon J’arngraphou goxoigt oiiio allgoinoiiio obono iCurvo 8*®' Ortl- 
ming oliuu Doppolpuiikb, und da dioso koiiio vlolfaolieu Punkbo und 
tnohriiioli xu xiililoiuUm Kurvonxweigo bositKt, so orgibt sich das Ilo' 
Hiillat, da8 niioh dio olliptisclie Nonnalkurvo r*®' Ordnung wodoi* vicb 
laulio Piuiklu noch inahrfaoh m Kilbloiidu ICurvoimdgo ontbiilt. 

Auh dun r GWiflon kmm man |•9‘(rH'l) ICombinatioiion mit 
WiodorhoUing xnr xwoiton Klasso bildon; jodo solclio ist oino Tliota> 
runktiou 2»*“” Ordnung mit dor Oliamlcfconstik [0]; imd da es down 
mu* a>* linoaviinubliUngigo gibt, so milsson — wonu wir fllr das 
folgOiido r > 8 voniussotsson, da dor Pall r — 0 im vorigon Pnra- 
grnphou vollstiludlg orlodigt ist — swisohon don r Grbfion Xf 
— 2r «« 8) ImQanmnbhiiugige homogouo Bolntioiion 

iswoitoii Grades oxistioroii. Jodo dioser liolationon stollt oino FlUolio 
Kwoiton Grodos im linumo dai* imd auf jodor diosei* PHlolieu 
liwoiton Gradufl liogt die olliptisdlio Nomnlkurve. Mnn konn nun 
wiodei’iim duroli dio Motliode doe Projisiorens don Beweis orbringon; 
daQ dioso — 8) li'lHolien swoiton 01*0468 dio olliptisclio Normol- 
kurve roiu ssum Anssohuitt bringen d. h. aufioi* ilir keiu Gebilde go- 
moinsam habeu, sobald man bordoksiohtigt^ dofi dies im niodrigsten 
Pallo — 4 zufci'iffli, in wdoiiera dio elliptisohe Normolkurve von dor 

Krkkor, VlioUfunkMonm. 
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vierton Ordnung mid ala Durchaohniti ssweier Flliolion Kwoitor Ord- 
nuQg yon dei' 1. Speziea iat^). 

Die 3) Plfioheu zweitei* Ordnung gobon nllmlioh AnlnlJ 

zu einem -J-s-Cr— 3) — 1-faob nnendliohen Imom-eu Syatoiii von Flilchoii 
zweiter Oi*dnung, iu welchom siob eiu 5j’ + 2)-fiicli unondlielioH 

lineu'es System von Kegeln mit einem gogobonun Piinkto dor Normnl- 
kiiive ala gemeinsamei- Spiize beflndot. Wilhlt man dioaon ala Pro 
jektionazentrum, ao liefem dio eben genannten Kogol (da [Vojoktinii 
in einen ein System von i(r-l)(r-4) linoMniimbJiiiiigigon 
inSohen zweiter Ordnung, uud dio von diosen auagosohniltono ICnrvo 
iat die vollstHiidige Pi-ojektion der Durobaolmittakiirvo joiior ir(r ■ 3) 
Flaohen zweiter Ordnung im von donon wir auagogaiigon 

aind. Wflrde also diese nicht nur aus der ollipLisohon Noriimlknrv<» 
y*" Oi'dnung bestolien, sondorn nooh oinem dnvon vovHchiodonun 
Kuiwenzug, so mtlBte auoh in der Frojoktioii sich aufior oinnr ollip 
tisoheu Noimallnirvo y — 1*®' Ordnung nooli ein audoror luirvonzug 
vorflnden; da dies abor flir y = 4 uicbt dor Fall isl, so uuuli nll- 
gemein nioht®). 

Gemftfi dor fdr boliobigos r goltoiidoii loioht zu vorilixitirondoii l''onnct): 





' 0 ' 


0 

(122) «[3 («)„■& 





. , y « J 


in der c von doi* Voi'iablo n und don Obai'nktoristikonuluiiioiiioii //, h iiii- 
abh&ngig ist, sind dio r Tbotaprodukto 

(128) I) 

wenn r nngorade iat, y linearunnbhUugigo Tliolarunklioiion r'*"’ Ordnung 
mit der GhoraktorisUk [0], aus donon also jodos (111401*0 vollNlilndigo 


1) Clebfloh, tlbor diqonigon Ourvon, doron Cuordinitton hiuIi iUh ollip- 
tisobo Funotionon oinos Fnvnmotors dnratollon IftHHon. I. filr Malb. lid. (Id. 
180fi, pag. SIO. Killing. Dor FlbolionbdBoliol Kwoltor Grilniiiig. Inaug.- IH hh, 
Berlin 187S< Harnnok, Ubor dio Dorstollung dor Uauinonvvo viorbor (Jrdiiung 
orstev SpooiOB und ihi-oa Socimtonsyetoine dnvoli doppoUporiodiHOlio Fiinoliontui. 
Iifotb. Ann, Bd. IS. 1877, png. d7. Lango, Dio suoliKolin Wondnliordliningii- 
punkto dei* Baumourvo viortor Ordnung orelor HpooioK. Tnaiig.-DlHo. boipzig IHHS. 

S) Zum vorstohondon Pavographon vorgl.i Klnin, Ub(n* mioiidliuli vioU* 
Normalformeu dee olllptiBoboii IntogrnlB ovBtor Qntlung. Matli, Ann. lid. 17. 
1880, pog. 188 nnd MUndhon SiUsb. Bd. 10. 1880, png. A8H; %ur '.riiourio dor 
oUjptiBohen Funotionon n*” Stiifo. Ldps. Boi*. Dd. 80. 1884, png. 01( t)bor dio 
elliptiseben Normnlomwen dor AT'"* Ordnnng und zugoliOrigo ModulftinuUonon 
dot jyt« atnfo, Lojpsj, JJ3 ^333^ 33^ ^ YorloHungon fiber dio 'rii. 

d. ell. Modulf. etc. Bd. 8. Dpz. 1898, pi^(. 980. 



Dio (iua4rat. Holationoa swisoben don a. 


Thotaprodttkt und jode Thotapotenz linoav ssasAmmengosoist wordou kiinu. 
Dio im Polio >’>ft z^viodion don Gi^Oflon »„ bestohonden -J- **(*'“’ 8) 
quodfotioohon Bolotionon, woloho, wio ira Voidgen gozoigt wui^e, dio Dq-* 
ziohungon zwiBolion don $ vollatUndig bcstimmoii) orgeben sioh ous dor 
Woiorshuiisohoii Tliotoforinol (XLYlfl) pag. 328, Sotzt man nttmliob daiin: 





<* + ** 


«-)-«« 

(124) 

4 > 

**"■ 8 +T® 

4 



+ -> 

n + wi 

4 * 

W « ” -f- “0 
2 ' r 

4 


und sulii'oibi sodaiin ru otoU nuob ra sfcait so orbAli man: 

( 128 ) + 

+ X “'X(*-«)r. *[“• t =■ 0- 


WO dio <f von H iiiiabhAiigig slnd, nud bioraus nuf Qnind von (122): 

(^28) + -I- “ 0. 


Uin XU bow(3iMoii, daU in diosor Pormol iatsilohlich linoannmb- 

liUngign Uolalioiiflii nntliiillon »ind, boaclito man xuniiobst, daO nir jodoo 
dor droi Oliodor vun (120) dio Dtdoxsuinmo doi* boidon OrOOon x dio 
gltiiubo isl, fornor, daU os x» jodor gogobonon IndoxBummo 0, 1, t’*-! 


gorado 


r H-1 


vorschiodoiio Produkto von jo xwoi QrOOon x glbt, und ond- 


liflli, dal) vorinittolsl dor Porinol (126) dui-ob xwoi untor dioson dio 
r — B 

u llbrigon auagodriiokt woi'daii kOnnon. Auf dioBO Woiso orbiUt man 


^ 3 

lllr jodon Woi'i. von a ^ fOi* dio r voi'sohiodenon Woiio von a also 

xusannnoii l'>'0'-'3) Boialdonon^ wololio xudom ihiMU' Bntnr nach linoav- 
unabhilngig sind. 

IinPallo 6 sind dioPornioln (126) xuoi'sl YonllorrnDiauohi*) nud 
HpiUor in ilhniichor Woiso von Halpheii^ abgoloitot woi'don; auf andoroni 
Wago golangl: daxu Hon* Slovort*). POr boliobigos ungoiiidos r lial 
sio Jiorr Kloiii^) angogobon; dal) man sio auf f — 2 unobhitngigo inuO 


1) liianobi, Dbor dio Bormalfbrmon oko, Matib. Ann. Bd. 17. 1880, 
pag. 28(1. 

2) HalpUon, Mdmoiro sur la rdduoliou dos dquations diffdrontlollos 
lindairos aux ibrmos intdgrablos, Mdm. prds. p, div. sav. iV I’acad. dos so do 
Pi'anoo. So. matli. ot pbys. (9) Bd. 88. 1884, pag. 1. 

8) sioTOri. Vbor Thototonoliionisn eto.. Frogr. BiqrreaUi 1896. 

4} Klein, ubor gowisse ToUVorls dor 9'-Punotlon. MnQi. Ann. Bd. 17. 
1880, pag. 606. 


0 <t* 
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roduzieron kdnnen ist klar, die Boduktion solbst iat abor Mb jotzfc nuv 
im Falle von Een'n Bianohi und Halphon a. a. 0. uusgofdbri 

worden. 

Bezttglidi dor 'Oborti'a^ag dor vorstohondon Besultato auf don Tall 
einos goitidon r vorgl. anfioi' dou obon goniinnton apoxiolleii Uiilor- 
sudbnngon des Folios r = d dio Arboit dos Horrn ilurwitz^). 

Horr 'Witting^ hat die Formulioningon doa Hoith Kloin auf don 
Fall p=> 2 Ubortragon, daboi abor das liior vorliogondo Frabloin dor 7ai- 
BommenBotzimg von linoaruiiablilliigigon Tliotafimlctionoii 9**°' Ordnuiig 
mit dor Cliarokteristik [0] aus don Fnnktionon and dor 

Untersudhnng dor zwisohou dioson Grandf^uiktiono]! bestohondo]! i 

algebraiBohon Bolationoii niolit bordhrt. 


§9. 

th)ergauff von don Fnnktlonen 
zu den Funktlouen 

Man TeiMielio untor 


(127) 




°a > 


.(®). 






f}r) (r) 
''I ; ''a » 


JO 


»’ + 1 Systeme von je p Konstanten, dio zunllohat gar koinor Jio- 
dingung untwworfen aeioii. Doflniorb man dniiii Grilfion h diii'uli dio 
Gleiohungen: 


(128) 



<’ + 4" + - + ^' 


/(i -U, I, 

v» >»,», 



imd aotsst in doi' Formol (8J0) ]mg. 818, imciidom nian in ilir m 
duroh r eraotzt hat: 


(129) 




so goht diosolbo in dio Fonnol: 


1) Hnrwitz, Bbor ondliclio Grupi)on linoiiror UiibHiilnlloium, wohdio in 
dor Thoorio dor olliptisoliou 'I’l'iiiiHCOiidonton aufti'oloii, MaUi. Ann. IJd, 97. 
1880, peg. 188} dazii ICIolii, Vorloauiigon iibor dio TIi. d. oil. Moduli. Jld. 9. 
Tipz, 1898, pag. 867. 

9) Witting, tJber oino dor IIobud’hoIiou Conilgurntion dor obonon Ourvo 
drittor Ordnung onnloge Oonfiguration im llaurao, aiif -wololio dio TranHforina- 
tionatheorio dor hyporelliptiaolion Fnnotionon (p tat 8) fUbi't. Inaug.-Biafi. 
G6tlingon 1887 nnd: tibor Jaoobi'solio Fimollonou Ordnung xwoior Vitrlablor, 
Math. Ann. Bd. 89. 1887, png, 167} dazm Ilurlchardfc, Untor«uolniiigon nun 
dom Gobioto dor liyporolUptiaolion Modulfiinotionon, Zwoitor Thoil. Math. 
Ann. Bd. 88. 1891, pag. 101. 



Darst. von vollsfc. Thotniw. u. Thoinpot (lurch die Funlci), '9'|‘0j| 


3('-+ - c(i)J - oWJ . . . 

#{« 4- c(*>} * • • 

(180) + + 
fl.[e(i)_^«)|,j;„]) ... 

fl.(-,(.-i) _ ff[5« _ jW], ((« + 

ilbor. 

Sotvil infill dfihor jofc«l vornuS) dal) die p Koiistonton dos oraton 
Systems von (127) iitioh wiu vor vollstundig tvillktirlick soion^ die 
rp tlbrigon ICoiisifUiton c dngogoii don p Bodingungon: 

(131) + + - ,p) 

genUgon, sodtiB 
(182) 

^vird, HO orluilfc mrui roititolst dor Formol (ISO) jodos Thetuprodukl: 
von dor ]<'onn: 

(188) ^tt -1- c(‘)| -H (0} * . ■ Hit 4 

boi dom dio o die Bedingniigcui (181) 01 *^ 11011 , dnroli die 2’^ Fnnk- 
tionon '9-[s|g(»J) luisgodrttckt. Fflhrt m»n dniin in dor gowoimcnon 
Formol fllr dio OriilionsyHfionie (127) korrosjiondiorcndo >•*“* dor Porio- 
disdliltsmodulon mil don Per. Char. (*^^),., wolcho 

dor Uolnlion (L81) oiitsprculiond dor Bodingiing 

(UM) (x(‘>k(»)...kM)«(0) 

»n gontigou luibon, mid wondoi; auf dio liuko und rochto Soito von 
(180) dio Formol (II) png. 871 nn, so erhiilt man das volIsUindige 
Tliolaprodiikl 

(185) fl-iy'aw • • • 

uud oiidlioh; indom intm hiorin 

(180) (»(0) «(*(»)) («(.-!)) = (x) 

soiat) dio Tliobapotoiiff 
(187) 

nls liomogono gansso raiionalo Fimklion GK'ades dor 2’*' Ikink" 
tionon 'O'CsJiW dni^gostollt^ daboi sotssen sioh die Kooffizienton rational 
znsammen ans 2r^ Finkeitswurzeln nnd ThetauuUwei'ton, nnd zwor 
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im Falle eines geroden f den Kiillwei'iien dor Fuokbioiien 
im Fallo eines ungeraden r den l^uUworton dei* (3f)‘^ Fuuktionon 

Beacditet man daim nooh^ da6 man nus linoaruuabliiingigon 
JTunktionen von der Ai'fc (133), (136) odor (187) jedo boliobigo Tbota- 
fnnktion Ordnung mit der GharaktensMk [0] znsommonsofcsson 
konn, so erhiilt man endlioh das Biosiiltati, da6 mit Hilfe dor Formol 
(180) jode Thetafimktion f*” Ordnung mit der Gharalcteristik |0] als 
homogene gauze rationale Funktion Gfrodes der 2^^' Fuiiktionon 
dorgestellt werden konn. 

Eino yerollgomoinorung dor Fonnol (180), wololio don tlborgang 
von don Punktionon zu don 8^^ zii irgond oiiiom imdnrnn 

Nennor .8 dor Ohorakteristlkonolemonto gohbrigon Punktionon 
und entspredhond dio Darstelliing jodoi* Thotabinktioii Oi'dnnng mit 
dor Ohonikteristik [0] als hoinogono Punktion f*”* Grades dor Punk- 
tionen >&[£], {m} vormittolt, sioho boi Honn Prym und inir^). 

Das vorlier ausgesprooliono Eesnltnb ist oiiior fdr dits folgnudn 
wichtigen Verollgomoinorung iUhig. Auf dor roohlon Solio der b'onnel 
(180) treton ndmlioh nioht niir donii anssohliofilioh dio 2*^ Kunktiouen 
^[4aM Bodingiingen (181), (132) orfllllt sind, sondorn 

irnmor, wenn imr das Grttfionsystom [.()(»■)) 

ein System korrespondierendoi* Ilidber dor PoriodizitiltHmoduloii isl. 
Mittelst dor Porm^ (180) 18fit sicli dolior nnoh jodos sololio I'hota- 
produkt von dor Form (138) aussohlieBlioJi duroli dio 2’^ Fiinktioiion 
misdrfioken, ftlr w^ohos 

(138) + 4*^ + •' * + 1 ^ "f" 

ist, wo dio fi, if irgond woloho gauze ^Snlilon bozoiehnon. b'ilhrt man 
daun wiodornm on StoUo dor Gr8fionHyatomo e korrospondiorondo 
der Poriodizitatsmodnlon mit don Pw. Oliai'. (k*®^!-; (**'0rj ' ' 't (**^*)r oin, 
wolclie don Gloioliungon (188) onlsprocdusml lumniohr dor Bodiiigung: 

(139) (xW«W...«M)^=.(i?)8 

zu genflgeii haboii, so orhait man eiu Thotiiprodulct (186), boi doin 
d.io Per. Char, («)^ der Bodinguiig (189) goiillgon, dui'oh dio k'niik- 
tionen II'MbW nnagodriiokt und aoliliofit weiUm wio ebon, dafi ttboi'- 
haupt jedo Thotafunktion r*" Ordnung mit oinor Gharaktoristik Ii/|„ 
deimi Memento liolbe Znhloii sind, sioh mit Ililfo dor vorstohondoii 
Pormoln ala homogono ganzo rntionalo Funktion r’®‘ Gradoa dor 2*^ 
Fnnktionon 41'[«]9(a} dorstellon liiBL 


1) Krasor und Prym, Nono Qrundlngon oto. bps. 1808, pag. 66. 
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§ 10 . 

Die Ti'onaEbrmatiott der Funfctioaeii 

Dio BGclontnng dor Formoln des Torigon Paragi'aphon liegfe in 
ihi'on Bossioliimgoii zum Transfoi'mationsproblom dor FiinlEtionoii 
Froblomo nilmlioli oiuo FunkUon niohfc 

BoliloobUiin dnroh Thotafiinktionon mit don ta'ausformiertou Ai'gu- 
monfcon it' nnd don transforiniei'ton Modtilon a', sondern spozioll duroh 
dio 2*^ Fiinkfcionon aiiszudrilckon. ITur fUr dio ganzzaliligo 

linoaro Tranaformaiion gobon dio frlllioron Foianoln dio Ldsung dieses 
Probloms (vorgl. Formol (XXIX) pag. 181). Im folgenden soil die 
ganzzoblige Tranaformation lidlioror Ordnnng dor Funkfcionou 
boliandoli -woi'don. 

Als Ansgangapimki) hat; dor XI. Satz pag. 166 zu diontm, wonach 
dio Funkiion: 

( 140 ) 


oino Tliotafunkbion Oi'dmtiig luib don Argnmontioii don Mo- 
dulon al^, nnd dor Gharaklorislik [si, ist, doron Eloznonbo duroh die 
Giloioluiiigon: 


fltsai ' 

+ 


,P) 


/i»l 


bosbimmfc sind. Nun ist abor gorade im vorigen Parographeu bo- 
wioson wordun, dafi jodo solclio Thotafnnktion hShoror Ordnung mit 
oinor Ciiarakfcoriaiilc, doroii Elomonto holbo Zahlon aind, ansschlioBlioh 
duroh dio 2“^ Fiinktionoji ftnsgodrttokl wordon Icann, und 

OR iab dalipr duroli dio dorb aiigogobonon Formoln doe Transforma- 
tionsprobloin dor Funktionou angogobonon Sinno goldst. 

Boi doi’ Aiifatollung der TiiinHformafcionaformol wird man an jono 
Formoln ankntlpfenj woloho im fltnfteii Kapiiel (pag. 167 u. f.) angogobon 
wnrdon imd woloho ilJtO linear daratollen duroli «“• Potonzon odor 
»-gliodrigo Produkfco von Thoinlunkbionon mib doii Aigumonten u\ . 
don Modulon a' und Oharakbonabiken, dio im vorliogonden Falle, wo 
dio Qt h halbo Zalilou sind, ous 2«*®‘'' ganzor Zahlen ala Eleraenton 
boRbolion, und os erdbrigb nur nooh obon dioso Pobonzen odor Pro- 
dnkbo von Thobafunktionen mib Hilfe dor li’ormdl (130) duroh die 
Funkbionon '6'[«'W«'L ftUBzudrttckon. Daboi brobon, wio oben or- 
wiUmi, in don konabanton Koo£Qzionbon dio Nnllwerbo von Thoba- 
ftinkbionon auf, dei-oii OhM'akberiatikon w*®* boz. 2»‘"* gonzei* Zahlen 
aind. Dio littaung dos Tran^ormabionaproblema wdrde ala eine voU- 
abftndige ersb dann zu bezeiohnon aoin, wenn oa gdftngO; diese Grbfien 
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and ebenso die bei der Darstelhng der Fuuktdonoii dnroh 

die Fimkfcionen auftietenden Konstantion K (pag. 108) aus- 

sohliefllioh duroh die Nullwerte der -h 1) goradoii Funktionon 

euBzadrilolcenj dies ist abor bis joteii nur ini Fnllu dor 
quadratischen Transformation en'oiobt wordon*). 

Will man nioht anf die Formeln dea fUnflion Kaxiitels zurilck- 
gelien, so Icann man zur Au&teliung der Transfonnationsforinoln dor 
Funktionen direlcterem Woge veiToliron wio folgi;. 

Da dio Funktiou i7(»% jo uachdem dio Ciiiimktoristik |fi| go- 
vado odor ungerade ist, oine gerado oder nngorudo Fnnktion dou 
Arguinenteiisystems (w') ist, so Itlfit sio sich nooli doin in § IT) dos 
vorigen Kapitels Bemerkteii aus q bez. it, wo i) nnd U diu ini 
liXn. Satz angegebenen Worte bositzon, liiioanmabliilngigoji gontdon 
bez. ungerodon Tbetafunlctionen Oi'dimng mil dor Cliai'iiktorislik 
[s]j zusammensotzen mit Hilfo von KoefTizionton, ivoluho von don 
Variablen it* unabhilngig sind. Dio Ldsung dos TrniiHforjnntionH- 
problems dor Funktionen kauii man also aucli in dor Wuisu 

ormohen, dafi man oinmnl (v^. pag. 862) aus dun 2‘'^' Funktionon 
0 It linoorunabbiingigo gorado boz. nngorado T'lnsla- 
funktionen Ordnung mit gogobonor Charaktoristik (filj,, 

zusammonsotzt nnd sodann in dom linoarun AiiHdriudiu: 
(142) + + 

die von den Voriablon u' unabhangigen Koofllziontoii r,, Tj,, ••• no 
besiimmt, doB dersolbe dor vorgologton Fiinktion /!/(»']) gloioh wird. 

BozQglioh dor Bostimmung diesor Konslanlon o Icann man zwoi 
versobiedeno Motliodon nnwondou. Bei doi* oraton DarNloIlung wordon 
die 0 ausgodi’flolct durcb dio Teilworto dor Fuiilctionou '0‘| a |y («'))„. , d. li. 
diii-ob jono Worto, woloho dioso Funktionon filr rationaln Violfaolu) 
der Periodizitatsinodulen anuehmonj boi dor zwoiton DarHlulIiuig 
wei'den die e ansgedraolct durcdi dio Nullworto dor iirHiirllnglidion 
Thetafunktionen und dor transforraiortoii {«'))«*• Tn 


l)Filrp«=l:KOnig8borgor, DioTranaformationoUi. Lp». 1 « 0 H, g ifl; I'ilv 
j) — H: KBnigsborgor, Ubor dio Transf. dos sswoiton (ivadoH otc. .1, f. Math. 
Bd. 67. 1867, pag. 68} aiiob: Pringshoira, iSur TVaurtformatiou zwoiloii (ImdoH dor 
hyporclliptiBolion Funotionon orstor Owlnung. Matli. Ann. IJd. t). 1870, pag. 446} 
Bobn, Botraohtungou ilboi* dio Kummm’aoho Fllloho mul ihron XiiHitniiaonliang 
mit don hyiioreUiptiBohon Fnnotionon p a. Innug.-DisH. Milnolion 1H7H und i 
^ftnrforraation dor hyporolliptisclion liHmobionon p « a nnd ilini Bodonhmg Rlr 
mo Kunimoi‘'aolio Flllolio. Math. Aim. Bd. 16. 1870, png. 816 und llab.-Holivift 
Leipzig 1870; HlrpaeS: Wobor, Ubor die TrnnsformalionKbliooviu olo. Ann. dl 
Mat. (a) Bd. 0 . 1870, g7; fflr boliobigcsp; Kriizor, Dio qiindralkiho TraiiHlbr- 
^^^ot^^^otionon. Mntii. Ann. Dd. 46. 1806, pag. 44a imd Biikor, 
ADois ^Qorom and bho allied Uiooiy Including Uio thoory of tho Thota-fiino* 
tions. Cambridgo 1897, $ 864. 806 nnd 870. 
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boiden Filllon ist das TransfomatiotiBpi'oblom uur unvoUstSindig go- 
18 st; im orston Fallo orflbrigt os uodi dio Toilworbe dor iPhinlciionon 
dio Null worfco dioaor Fnnlciioiioii ansssudrtiokon (spossiollos 
Toilungsproblom); im zwoiton Fallo dio Nullf^orfco dor l^mktionou 
‘^bJsMa dioNullworiu dor l^mktiiouen tiuszudrtlolcon 

(spozioIloB TrauBfbrmationsproblom) ^). 

1) Vorgl. daxu! UrioBoliij Snr la Uidorio do la branafoiiaation dos foflo< 
iiions abdlioiinoa. JDxtrait d'uno loltra ndroasdo A. M. Iloiimte, G. B. Bd. 47. 
180B, iiog. S10| Sulla Iraaroiinaxiono dollo fnnuoni ipwollittiolio dol primo or> 
dino. Boma Aco. Tiino. lioiid. (4) lid. 1. 1886, pag. 816; IjO equaidoni inodnlavi 
nolla fcraBrorniaxiono del torxo ordino doHo fnnxioni iporollittioho a duo variabili. 
Itoma Aco. Lino. Bond. (4) lid. 1. 1HH6, pag. 70U. ICOnigsborgoi;, Dio Trans- 
formaiion olu. Lpx. 1808; Uobov dio 'IVaiiRronnntion dritton Grades uiid dio »u- 
gohbrigon Modulargloiobungoii dor Aborsolion Funcliionon orstor Onlnung. J. Mr 
Afnlh. lid. 07. 1K07, pag. 07; Dio Modulaigloiohungon dor Iiji)orolHpti8c1ion 
Funotionon orstor Ordniiiig Mr dio Transforniaiiion dritton Grados. Matb. Ann. 
Dd. 1. 1800, pag. 101. Krauso, llbor did 'IVansronnation Mnfton Qrndos dor 
lijrpoiDllipUfltibon Functionoii oi'Hlor Ordnung. Mat!). Ann. lid 10. 1880, pag. 88; 
Dio Modularglflic.liitiigoii dcr liyporolHptis^on lihinotionon orstor Oi'dmiiig Mr 
dio TraiiHrominUoii drillon OrudoH. Mat!). Ann. lid. ID. 1888, img. 108; tlbor 
din Moduliirgloiolningon «l('r liyiMrolllptisohon Functionon orator Ordnung. 
Math. Ann. lid. ID. 1888, png, 488 und 480; Dio Modnlargloichiingon dor 
hypiM'olllptiHcliou Funclionoii orator Ordnung Mr dio Transformation Mnfton 
Grados. Math. Ann. lid 80. 1888, (mg. 880; Snr la Imnsformation dos fono« 
tionH ollijitiqiias. Acta malli. lid. 8. 1888, png. 08; Kur la transformation 
dos fonotions byporollipUqiuni do premier ordro. Acta math. lid. 8. 1888, 
pag, 168; '/Air Transforniation dor Thotafmiotionon oinor Vorandorlidton. Math. 
Ann. lid. 86. 1886, pag. 810; ^ur Transformation dor Thotnfunctionon xwoior 
Voi'llmlnrliolion. Math. Aim. lid. 80. 1886, pag. 888; Dio 'XVanBfonnation 
dor liyporolliiiliKolion Funotinnon orstor Onlnung. Lpt. 1880, § 80 — 41; 
Thoorin dor doppoltiioriodisolion Fnnoliouon oinor vorllndorlichon QrODo, lid. 1. 
Lps. 1806, §60 — (18, S 76. MflMor, ^nr Transformation dor Thotaftmotionon. 
Arch. Mr Math. (8) lid. 1. 1884, jiag. 101. llohdo, Yait Transibrmntion dor 
ThotaMnetionon. Aroli. Mr Math, (8) Dd. 8. 1680, png. 188. Wobor, Dbor dio 
Transrormationsthcorio olo. Ann. di Mat. (8) lid. 0. 1870, pag. 180; Klliptisobo 
Fimctioiion und iUgobraischo liuhlon. Draunsohwoig 1601. — Dio spHtoron Ar> 
lioiton dos Korrn Krauso (Dbov ThoitiMnotionon, doron Charnkloristikon go* 
broohono Siahlon sind. Math. Ann. lid. SO. 1680, pag. 600; Znr Transforinatlon 
dor olliptisohon Funotioiioii. Loips. Dor. lid. 86. 1880, pig. 80; t)bor Fourior- 
Hoho lOntwioklnngon ini Gobiotn dor ThotaAmetionen Kwolor Voriindorliohon. 
Math. Ann. lid. 87. 1880, png, 410; Dio 'J'raiisformation oto. Lpx. 1880, § 40 u. f.; 
Ziir Transformation dor Tliotoninfltlonon. LoipK. Boi'. fid. 46. 1808, png. 00, 840, 
688, 806 nnd lid. 48. IBOO, pag. 801 ; Theorio dor doppoltporiodiBolion FunoMonon 
olo. fid. 1. Lim, 1806, 4. Absohnltt und fid. B. 1807, 1. Absohnitt; tfi)or dio 
Tiiinsfonnallonsthoono dor olliptisolion Funotionon, .Tnhrosbor. d. D. Math.<Vor. 
fid. 4. 1807, png. 181; daxu nnohi MOllor, Zur I’liuisforjuation dor Thotn* 
funotionon, Tnaug.-Diss. lloslook 1887 nnd YoO, Thoorio dor TIiotnAmotionoii 
oinor Voriindorliohon, doron CJinraktorisUkon sioh aus gobroolionon Zahlen an- 
sammonsotxon losaon. Jnaiig.<J)iBS. Eostook 1886 und Aroh. Mr Matb. (8) Bd.‘d. 
1886, pag. 886) bowogon slob in dor im Anftmgo diosoa Pamgraphon gosiddldorton 
lliohtung. 




Dritter Teil. 

Bio spoziollon TJiotafnnktionon. 




Nftuntos ICapitel. 

Dio AbclscUoii Tliotai'iiiiktionoii. 


§ 1 . 


Vovbemei'kung^en aus der Theorie der Abolsolieu Fuuktloueu. 

Mifc (lor iiiiabliuiigignii koiiiploxon Vorandorliolion e soi oiiic 
/.woito Vaniililo s durcli oiiio irrodiizibln iilgobraisclio Gloiohiing 

N m 

( 1 ) 7 '(s |^)“0 

vom GoHchlueht p vorknnprt;. In dor dodurcb dofiniGrton fvlasao 
gibt os daniL p linoariinabhilngigo hilogralo 1. GntUing 


( 2 ) 


H— il 


CtpiH I B) 

J 


Ug\ 


jodo dor liior anarotoiidoii ll^mkUollUll 9 )(A'|isr) wird 0^ in don 
d (m - 1 ) (« — 1) -p Doppolpiinklon 
von (1) und niitiordom iiuoli'in — 2) 

-}- n (m -• 2) — 2ti 2|) — 2 woitoi'oii 
Punktoii. Dio Mur KIabho goluirigo 
4»«blatii'igo liioiURiiimoho b'lilolio T mil; 

2(^) -h n — 1) VorawoigungHpunktoii Hoi 
diiroli j|> Quorsoiinibiipnai’o a^, iif, \\ 

•••j %, \ «nd p voit oinom Puiikto oi 
niiHgofiondon HilMiiiion 
in diu oinlftoii KUHnmmoubilugondo 
Plllcho !P' Yorwoiidolb. Es seion u 


’i) 



• ■ '* % P Normaliutograle 
I. Gatliung, wolobo dndui'oli oliarnkfcerisiorfc sind, dafi 

1, woun 


(8) 


Itlngs (t,! tt+ « 
lllngs b,: + 

mugs 0 /. 


"" 0, wenn 

Oil y >*> 1 , 8 ,. 


UP) 



414 !• Vorbemerkungen nu« der Tbooria der Abelsohon Fuaktionon. 


isb; ihre Iniegroudeu mdgen •••, 


( 4 ) 


Au, 

dg 


u^' heifieu, sodafi 




ist. Hit i|(£) aei weitor das im Punkie a mit dem Gowiolito 1 
00 ^ werdende Normalmbegrol U. Gattung bessoiobuot; fflr das 

lilngs a/ ^ (a) — <(£), 

(6) lilngs — if(fi) — 

*i" ~ 

llings c^: ^(c)™#(a) 

isi^ und sndliob aei das in niib doin Gewicbio -f 1, in a, 

mit dem Gowiohio — 1 logoriblimisoli nnondlicli wordondo Normal' 
integi'ol HI. Gnttung, boi dom 

langs a/. i^{By | Sj) « | a,), 

(6) langs w (ai | a^) = to (a, | a^) + 2[t(,(a,) - M^a,)], 

4 “ " »i<) 

langs 


ist; woKu bior nooh PoriodiKitlltsmodulon :t an don von to nnnb 
Bi und a^ fflbrondon Linion folgeii. 

Sind dj, J,, die 0*, a,, a^ dis oo* Punkfco irgond 

einer Funkiiion f(s\g) dor Klas8(^ so sind dioso Punkto, win sioli iin- 
mittolboi* aus dor Durabollniig von log/'(.f|j9) durob Normiilinfcogmlo 
HI. Gattung orgibi, durob p Gloicbungon von dor Form: 

S S 

Xal p.sal 


boi donon dio x, X gnn&so Zahlon boxoioliiion, odor, wio in dor J.i'olgo 
dnfUr abgokUrxt gosobrioboii worclon soli, din*c1i dio p Kongriiinmoii : 


( 8 ) 




ip ' 


verknUpft (Abolsolios Tliooium), und woifcor orglbt sioli nns dor Dar- 
sirilimg von /’(fl|a) durob Nornuilintogralo II. Gattung, daU dio Go- 
wichte di, / 7 j, • ■■,//, dor oo* Puiikto von /’(»|jer) don p Gloiobnngonr 

( 9 ) 

Xal 

genUgen (Biomann-llocbschor Sntz); das Gloioho gilt von don Null- 
punkten 9. 



Nonualintogrftlo. Abolsdios Thaorom, lUotnann-Boohsolior Sata, 

Soli nuu die ITuuktioii /'(s|i9) Bieh als Quotient ssweier luti 
grandon I. Mtung darstoUon lassea, ao mttaaeu Gi'fifiou 
ao beabimmt werdon Icdniion, dafi die q Gleiohungon: 

( 10 ) ^ “ 0 

fi^i 

bostohen. Aus dou boidon GiloiobaugeuByBtomen (0) und (10) folgt 
nber^ dnfi dor llang der Mati'ix: 

»t\h) <(««) 

<(*i) <('s) *•* <(0 

<(«i) vw ••• VW 

kloiiior Boin mud als die kloiuoi'o dor boidon Gabion p uud q. Bo- 
sfioiohnot man dioaou liaiig init i*, so iuit man dio boidon Roanlbnte: 

1. Dio p Gleichungon (9) sind niobt iinabbiLngig vonoinondor; 

p von ibnou aind oino Folgo dor r andoron; os bloibou also q~-r 
doi’ GrUBon g willlctlrlicb, dio r andoron sind dadui'cb bostimmb; os 
gibt folgliob g — f linoarunabbango FnaJctionou woloho in deu 

q gogoboiion Punktcn Si, a, oo^ wordon; nus ibnou sotist sich ' 
dio ollgemoinsto derartige Funktion yormittolst </ — »•+ 1 bomogou 
und linoAi' auftretondoi' ivillktlrlicbor Konstnuten Xq, *>•; ssu* 
sommen in dor Form: 

(12) /■(# 1 S') « Xfl + Xi /; (a (b) + x,^(s I «) H- ■ • • + I ^)- 

2. Dio q Gloicliungoii (10) sind niobt nnnbhilngig vonoinondor; 
q ~~r von ihnon sind oino Folgo dor r andoi’on; os bloibon olso — 
der GrbBoii c willkttrliob, dio r undcrou sind dadui'di bostiinint; os 
gibt folgliob p^r lineninnabh&ngig^ Intogmndon I. Gattung u', 
wolclio in don q gogobonon Punkton Sg, •••, £„ 0* Troi'den; aus 
ihnon sotssL siob dor allgomoinsto donirtigo Bitogrond vonnittolat p ~ r 
bomogou uud linoar nufti'otondorvrillkdrliolior Koustoutou 
Kiisaminou i]i dor Form: 

(18) 

BiiiQ Funktion f(s | $) dor Klaaae, dio siob als Quotient xwoior 
Intogrnndoii I. Gattung odor was dnsselbo aweior y-Funktioiion diu'* 
Btolloii lIlDt, hoifit oino MnkHon 1, Qaitmg nud ihre q Nullpunkto 
d, und obenao ibre q Undliobkeit^unkte ffx> 

^atme L Zilhler und Nonner von j^(5|i») vorsohwindon 

noob in don g'— 2i? — 2 — 2 nllmliobon weitoron il^nkteu •••, y,., 
dio aowobl das Punktsystom dj, tfj als das Punktaystem 
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za einem vdllsUindigen PunkiiHystom I. Gatfcung vou — 2 Fuukton 
ergilnzeii und daher eiii dazu goh6rigos Jiestpmktfsyst&in gonannt 
werden; die Pmiktsystome dj, • ■ imd •••, fij, abor lioiBoii 
Ttwresiiudl uud dio ICongruonzon (8) orsalioinou als dio iiotwondigoii 
und liiuroiohendon Bedingungen fdr xwoi korrosidualo Punlclayaloino. 

Aua (12) folgt, daO man der in •••, oo‘ werdomloii Puuk- 
tion f{8\s) — »• ibror 0* Pii7ikl» willldlrlich voi'schi'oibun kami; 

daduroh ist danii sio und dainii anuh das Systom ilu'or f woifcoi'on 
0^ Pnnkto im allgomoiiion oiiidoutig boRbimmb. Nonnb man dalmr r 
don jRmg dos Pimkbsysboms so Imt man daa Lioflulbut, duU 

fdr das zu oinem Funkbaysbom fj, vom Itaiige r koiToHidiiulu 

Puiiktsystom di, • • d„ ff sainor l^inkto willkilrlicli gowilhib 
woi'deii kOnnoii; dieso Zalil nonnb man don doa Punkb- 

systoms Bordoksiohtigb man nini; dnB man dio gloichon 

SolililsBo alio unter Ycrbauaohnng dor PuiiktayBtoma e. und 

'"} ^9 iiiaahon kaun, so aoldioBfc man rHukwiu'bs, daB r aucli der 
Bang dea Piiukbsyaboms • ••, d, isb, also wuiboj'j duB korrosidiialo 
Fankbsystemo abots von gloichom Rango siiid. 

BezUglioh doa «« don Funkbsysbomon nml f, 

gebSrigen Bosbpunkbsystoms •••; abor zoigb dio Gloicliung (IB), 
daB p — r — 1 aoiiior Funkbo willkUrlioli gowiililb vvordon kdnnoii, 
und man scblioBb daraiw, daB soin Bang r'«« g'- (?) — r — 1) 

— — l ist. Man noimt dio Zalil p — r — 1 don DrfHi doH 

Punkbsysboins •••, a, und os sagon dann dio Gloiehungon: 

(14) j' — /*=j) — f ■— 1, Qf — r s=y) — / — I 

an^ dafi dev t^bomohuB oinoa Fniiktsystoms dom Dol'ukb soinuH Kosb- 
punkisysboma gloioh iab*). 


§ 2 . 

Die BleiuansiBohe Thetnftiuktlou. 

Bio Poriodizibllbamodiilon 1^ 2, •••, p) dor Normal- 

intogmlo I. Gabbling ’”t% an don Quoraohiiibbon /),, •••, go- 
nttgon don ^ (p — l)i) Gloioliungon: 

(15) 

1) Zuin Inhalbo (Uokos Fivrngmphou voi'gl. CkviBboffol, t)boi' dio cano- 
niaoho Form dor lllomaBn'Bolioii Inbogmlo orsbot Gabbuiig (Ann. dl Mab. (8) Bil. i). 
1870, pag. 840) und Ho at, Tlioorio dov Uiomnnn'aolton TlmbaflmoUon (llab.-Hclirift 
Wtlrsbuig 1001. I. Abaohnibb)! aua loUboror Abbandlung mUgon inaboaondoro 
jono, tlbrigona loiohb oraiolibliohon Andornngon ontuoinmou wordon, wololio dio 
obigon Gleiohungon im Folio mohribohoi' Knit und Unondlioblcoibapuuklo dov 
Funkiion f(fi | g) on orilahvon liabon. 



Bigoiisoh. dor iliomannaolion ThoUf. — Abolsoho TholaArnkbionon. 


und 08 isfc TToiter dio aits ilu'oii recdloa 7 oilon als ICoofAzionbiui 
gobildote quadratisolio Form 

(1C) 






/i«>i 


oiuc nogtiiiTO. lufolgodosson kann inui init dioscn Grdfioji als 
Hodulon oino Thotciroiho bildon, imd wetm man dium ids doreii Avgiv 
monbo dio Nonnnlintogi'alo I Oatiniig tt(, •••, veriQindori; iini Kon- 
sbfuiton "‘f c^f wolobo dio Pamm^ dor Tliofcnfnnkfcion hoibon, 
cinfillirb und don Uoilionivnrb als b'tiiikfcion dor geraoiusfunon oboron 
GitniKO 0 dor liiLogrnlo w tuiHiolil, orb'dlb man dio Jtwmmnsclio Theta- 
/ktukiion: 

V P P 


(17) 






W], ,Uljl 


mifc don ISigoiirndmlVn, dub 

lilngH rt„: 4)-+ — 

(18) ItlngH h/. •U'' »» -O'” • ^ 

lilnga f!,,: 

Dio tilgobruisohua J<^inktioiioH oiiior IOiisko Idlngon (im FiiUo 
p> I) von H/i — 8 ivuMoiitlioliou, durch oindoutigo Triuisformatioii 
iiiclit KorslOrbaroii Grdbon, don KltiaHoiunoduluii; iib^). Yorgloiohfc man 
diosu Ainmhl mit dor Aimtlil 1) dor soobon ills Modnlou in 

dio Tliotiiroiho oiugonihrlon QWibon so orgibb sioli, dafi din 
lobViboroii, sobiild p > •) isb^ iiioUb vonoinmidor nnabhiingig sind, dab 
violuiobr ewisolioii ihnoii 

(10) i pQ, -h 1) - {}}p ^ 3) =* - 2) (2» - 3) 

Uolabionon bosbolion. Dio in dioRom PArngrapboii doRniorfcon Tboba- 
iiinklionon sind also spoziollo in doin SinnO; daD ibro ■i|'i>(ip+l) Mo- 
dulon a^^^, niuhb> wio in don vorangoliondon ICapitoln durohwog aii- 
goiioininon ivurdo, oinzig und olloin dor obon angogobonon IConvoigonz- 
bedingung gotiUgon, sondorn noob ivoiboro^ bol don allgomoiuon 
Tliotftfiiiiktionoii iiioJit bosbobondo, i- (p — 2) (p — 8) Bediaguugen 
oritnioni dornrbigo Tbobofnnkbionon sollon als MeMe Thetaf^Monen 
bozoiclinob ivordon. 

Wolobor Arb dio Mwisobon don d" 1) Modulon oinor Abelsolion 
TiuibAfunkUon bostohondon Ibolationeii ain^ ist bis jobzt nur im niodrigBton 


1) BiomauA, Tb. d. Aboliolion ITutiotionen. Goa. lOAih. Worke. Lps. 1870, 
mg. 118 uiui Sbahl, Th. d. Abolaohon Fimctionon. bps. 1896, pag. 107. 

ICruxoVt VlielftAinkUniiiut 
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Fallo i> ao 4 bokaamt. Dio eiuo Bolatioii, woloho hioi* fOv dio 10 Kodnlon 
der Thetareilio notwendig nnd hinroiobond ist, damit dioao oino Abolflulio 
wird, hat How Scliottky*) >vio foigt aufgofnndou. 

Dor Qaotiont awoior ungeradon Tliotafunktioiioii niul -Oy wird, 

A 

woDD man an Btolle dor Arguinonto Intogi'alo / oiiimiiii, oinn 

« 

syminotrisoho iind xorfalloudo Funkllon 


( 20 ) 


2l 


dor beidon Gronzoii k und |3. Hun gibt os in dor Thoorio dor n11gcinoin<3ii 
Thetafhnktionon ein Systom homogonor qiiadratisolior Gloichinigoii, woIcIiom 
nur ungorade Thotafirnktionon ontlimt. Diosoni dadni'di xu goiiUgou, daU 
man fdi' jodo vorkommondo ungorodo Tliotnfunktion oinon Aiiwlrnuk von dor 
Form d>^(a) d>^03) Botxt, ist nur dann mOglioli, wonn xwisolioii don Null- 
werten der goradou Thotafimktionon oino gowiaso im allgoinoinun h'allii 
iiidht boatohendo Qleiohung angonommoii wd. Hacb dom XXXVi. Hab.u 
pag. 808 gibt os nttmlich im Folio — 4 in doin xu oinor HyxygoliHolion 
Ginippe Yom Hango 8 gohOiigou ICompIoxo von 82 Systoman von 'I'li. ('liuv. 
immer 8 Systome, die aus 8 gomdon 'Jli. Oliar. gnbildol aind. Doxoiolumb 
man mit Jil,, jRg dio 8 xiigohUrigon Produkto von jn H goradon 
Thotafanktiouon, mit r,, fg, fg abin* dio Wm'to, woloho dioso i’rnduld.o 
fllr dio HuUworto dor Argumonto annolinion, an bat anuli lYIr nllgiiniuiiin 
Tliotafunktionon dor Ausdniok: 

(21) - 2r,f, - 2r„f, 

fhr jodo syaygotisobo Qruppo, von dor man aiisgohon mag, don nliinliolion 
Wort. Das Yorschwindon diosor Invarlanto, uIko dio (jloiolning: 

(22) rl + r| + »•» - 2i\r^ - 2rgr„ - 2)-ar, •= 0, 
odor oino Qloiohung von dor Form: 

(28) V^^ + yr, + Vrl=-0 

ist dio notwondigo und liinroioliondo Bodiiigung dafttr, daU dio vorliugondon 
Thotafhnktionon Abolaoho sind. 

Audh Ilorr Foinoard^) hat dio im Folio i) « 4 xwisohon don Ho> 
dulon oinor Abolsohou Tliotafunlction 1)OHtohondo llolallon, abov mu* 
nntor der Annahmo, daU jono Modnlon ftlr woloho g ^ v ist, ihroin 
Dotrago nnoh solir kloin sind, ormittoll;. Doi Abolsohou 'L'hntaCiui]cl,iouon 
xioht nftmlioh dio Qloiohung 0 naoh sioh, daU sioh dio Avgumonto 

«i, • ••,Mp als Summon von joi)-— 1 Intogiulon darstollon lasHon (vurgl. § 5). 


1) Sohottky, Zur Thoorio dor Abolttohon Funoliionon von vior Variaboln. 
J. iUr Math. Bd. 102. 1888, png. 801. 

2) Foinonrd, Bomoiquos divorsos sur los foucliionB abdlionuos. .T. do Math. 
(6) Bd. 1. 1896, pag. 881{ daxu auoh? Sur los surlhoos do ti'analaliion ot los 
lonotlons ahdlionnos. Bu]l. S. M, li*. Bd. 20. 1001, png. 01. 
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Die AnnohmO) doB die ThotofUnkfioii veraobwindot, aobald fUr Argu- 

monte Ausdilldko dioaor ITorin ^gofUu‘1 wei'den, liofoi't aber, woun dio 
Afodnlon ^brom abaoliitou Dotrogo naoli aobr Iclein sind, im 

Fallo j) » 4 dio DoKiobimg: 

(24) T^«18 ^aa "f" y^u^ia^at^ss "I" =" 0. 

Alia dor Gloiobuitg (22) flohlieBt man nooli, daB, wonn boi Abolaohou 
l<HinlcUonoii vom Gosoliloclit 4 ssAvoi goi'ndo Tboiofunktionon fUr die Nnll- 
wni’to dor Ai'guinenio voi'sobwiiidon, daiiii nooli oino dritio Yoraohwindol, 
wodurob dor li^Ul ala dev bypordlliptiaolio clinraktorlsiort iat*). 


§S. 

Die Anatahl dei* XTullpunkte dei* Bleiuamisohen ThetaAiuktlou. 

Es wil'd sicb spiitor aoigon, daB fiir guwisao Worto dor Pni'O' 
motor e dio HiemauuBobe Tholafunlction idontiaob vorscliwindot, d. b. 
daB ^(«(o) — c) « 0 iat ftir jodo boliobige Lage dor gomoiiisnmon 
oboroii Greuze o dor Iiitogralo Dios iat abor jedonfalls 

niciit fill' nllo Worto dor Pnrametoi' o der Pall, donn aonst uiilfito 
>f><|[v>J) fUr alio Worto dor GrBBon v voi'soliwindoii und folglioli mBBton 
in Boinor Entwicklung uacb gaiizeu Potenzon Ton Biimt- 

licho KooffiziGiiton Null seiu, was uiolit dor Pall ist. Eb aei 
^'i; ' * ^'p Parametoi'systein, fflr welclios — 0 } nicbt 

idontiacli vorsoliwiiulot. 

Da dio t« allonthalbon cndlicb aind, ao wird a) nii^ndwo 

ill y' unoiidlich nud os liofort dalior das Bbor die gauze Bogronzuug 
von T' orsti'ockto Intoginl: 

(SB) 

dio Anzalil dor oinfaohoii Nullpunkto dor Thotafimlction. dem 
lutogralo: 

(28) 

liofort abor, da jodor Quei'soliiutt imd jodo Hilfblinio zwoimal in ont^ 



1 ) Yorgl. Weber, tlber gowlBse in dot Tbeoiio dor Abdacben Punotionon 
auftrotondo AuBnahmoBlUe. Math. Ann. Bd, 18. 1878, ^pag. 86, 
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gegengesetzier Biohtung durohlaufen mrd, weder ein Qiiei'sclinitt: a 
nooli eine Hil&linie oiiion da ^ga jedor aolohon Linit 

also auoh ^log<6'+» ^logO^ iat. Es wird alao doa Iiikogi'a 
(25) ausaolilieBlieli von don Beitrilgen der Quorachnitto gobildot 
Von einom Querachnitto rttlirt nbor der Boifcrag lier; 


(27) 


fZlog'9*+y [rflog-B^ — rflog'8-'''), 


wo daa letzte Intogi'ol in i)OBltivor Bioliiuug lilnga doa Quoraolinitlo, 

d. h. vom nogativon Ufcv von a 
Kum positivon xu orslrockon iat; o 
iat abor iinoh (18) liinga h^: 



(28) il log -0+ rf log 4>~ — 2 (I 


woboi on lebxtor Btollo dio lUurk 
— weggelaason iat, dii fOr dio Jntc 
gronden w/ dio Qnei'aobnitto koiiio UnstQtigkoibalinion Hind. Folg 
lioh iat: 

.t 


(20) 

Ea iat nber: 
(30) 


J (d log'fr" — (^ log0 '')«-2 


r 




;y 


J f?«,, = ■“ «" , 


K 


wonn ujf' den Wert von auf doin poaitivou, don Wort nuf dor 
nogativon Ufor von Uy boxoiobiiot. Liinga iat nl)or nacli (3): 


(81) 


,.‘h 


MJ — « 3F*5 


folglieh boaitzt dna Integral (30) don Wort dna lutogral (2i)) do 
Wert 2»« uud dtia Integral (20) don Wort 27r»'j), iilao ondlich dii 
Integral (26) (Ion Wort p und man hat don Sntx bowioH(3ii: 

I. Satzt Ymi^mviM dk Himm'iistSio llidafxiiikUon - 1 

nicht idenUscIt, tl h infaiye dei' l!wwo«(fc»YJ» Wtirlc dor Ihmmotor «|, • • •, < 
fik jedo Lage der gemeinstanen obemi (hvnee o der Xniogralo fin * ’ 
ao vfft'setmmdet sie mib* m p J^tnkton der It'lUcho 7"; dimlhen aeie 
mit iji, hoeeiehnet. 
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§ 4. 

Zusomiuenhaugf zwlsoheu den Parametem 
und den XTuUpuukteu der Rlemauusohen 

TUetafUnktion. 

Dab (ibei* clio gtinzo Bog2*onzaug tou T' oratrooklio Intogral: 

(32) 

liofort dio Summo der Kosiduon dor Fiinktion in der ganzeu 

l^lHoho T' und bositzt dahor; da nii’gondwo, — ‘^bor nur in 

don Pnnkton %, •••, ri^ nnoudlich wil’d und zwar mit don Ecsiduoii 
I, don Wort: 

(83) %(■>,,). 


AndororsoitB Icaim man diiH Integral (B2) iiuswerton, indeni man 
OB iU)or dio oinvsolnon Stllcko der Bogronzung von T' oratrookt; dalici 
konnon die [lilfalinion c,. weggelnsaen wordon, dii sio orsiclitlich koinon 
Boitrng ziitn Intogmlo lieforn. Yon oinom Quorschnitte % rdhrt dor 
Boitriig hor: 


(»4) 


I M,,dlog-e-+ J* u^diogd^ 

. j dloge-'^ — tt~dlQsd-'~) => flflog^^, 


woboi an lotztor Stollo die Marko -h odor — woggolnasen ist, da 
llings dy also auob dlog‘i^+»“ dlogfr- ist. Nun ist aboi*: 


(BD) 


J dlog®'«logd'+~logd^, 


weiin logd‘+ doll Wort von log -O' auf dom positiven, log®’” aiif doin 
nogativon Uibi' von b, bezeiobnet. Lilngs hy ist ober|: 

(36) logIM- - logd- - ft,, - 2 (w 7 - 0,,) - 2p>i, 
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WO ()/ eine iinB unboloinniie aber besiimmfco gaiisso Znhl bosEoioliuot 
Folglioh bat das Integral (34) den Wert: 

(37) - + 2tt,((e) - 2fl, + S^/wt) 

uud dor Boitrag ollor Quorsebuitto •• •, Kiim Intogriilo (33] 

betrS^gt: 

(38) - 3- - (V («) - 0 ,,) - (>; m . 

Die Worto von in don Funkton a nnd /3 siiid oiiiundor nichl 
gleiob; sio nutoraolieidon sieh violinebr nm xi uud os niilfito iiIhu hoi 
Wnlil dos Funktos fi die Zabl q'h urn 1 vormiudorb wordoii. 

Von eiuem Quorscbnitto 1)^ rfllirt dor Boitrag bor: 

•) 

(30) j M^oflogfl’-l- J M^rflog-O-™ 

« y 


/ 


(h“ d log 0-“ - d log «■ ' ) . 


LRnga ist nbor nnoli (3) iiiid (38): 

(40) d log O’ ’' *=> tt“ d log O" — 3«]] rfM,, + ,, d log '* , 


uud es besitzb daber dns Integral (30) don Wort: 


(41) 

Es ist aber: 

(42) 




d log4>^. 


•J- 


^ d log#'' «=*log'0“ — logO’*’, 


womi logoi'" don Woi‘t von logO- in dom auf doni uogulivEin llfor 
von a,, gologenon Funkto d, logO^ diosnn Wort in dom auf dom 
positiveu Ufer gelegonon Funkto y bozoiolinet, also, da lilngs 
«•+ — ist: 


(43) 


/■ 


dlog^‘ «= 3p^3cj, 


wo oino ims nichb bokonuto gaiiKO Zalil ist. Indoiu man dioson 
Wort in (41) oiufllhrl^ oi-biUt man dal'ttr: 
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uiul (Inlior ols Boih'tijif der Qiierficlinitte hu hfif"’, hp zum lutegrolo (83): 

A 

(4fi) 


i-«i I' r=l 


Aus (38) und (45) erlilllfc intui abor fUv diis Inlogi'nl (83) don Weri: 
(48) Kl- ' 


+ 


“/■ “ (p/‘ ®® + ^ »<■ 'V ") ■ 


Von don Intogi'nlon dor an viortor Stollo stohondon Summo knnn man 
uiidlich dfts doin Wori;o v*^[t onic^rocliondu auaworton. Es ist n&mlioli: 

± 

(47) J fZw^, - 4 l>jl(/5) - 

EUhrt man dioson Worb in dio Gioiohung (46) oiu, so wird ondlioh: 


rift 


Sohfc man nun ondlioh die boiden Worto (33) und (48) von J ein- 
andor gloioh, so orhulfc man: 

p 

% ~ 2 i "■ **) 

(4!)) . ^ 

- J% + («■; ®* + 2 »,%) 

l'««l S' \ J 

und hub das Kosnlbiib: 


IL Bata: Die IMrameter ei, o^, Op md die NvXl^mkie Tin 
'”>% idmtkch vei^scliwmlmtm Menmmsdlm Thtdof^Mon 

hilnyon mimimd^ tfmmvmi durcJi dio QlMimgM! 

ffl + + <K=^A-.pi 

fMl \ I""! / 

in denen \j h^f •"tK die von dm Pmmietem md NvdH^mMen m- 
abhd/ngigm Mietnaaimmen Komtanien: 
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(H) ■ “Si ^ = 

1--1 I' 

y%ti 

hegdi^nmf di$ ganem Zdlilen p, q' aher dadw'dt IxisHnmt sUid, dafi 
Idnga tty', logd^ — log^“ — 2p^ji;», 
lS/ngs\: logd+ = logfl-“ — 2(rt- — cj — 2p,,'«i 

Bio Eosultiite dor lotstton Pamgraplion liisson sicli tminiltollinv luif 
Thetafunkidonen hOhoror Ordnnng tlboiii'ngon. Bofiniort man iiiUulicli oino 
Biemannsche Tliotafnnkiion n*" Ordnung — - <']) diirch die Bn< 

dingungon, daB ftlr i; « 1, 2, •••, p 

lllngs a,: = 0", 

(60) lllngs lyX 0J « 

langa c,j 0j = 0- 

ist, BO golton ftir dioso Fimktion dio gonau auf dio obigo Woiso or\vnih> 
baron SUtxo: 


m, Sate: Yersi^mimH die TheUtfunMon Ordimng 0„{«(o)“-oJ 
nidkt idenHucIi, d. h. infalgo d&' bmnderm Werto tier l^uuniwltr "su- 
filr jede Lago d&' oherm Ormo o, so vmctuHtidet hIo «»»* /fir np Panm 
der FlUche T'} dicsedten seien mi( %, •••, '>j„p hei!ohiliui!l. 


17. Sate: Die Parameter e^, •••, und die NuUpunJde 9 /,, •••, 
oiner ni^t identiscli verachwindendtnt liimwmstdten TheiafmUwn OrJ- 
itmg o]| hdngm mileina'nder minmmm dwvh die (Ikivhmgen: 


(IV) 


wy 



in denen die von den Xtiramelern tmd NuUpunlien unaUidngigen 

Konstanlon (II) hcgeiclmen, die /Mien q, 1 / ahet' dttrcJi die Atigtdm, daft 

mgs Oyi log 0;i- =. log 0- - 

Idngs hyX log0+=-log0;;-rt«^,.-2n(«;r" O-*'i*Pi'«* 
set, hesUmnt sktd. 


1) Znm Inhalto dot droi loteton Favugrnphon vorgl. Kioinanii, Tb. d. 
Abolflohon Funotaonon. Goa. malh. Worko. Bpa. 187(1, pag. 125} aiwrfllirliolior bol 
Neumann, Vorloaungen ttbor IMoinium’a Thoovio dor Abol'atjlion lutogralo. 
S. Aiifl, Lp*. 1664, png. 882. FUr dcii Fall p b g nnd mibor Aininbniu oinor 
gnnK boBtlmmton Zoraobnoidung dor Flllolm boatiminb dio in don Glolclnmgon 
(ni) anflrotondon ganaon Znblon ?, q* Hoit Thomao, ttbor nltraoDlnliaobo 
Intogralo. Loipz. Bor. 13d. 68. 1000, png. 106. 
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Man kann abor dio Bosultato dioser Foi'agraphon nooh nach einor 
nndoi'on Soito bin voi-allgomoiiioi'n. Anstatt nttmlioU naoh don Wui'xoln 
oiiior oinzigon Gloichung — odor — xa frngen, 

konn nmn dio fVago naoh doii gomoinsainon Wnrxoln molu'oi'er solohor 
Glniohungon slollen. Dio allgoinoinsto derarldgo Fingosiollung ilUirt von 
llorrn Wirtingor^) lior und hat xu doiu folgoiiden Batx goftlhrt. 

V. Satn: JDia s 

ffsal 

0^1 


(VI) \ 

®.,.. ((2' «(o 

' ffaal 


jf 


0b1 

Itabm. wmn din Jhmmxdcr e so geioiUiU atnd, dafi Iceino dnr T/ielafwiklionisn 
iden/hch vnrffclimndnt: 

(VII) N ^ Hj «g . ■ . H, (« - r) (p - s + j- + 1) 

TdistWffen 

;viri) «!) «a. %r* ■■ -I 

ind CH id fUv /it 1, 2, ■ ■ j).* 


risal 

»« • • • «. (p-r-fin {(*-'■) (i" + ■ ■ • + o “ (i* ~ + ■ ■ ■ + } 

+ *^i 

w die h von den e iind ij skul 


1) Wirliugor, Kiir Thoorio dor 9»-faoli poviodistdion Ifunotionon. 8. Ab- 
amllnng. Monaboh. f. Math. Bd. 7. 1808, png. 1; vorgl. nuoh; ZnrTliooiio dor 
llgomoinon Thotalbnotionon. Wien. Anx. Bd. 88, 1806, png. 68 und Poinoard, 
.omnrqnoB divorBOs oto. J. do Math. (6) Bd. 1. 1886, pog. SBl. 
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§ 5 . 

Die Iidhre von dem Identlaohen Versoliwlndeii 
dei* RlemcuinBohen Thetafiiuktloa. 

BoKoichuen p Funkiio, wololio koin PunkliHyMkeni 

1. Gtitking bilden, fUr woloho tilso dio Boborminanlo: 

V (0 «i'W 

Mjl'(fil) Mj| (fj) • • • ifj, (Cp) 

<(«i) <w 

oinen von Null verBohiedonen Wort bositKt und 7,ii wololioii koin kur- 
rosidufllos Funktsyatem oxistiori^ sodtiB den p ICongnioiiBon; 

p ^ 

( 62 ) = •p) 

XBl Xb:1 

duroh kein von vei'sohiodonos Funktaystom (T|, •••, gu- 

ntlgt vordon knnn^ so vorseliwuidot 

( 68 ) »((„(„) 



filr donn ontwodor ist dio Fnnktion ( 511 ) ukmtiHtdi 

Null, dnnn also nuoli in don p X^unkton £^, • • >, odor mo vor- 
soh-windot nnr in p Funktou •••, 17^, und dnnn inb i'Ur dioHO nacli 
dom II. SabBo: 




aus dioson ICongi'uonBon abor folgb nntor dor gomuolibon ViirauHsoi/.ung 
naoh dom soobon Bomorkton, dafi duB Punktsyatom i/j, "*,1/^ init 
dem Funktsysbem idoubisoli ist. 

Lilfib man also 0 mib zuBainmonfallon, so orbiill nuiii: 

(65) 

Dioso Qloiobuiig ist bis jotsst nur nntor dor VorauBBotsiung bowioson, 
daB fii, £^_i auaammon mit koin Funktsystom I, Gatbmig bildonj 
08 soil nun goaeigt wordon, daB aio fttr jodo boliobigo Lairo dor n — 1 
Punkte Cl, gilt 

Zui^olist knnn man, da dor goinacliton Voraussctanng gondlfi 
die Betei'minanto (61) oinon von Null vorsohiedonon Wort bosital^ in 
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dor FUio T jp dio Punkto boKiolilioh omsoltlioBoiide 00- 

bioto Gj, so abgronzoii, da2 dioso Debormiuaiifce von Null voi;- 

scliiodon bloibi^ solniigo dio Funkio •• •, e. uioht nus don Gobiobeu 
^11 ‘"i hornusti'otoii^ dnun giU iibor auch dio Gloioluing (56) ftlr 
jodoB don Gobioton Ctj, G^^^ nngohorigo Piniktsystem 
Boaolitoi; man nun noohj doA dor niif dor linlcou Seibo von (55) 
sbohondo Ausdrnok oino sbofcigo Fnnkbion dor i? 1 Punkto 
diunbollt, uiid dafi oino soldio Fnnktion, wonn sio ftir jodos oiuom 
Systom von noch so Idoinon Gfobioton G^, •••, G.^ ongolidiigo 
Puiiktsystom don Wort Null bositsst, nlfonbbalbon Null 

isb, HO bat man don gowtlnsubton Naoliwois orbrnoht und ist dnmib 
Kii dom Siibzo golangb: 

VI. Sots: Dio Glaichung: 

(X) # ((5 + *))““ 


gilt filr jede hclMgo fjogo da* p— 1 Dwikto 

Mit Hilfo dos VL Sabzos ]<aini man nun soforl woibor xoigon, dafi 

(nfi) & ((tt(o) - ^ «(f j - a)) 

idontiach vovaclnviiidob, sobiUd die Punkto -(ep oiii PunktsysLom 
i. Gatlung bildon. Nnob dom VL Sntz vorsoliwimlob nilmliuli dio 
Punklioii (5())j wio auch dio Punkto tif •••, e.^ bosobaffon soin infigon) 
flir 0 fj, • ••, Bildon nun •••, s oin Punkbsystom I. Gatbnng, 
so oxisbiort dazu oin kurroBidualos Punkbsystom dj, •••, fdr 
vololios also: 

(f)7) ^ ^=,2' «„(!!,) 

XSisl XasI 

jsb; dann unborsoboidot sioli abor dio Funkbion (66) von dor Funkbiou 


(f,H) 


«■(»(») -5«(0-ifc)) 


niir nin oiiion Fakbor, vorsobwindeb also aiioh in den Punkboii d^i “ 
well dio lobzbero os iiaoli dom VL Sabsso bluib, und mufi dalier idon- 
bisoli vorsoJiwinden, da sio sousb uiolifc mohr als p Nullpunkbe baboii 
kfinnbo. Dnmib ist doi' Sa^ bowioson: 


VU. Satn: JBild&t s^, ein Punktsgslm I. GaUtmgf so vtn'- 
a<^iioindei die FmkUon 
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(XI) »((«(<-) 

KB>1 

idmUscIt, d. h. fw' dlle Laye\% des o, 

und OB ist dei' obeii vorgeaoliono Fnll, dafi eiuo liiemniuiBoho TJioid- 
firnktion fttr ge^viase Werfeo dor Parameter Cj, •••, idontisoh vor- 
adhwinden kSnao, als wirklioli vorkommond michgowiesen. 

Naebdem im Voiigon bewioaen wimlo, dafi die Fnnktion (XI) 
identisob versobwindet); sobald e^, oin Piinktsystom I. Gaitniig 

bildon, soil jokt gosoigti worden, dafi dioser SatK aiioli umgelcelii'b gilt, 
odoi' mit andoren Worteii, dafi oino Punktion (XI), boi dor 
kein Punktsystem I. Gattnng bildou, uiomals idontiBoli sondorii mir 
in den p Punkten fij, • • •, vorschwindet. 

Urn den Gang dieses Boweises niobt nntorbrechou ym luiisson, 
soli eine Eilfsuntorsuobuiig voraiisgoschiokb worden. 

Hat -O-JcJ ftlr oin Argmnontensyatem c^, •••, oinon von Nnll 
versohiedenen Wert, so lasson sioli infolgo dor Slotigkoit dor 'riiola> 
fiinktion stets p die Punkto Oif •••,€„ umscliliofioiido Gobioto • (J^, 
so abgi'eiiKon, dafi von Null rersohioden bloibt, solaiigu dio 
Punkto 0 i,“', 0 p niobt nus don Gobiolen Qx, Op hnrauKlroloii. 
Beseicbnet miui dann mit dx,>",dp oin woiloroN, gtuiK boIiubigoH 
Grfifiensystom, so kann niobt f(tr nllo don Gobioton Oi, (tp 

angobfirigon Wertosystomo ‘ voMolnyindoii, da us koiihI allonl- 
balbon Null ^^'o; os gibb also jedenfalls oin don Gobioton >, 0^^ 
angebOrigos Wertesystem Ox;’", ffir wolobos auoli r/]) -|< I) 

ist. Man bat also don Hill^nt^: 

Vin. Sats: ^ mem belieUgm Wertesi/slcme d^, •••, dp vxMhH 
Btek em der Bedinyung gatilgondas WeytomjHlm ^'n***, 

von dor Sescha/fcidieit, dap mdi + dj 4* ^ 

Mittolst dieses Hilfssati«os lilfit siob nun woitor iiouli Koigon, dafi 
dor Ausdruok: 

^ ((-^ ** W " ^ "(0 ~’®)) » 

ffesO tfKal 

weloho Worto die Parainotor Cx, •••, auob babon inilgon, niobt ttlr 
nlle Lagon dor — 1 Pnnkte Oo = o, Oi, •••, Op^x, s,, •••, vor- 
sohwindou kann. 

Zum Bowoiso bildo man mit don gogobonon GWifiou 0 |, •••, o„ 
undp — 1 willlrilrlioli gowilliltoii Pnnktoii Oi, •••, daa (IWifion- 
system: 

0wl 
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und deiiko aioh dazu ain Ch^fiQnsysbQm so bostimmt, d&B 

gleiohzoitig #{[c}4'0 wild 4- 0 isfc. Dio i^nktion ^{tt(o) — oj 

vei'solnvindeti doiin niolit idenfcisoh, da sio vou Null versohiodon ist, 
Bobald 0 init der gomoiiiBameii uiitorcm Gfreozo der Iiifcegralo Up 

ziisammonliillfc, sio hab also p Nullpunkto %, •••,Vp wnd ftlr dioso ist: 

p 

( 01 ) 


daun folgb abor: 

p 

(« 3 ) Of, + (fp - Op, .,p) 


P-1 


X9al 


tfnl 


nnd os ist damit oin Sysiom von 2p — L Punkfcoii o = 

•••; Op_i ’^Vpf ^i> naoligewiosen, fllr wololios der Aiisdrack 

(59) nicbt vorsclnviiulot. 

Nunmobr Icanii auf don Dowois dos Satxos oiugogaiigon wordon, 
dab iuimor, wonii oino l^nkbiou (XI) idoiitisch vorsobwindot, die 
Piiukte Sj, 6p oin Punktsystoin I. Gattung bilden. 

TTm don allgoinoinston Pall »u sotzon, nolime inan an^ dab 

(03) 

idontisoli, d. li. fOr jodo Logo dos Pnnktos o rnrsobwindo^ anch dab 
1 

(JsO 

8 a 

(**d) O’ ((^ «(o„) - ^ «(0 - «| , 

ifaso n=l 




f(ir alio Lagon dor jowoilig vorkominondon Punkte o, e vorsobwindon, 
dogogon 


(65) 


•0- 


j 


« 


IfsaO (real 


niolit molir fllr jodo Logo dor 2fi-l- 1 Punkto o, Oj, •••, o„ •••, e, 
Null soil woiiii niolit frttlior, ti'itb dios, wio vorlier gozoigt^ jodonfalls 
fflr s *•-1 j? — 1 oin. 

Sind nun Oj, •••> o,) ht •"; ** einom solohon Systeme von 2s 4 1 
l^nnkton ontnommon, so Toi'soWindot (06) als Punktion von o be- 
traolitot niobt identisoh; also iiur in p Puukton, von donon s die 
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Punkfce fij; 6, sind; vdilirend die j} — s tlbrigen •••, s^, diiroli 
die Konginienzen: 

(60) + + 

eindeuMg bostimmt aiiid. 

Aus (66) aber folgt nun weitei*^ defi aioh das IConskantouayatem 
Cl, •••, Cj, in del* Form: 

(67) + ^ «„(',) + *,. (/■=■, a, ■.I.) 

doi'stellen ln£t, uiid oa ]c6nn(Ui daboi, wio ana dom Gniigo dtii* Uuior- 
auohung erbellt, dio s Funkto * * *, o, beliobig niigenomniou werdoii, 
wenn nui* zu ibnoii c + 1 weitero Punlcto o, s^, •••, e, oxiatioren, ho 
dafi del* Auadruok (66) fOi* dio 2a + 1 Punlcto o, c,, 
uiolit veraohwindet. 

Bieae Boaohrankmig in dor Wahl dor s Pnnkto Oj, •••, o, iHt abiu* 
ttberflflsaig, d. b. uiitor don tlbor dio Funktion '6't[tt(o) ■-* cj gonmobtoii 
yoransaetzungoii laaaeu aiob ancb dnnn zu don 8 Punictun c,, 

— s Punkte 6,.^, •••, bo boaUmmon, dab dio TCongruonKon (67) 
boatobon, woun dio Fmilctiou (05) ftlr jodoH dieao h J^mkto 0| >**•,», 
eutbaltondo System von 2c + 1 Punkton r>, o^, >>•, o,, •••, c, vor- 

scbwindet. 

Wil'd nUmlioh init ***> Bin Holchoa Syatoin von a Pnnklon 
bozoicbnot, danu gibt os jedoufiills oino Ziilil t von dm* DohuIkiIIuii- 
heit, daO 

(68) «(o.) - ^ u(c„) - i:)) 

HOiO ffB*l 


niobt mebr fOr idle Logon dor 2«-|-2<“|- l Puiikto Oi, 

^t+t voi'acbwindot; womi koiiio kloinoi'o Zabl / oh tut, ho go- 
nflgt jodenfalls ("^s dioaor Bodiugung, wio miui aorort orkoimt, wonn 
man dio s Punkto s, mifc don s Punkton Oj^, •••, o, zuHiimmoii- 

fidlon ItlBfc. Nun aoi fftr t dio Idoinato dorartigo Znlil gosotzt nnd 
OB soion mit Oi, *•■, «,+« c,.,., 2 b-|- 2/ Punkto bozoicbiiol^ 

welcho mit oinom pnaaoiid gowalilton woitoi*on Z’nnkto o oin Syatoin 
von 2s + 2i + 1 Punkton bildon, ftlr wolohoa (OH) iiioht voraidiwindoL, 
Ala Funktion von o betrnobtot Yoraobwindot dnnii (68) nioliL idontiHoli, 
idao unr in jp Punkton, von donon fi-|- i dio Pimlcfce s,, •■., s,,,., siiid, 
wfibrond dio p — s — i flbrigon ' • ‘i Bp dui*cli die Kungruonzon! 


(69) 


3 

a=al 




^ % W =“ ^ % (b*) + \ (/« «» 1, SI, • • ■ , p) 



Naohw., (IftO lUo gof. fiodingnng uotwendig ist, 
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oiudoutig bosiiinint; sind. Ana (69) folgii aber: 

(70) + + 

womiti iiaoligowioson iafc, dnfi aicli dio Pai'iunotor 
diosom Pnllo in dor ]<^orm (67) dnrstolleu Insson, uur mit d^ Untei*- 
sdiiodo, dnfi nunmohr dnrch dio boliebig nngoiiommonon Pinilcto 
flj, 0 , dio j) — fl ttbrigon Puuklo, liier dio Puiikto 0 ,^,, 

niclifc mohr oindontig bostimmt aiiid. 

Mnn bnt nlso don 

IZ. Sata: V&'Hclmnndet iJet' 

(XII) • #((^«(«„)-^«(0-«)), 

f;siO tfaal 

sdlmtye r<s ist, fur alU Lagm ihr 2r4-l Punhto «, Oj, • o^, 

•"> ®r> *^*^^**’ ist, so lassen sich die Para- 

meter e^, •••; in d&' Fonn: 

(XllI) d- \ 

darslrtlen unU es Jcmnm daliei s der J^nJde •••,% go- 

nuVdl iverden ; die p — s iiOrigett sind dadtn'^h im allgmohwn ein- 
deiitig bcstimmt. 

Diofl ist abor dna Kritoi'iiim dor PnnkUysliomo I. Qnttung vom 
Ibiiigo p — s nnd ninu kuun dnlior don SnfcK nuoli so nuasproohen: 

Z. Satz: VersehwintM det' Amdmdk (XII), solange r<.8 ist, fiir 
idle Uiyen der 2r + l PimiA^c o, Oi, •••, o^, 
aber, wcnn r — s isi, so lassen sich die Piarntteisr c^, • • •, (auf imi- 
cndlich vUHe Weisen) die Fomi (XlII) hingen mil cs hddim dahd 

die p Punkle •••, oin Jhmhlsystein L QuUmig vom Pamgep — s, 

Dnniik iai: dor gowflnsoliio I7noliwoia orbmoht; denn dor X. Sntx 
onUiilll ill aioli don folgondon: 

ZI. Bata: Vorscli/ioindei <8'{u(o) — o) idmUsch, so lassm sit^ die 
Pm'amder c^, •••, auf tmmdU^t viele Weisen in die F>rm (XIII) 
hringen, ttnc? es Uldm dabei die p Ihvdde vh, •••, i/p ein Punkisgsiem 
1. Galkmg, 

wolclioa dio vorlnngiio Umkobi'ung doa YU. Satnoa isk 

Abor dor X. Sntss angir mohr ana, or gibt oineu gennuoi'on ISin- 
bliok in dos identiaobo Yeraohwindon dor Xtiomannadhen Thotafunkfcloii 
und lieforii inabosondere durcb tJmkehnmg den 
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ZII. Bate: Bilden • • •, rip ein PmJetSf/stem L Qaikmg vom 
Sange p — s tutd seint mm dann: 

p 

(XIV) ^ 

x«**l 

80 verschmndei d&' Amd/i'u^: 


(XV) 


^ 12 ~ 2 “ ®)) ' 


tfcaO 


solange »*<s ist, ftir alio Logon dor 2r+l Punhtc 
fij, • • •, nicht mehr aim', wmn r^s ist. 


ITau Icann man aber oudlioh boweison, dafi itir oino Fnnkfcion 
<9'{tt(o) — ej, fill’ wolcho dei* Ausdriiolc (XV) sobingo r < s, nicht 
mehr aber, wonn r <= 8 ist, fdv alio Lagon dor 2r -|- 1 J^iiiiktc 
0, Oif •••, 0^, 8 ^, voi'sobwindot, die sitintlichon ])iu'tiolIon J)tiri- 

viorteu dei* 1*®“, 2*®*, ■ ■ s — 1*“, nielit aber dor «*“” Ordming idoii- 
tisch, d. h. fllr alio Lagon von o voi'schwindon. 

Dor erste Toil diosoa Satzos, dafi alio Doriviorton von 4^{«((r>)~/>J) 
bis zur 5—1^ Ordnnng einscbliofilioli uiitor dor goinachton VornuH- 
setzung vorsohwindon, ist sobr loiclit zu orbringon. Wird nilm]i('}i 
fllr die partiolien Deviviorten der Thetafiinktion die abgokUrzto iio 
zoiclinuug: 


(71) 


dv 


Pi 


dv 


■fr' 


,(»•) 


Pr 


Pi 



angowendol, nnd ist in so ist: 



“("*) - "I ■ ■ • ''WO- 

/•isl flpsl „ ^BU] 


Ist nun r <8 nnd dabor dor Ausdi'iiok (XIIl), also aiioh dor darauH 
durcb partioUo DiiTorontiation liorvoi'gohoiide (72) Itlr ullo Xjngoii dor 
2r + l Fmikto o, Oj, "‘>0r> Null, so folgt, iiidoni num 

0 , => Bif o,.* sotzt, dafi dio Bumrao: 


(78) 


pl = l 




ist fUr olio Lageii doi- Punkto Sj, • • •, nnd o. Dios ziobt abtiv in- 
folgo der Linearanabhlingigkoit dor Intogmiidou ■■■, iip das Vor- 
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schwinden dor ailmtlioliQU iiartioUau Deriviertou — cj fttr 

ftlle Logon des Ihuiktes o nnoli sieh, womit dor gowtinsohiio Naohwois 
orbrnolib iot. 

Lor Bo^rois dos zwoiton Toilos dos obigou Sotzos, doB vmtoi’ den 
llbor dio l<\mktion '0'{«(o) — gemnoliton Yornnssotznngeu nicht 
olio i)iro Dorivierten .9^”^ ()rduting Toi'Bo)nvindonj ist dogegoii nic}]t; 
ohno Woitliiufigkoiton. 

Sotzt mnn: 

(74) «,Xo) - =. Up, 

flo gibl; OB dor yoroiiasotzung nAoli ein Sysloni \ron 8s Punkten 
"*> ^11 ^dr wolctios bei posseud gowilhltom o 

ar,) » (2 «(«,) -^«(g + U)) + 0 

<**■> f“l 

donn litBsoii aioli obor 8 die Punkto •••, f, inuBohlioBondo Ge- 
bioto Q-^, G, so nbgronzou, d&B dioso Ungloiobung boskobon bleibt, 
sokngo dio £ nioht ous don Giebioteu G boi'oustx'oten. Dor Ausdruck 
nuf dor linkon Soito von (75) konn obor ferner nioht fUr oUe in 
Gg liogondon Punktsyatemo o,, o, Null soin, do or sonst 

oIh Htotigo lAinktiou von Ui, •••,<>, Widorspniche mit (75) f«r 
Lugo dor Punkto o^, “tO, mit der Null zusnmmunfollon mUBto, 
iind os gibb iblglicii oiii diuson Gobieton ongoldirigos PniiklBystuin 
7i> "'} Y*t wolchoB sowohl: 

(7(i) +?/))+() 

hIh uuuIi: 

g 9 

(77) «■ H^r,) -2 -t- 

yoi] 

Ub. Nun Imnii mnn woilor wogon (77) s dio Puukbe y,, y, um- 
Hcliliottoiulo Gubioto •••, T\ ho abgroiiRon, dnB dor in (77) stohondo 
AuHdriiolc von Null vorachioduii bloibt, solongo dio y nicht nus don 
Unbiulon V liomuabi'otoii, dob nlso: 

(7«) # «(%) - 5 «(',) + i?)) + 0 

(iml ^0*1 

iHi fttr jodoa in 1\, T, gologono Pnnktsystom ( 0 „ w„ und dn 
dor Ansdraeki 

(70) # (( 2 «(%) - 2 “W + f^)) + 0 

^*=1 P“»J 

nr*aor, 'rhAlufiiiiktioiion, 
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sein kann flir alle den Gebieten T, angehOrigon Punktsysteine 

sonsfc nJlenthalben Null uml os dooli fill* 

®i ht •*' '} ®i “ erkennfc mnu, daB oa jodonfiills oiii 

den Gebieten Ti, -T, angebdrigea Punkteyetem Wj, w, gibt, 
filr welches gleiohzeitig die boidon Uiigleiolniiigon (78) luul (70) 
beatehen. 

Bildet man nun mit einein dor Bedinguiig (77) gonitgoiidon 
Syateme von 2s Punkten e^, •••, c,, yi, y, don Aiwdniok: 


(80) 


^ g »1 '( 

■ 9 - 1 


in welohom zur Abkttrzuiig: 

t 

( 81 ) ’%■ * 

gesetzt ist'), so ist derselbe nls Fiinktion oiiios jodon dor s Pniikto 
betraohtet eine Fuuktion der ICInaao, diu nirgoiu'lwn iin 
endlich wird und daher einoii konstimton Wort bosiUl, dor oiidlioli 
naoli dem vorher Bemorkten von Null vorsobiodun ist. 

Bomit ist bewieseu^ dafi fftr jodoa don Gubiotuu l\, • , /’ iiii 
gehSrige Panktsystom a^, •••, dio Gloichnng: 


(82) 


«■ «(»() - ^ « (',) -I- fi)) 

$ 


P -1 


besteht, in der 0 einen von Null verschiodonon von doii ro iiimb- 
hBngigen Wert bezeiohnet. 

Es sei nun fttr (» -= 1, 2^ • ■ s in ro.: i» Vu' 

s = ffp. Dividiert man dnnii linko nud roohto Soifco von (H2) durcSi 
— W und I&fit hierauf «, gogon yi, w, gogoii y 

konvergiei*en, so erhait man auf der linkon Soito dio Huimno: 

(88) i’-i-e. 

auf dei- rechten Seite abei- einen jodenfalls von Null vorschioilonon 


1) Um dio Infcegvalgronae in dio Bozoiobnunff 
XJnondliohkoitflpnnkto (Us Indizos angobraobti 


auiknnolinion, 


Bind hior dio 
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Gronsswerfc uiid hnt damit bewieson, doB von deii Berivierton dor 
gten Ordiiung: 

( 84 ) 

raindostons oiue von Null verschiodou ist. 

Man hat auf diose Woiae don Satz bowieaen: 

ZUl. Sato: Mldm %, “', 1 }^ ein JPiMsystem I. Gatkmff Dom 
Hange j) — s und seiel mm dmn: 

(XVI) e„-^%(’!») + *ii> 

SO vsrsehioindei die j^nMon (o) — oj iH&nHschf d, A. fiir idle Logon 
dcs PitnJetes o, saont (dim ihren JDmwe»*fert dei' 7^, •••, a— 1*®“ 

dber nidht dsr s‘®" Oidfimg. 

Bie Haupti'osultato diosos Pmtigi'aphou Icanii man in folgondon 
Satz zusaminenfasson: 

XSy. Sate: Die FunkUon: 

(XVII) #((«(0)-J,’»(>?J-i)) 

Ksl 

vcrinchwindct: • 

J, wcnn die Dufdtte * * *} kein l^nkt^sletn I. ChUtmg "biUmf 
mw hi don p Fun3tten »/,, •••, 

2. wmn die Punkte '’’tVp Fmkisystem 1. GaUmg vom 
Jtrmge p — s bildm, idenlM d. h. fih' alle Lagen des IhAiddes o, md 
ewofl' eusammen »mV (dlcn ihren Derivw'ten 7*“', •••, s — I*®' ahei' 

niehl «*"■■ Ordmng. 

Pifl liohru voin idonlisolion Yursobwindou dor Thotofimktion ilndot 
HioU 'Aucivat boi liiomaun^). AuC dio T4tlokon, wolcho diose Dai'stollung 
onthioU, Imt sodanii llorr Neumann^ liiiigowloson, itnd os ist diosom 
auuli splttor'*) gohmgoiii oinon oinvnnd6*oioii llowois dos llauptsabzos dor 
Tjohro (VI. Salx) xu orbringoii, Tii dor lutxton Zoit hat Horr Boat*) eino 


i) Uioinann, t)hor das Vorsoliwiudon dor Thota^anotionon. 1806. Qos. 
mafJi. Worko. Lih(. 1870, pag. 106. 

S) Nuuniann, tybor dos Voraolivruidoii dor lltolalhnotionon, Loipx. Bor. 
JJd. H6. 1888, page DO. 

8) Noumann, Vorlosungen dbor Bioraann’s Tlioorio dor Abol'aohon Into* 
gralu, 8. Aull. Lpx. 1864, pag. BS8. 

4) Boot, Thooiio dor lUomann'sohon Thotoftinotiou. Hab.-Sohiift. Wtli%« 
bnrg 1001. 
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Yollsl^udige, anf alle mSgliohen Auanaliinafmio Bttoksiolit iiohmoiido Dor- 
BtoUnng der ganzen Biomannsohon Lobro gogobou uud die KUngel, woldio 
frOberon Daroidlvmgon von v. Dahviglc^, Stabl^ und Ohriatoffol^) 
anbafton, oingeboud kritigeh bolouobtot. Dio BorgRlllign DarBlollnng dos 
Horrn Boat kounte dor obigon in woaentlielion Punktou xur Orundlago 
dienon. 

Gbriatoffel iat in seinor obon gonanntoii Al)handluiig abor nocb 
anf oineu anderou Funkt oingogongon. Dildoii uibulioli • • • , oiii 

Punktayatom 1. Qntlaing, ao kaim man mlt don obigon Hillkmittoln koine 
Tbotafunktion bildon, welobo nur in don Pnnkton iji, • • •, vor> 
sdl^vindot. OhiostofFol zoigt, dafi, wonn doi' BogriiT oiner Thoi^iruiilction 
nicht on ibre Ausdruckafonn gobundon wird, sondorn nii iliro iiia3gel)oii< 
den Eigensobafbon, nUinlloh ihr Voiiialton an don Qiiorooliiutlon niid ini 
Innein dor einftiob Kusammonliiiugondou Flltcho T', dor aio xiigeordnet ial, 
eine sololie Punlction nuter nllon Umatkndon, wio tiuoh iliro Nnllpunkto 
vorgoaohriebon woi‘don mOgen, oxiaiiort, und gibl iila AuadruukHibnii f(\r 
aie in don PilUen, wo dio Bdomannaeho Thotoroibo voraagi., aiulore, 
kundkiToibeu*' gonannte Pomon. 


Kuotditung Tou Wuvaeljhiuktloneu xu den Thetafnnktioiien. 

Iat; + vorHoliwiiidot '»■{*((«)- m(a) - uIh li’iiiiklion 
von 0 nicht identiaoli; da oa filr o »» a niohl Null IhIj wird iiIho O' in 
j) Puukteii •••, rjj,, wolclio durdi dio Kongvuoiwoii : 

(* 

H' fi/. %{%) -I- 1. , ,) 

oindontig bostimmt Hind. Man orhiiU dnrniiK don 

XV. Bata; 1st so kiimmt ilw (hv/.\(m r in 

{Ue Form: ^ 

(XVIII) -1-^ UfXv,) -I- I.n, ■ 

fjebraohi mrden, twibci da' Jhmkl t wiUHiHwh fimUhli nwthn Avo/w, 
von dm Fimktcn 'rii>‘’'tVp s cimmnwn/fllU. 


XT y* boitillgo ziir Thoorio dor TliotariniobioiMm von »» Yarialilen. 

Nova Aotm Loop. JJd. 67. 1808, pag. 281. * 

8) Stahl, Thoorio dor AboPfloliou Fiinotionon. Imz. IKUO, niitf, 884.. 
w VollBtftndigo Thoorio dor lUomaiin'Holum «*-li’niicUon. 

Math. Ann. Ud. 64. 1001, pag. 847; vorgl, (la«u anch Landrriodt, Tlmtalbuk- 
tionon nnd byiiorolliplisobo li'uuktionon. Lpz. 1008. 
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Nun soion di, 4 beliebigo GfrbBen; naob dom IX Sotze 
oxisfciert dann stota ©in arSBoiisyatem deravt, daB gleiob- 

zeitig ^{c} -H 0 mid -B-fc + dj + 0 aindj doim kBiinou ftboV; wie soobon 
bowiosDii, dio GrtiBeii c^; Cp nnd + in die Formeii: 

(«) \ W "*■ K I 

m 

-1- *“ ~ *^/.(«) **/‘(^*) 

xxol 

gobracht wordon, und os folgt dann hioraus: 

(87) = 





0* • 'iJ*) 




Man liat damil don 

XVI. Sate: BcUMgc Cri'ojhn dit d^ k^mm% stds in din I^'orw: 
(XIX), rf„^^»„(S,)-^«/,(7*) 

x«sl 

ff(!f)rn(dU warden. 

Isi nnn 0 und wQitor 

(88) fl- ((2 »(«,) -_2 “("P - «)) ” " 

^ e :1 ( f^l 

Rir all© Ugon dor 2r Tunkto i\, -. •, it,, e^, • • •, f.,, solango r<s, niolit 
tiK’lir aboi’f woiiii so isl boi pasaend ansgowlihlfcon Punkfcon 


(80) 


<)■((>•(») -^“(ff) - “I 

(1 = 11 


als Fiiiiklion von o niohfc idontisch Null; wil’d also 0* in p Puiikton; 
von donon s dio PnnkLo sind, wllhrend dio p — s ilbvigen 

it,,f.i, itj, duroli dio Kongriionsson 

< p 

(00) W “I' 

p=a ffS7+J 

oindoulig boatiinmli siiul. Aus don Kongi’uenzon (90) folgb sofoi’t dor 

l) Wonn uioht frflhor, so tritt (Hob jedenfalla wagon dos Sateoa fflr 
f p oin. 
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XVn. Sata: 1st 
He Form: 


0, so JeSwicn die Ordfimi 0 ^ •••, c„ in 


(XX) fl,. 4-'/^ (/.-1.8. . ,„) 

ffebixu^it mrdm. 

Dn man mil; — c^^ vortnusdion kiuin, so oxisiioroii daiiii nuoli 
p — 1 Punkte Bi, •••, dflrarfc dafi: 




(O + K 




(91) 

imd dalier: 

(98) + ■”> 




Jl«l 

P-J 


X»1 


X»1 


ist. yenobwindot uuu die Ftmktioii 
«ii «,> aodofl: 

(93) «„ »„(«,) + *’,. 


— o) in don p ruiilcton 

,P) 


X— I 


istj so orgibfc sioii duroh Verbindiing mit (92): 

ji— 1 1^1 i» 

(94) '<■> 

xmI xmI iZTi 

Nun soi: 

(96) 2a^=s0 ,r) 

d. h. Oj, • • •, Uj, oin Systoin korrospondiorondor Iliilboi' dur PnriodixiliUH- 
modulon, deaaon Per. Char, in dor Folgo mit (a) boxuiolinut sol; din 
Songruonxon (04) licfoni dnnn: 


1 


p— I 


(96) 




^ +-2* W “ (««) ■ -'= 9. 

M — l Nat Kesil 


lati die Glmrakloriatik |aj ungorudo, so fillll; oinor dor p Null- 
piinkfce «j, ttp dw l<\inktion 5'(«(o) — a), otwa tt^, in don goinoin* 
samen uutoron Qi-on«ininkt « dor Intogralo u uiid dio ICongniouKoii (1)6) 
rednxioren sick auf: 


(97) 


2 “/.('*») “y.(*») - 

XBsl Kal 


1,8, -•.,/») 


Dieae Kongnieuaon aeigon abor, dab os oiiio Piiiikfeion t dor IClivsflo 
gibi^ welohooo* wirdin den 2iJ-2Punkt0n dj, 



Zuoi'dnung von If'unktionon nu don Th. Char. 


4d(i 


uikI 0^ iu don p 
der Quotioiit: 

(98) 


1 Punkteu o; 


it 




Kino sololio Fiinlctioii inli 


« «* — 


Kwoior 97-Kiinktioiioii, von dtmon dio Noniiorfimkldoii bi» nuf oiiiun 
Kolctor dndni'oh bosUinml; ist) doB sio 0^ wird iu don — 2 I^iinktun 

Punkto bildon oin PunkfcsyBtom 
1. Gnttung vom Rango jp — 1, da i> — 1 von iimon k. R i^x, • ’ 
willktirlioli gewlihlt worden kdnueii. Bio Riinklion iofc von dor 
Charnktorisfcik \a\ unablinngig; don 1) iingoradon Olun’ftk- 

toristikou entiapreohond oxistiei'on dazn obonsoviolo ZlUilorfunkfeionon, 
von donon jodo 0* wird in jonon ^—1 runklon, in donou dio v.u- 
golidrige Funktiou a| auBor Im Punkto a vorsoliwindofc. 

1st die Gharoktoristik [a] gomdOj so flillt koinor dor N^iiUpimkfcn 
cip mit ft ziisiimmon und dio Kongruonzoii (9(i) xoigon, daD oh 
eino Funktion r dor IClasso gibt, wolclio oo^ wird in don 2^; — 2 
Punkton dj, •••, «i, •••, nnd oo* in n, dagogon ()■ in don 

p Punkton •••, u^. IJm oino solclio Kiinktion zu bildon, noliino 
man ssu der in don 2j> — 2 Punkton dj, •••, Si, •••, f->.| vor- 

sohwindondon Fnnktiou tp^ oino in a O’* woi'doiido linonro Punktion 
l„ — a 0 -\-h 8 + c binzu. Dioso iQtztQi-o wird dnnn noch 0^ in w -H u — 2 
Hndoron Punkton /Jj, •••, fin+u-s' boatimmo man oino Kunktion 


W— I »B— ' 1 


0( A’ I ^ ) «o, dftB aio in don fW + «— 2 Punkton 0> 

wird und iliro 2p ilbrigon Kullpunklo paarwoiflo xuaaininoiifidlon. 

M— I Nl — I 

Man wil'd daboi bemorkon, dafi oino ]<\Lnktion .y | 0 ) mn 
— (I p -h m — I willkiirliebo KonstnuLoii und »»(« — I) 
“h «(w — 1 ) =* 2d H' 2p + m + w — 2 Nullpuiikto hat. Vorsolnvindot sin 
in den (/Boppuljuinkton von F(8 1 /S) so bloibon iiooh -f- m H- n — 2 
Nullpnnklo tlbrig, donon p -j- m -h » ~ 2 Bodingiingon nuferlogL woi"- 
don Icunnon. In dom Quotionleii 

(99) 


1/1 

V «= r— 

‘«9’o 


ist dann dor Noniior wiodor von dor (/harnktorlHtik |a| umaIh 
hilngig, widirond os don 2'”'‘(2^-f 1) gorndon OharukliOriHtikoii oiifc- 
sprocbond obonsoviolo vorsohiodono ^blurfiinlttionon ^ gibt; dio alio 
0* wordon in don nlimliclion w + ft — 2 Punkton, mid von donoit 
nnIJordom jodo 0® wird in don p Punkton «x, «,,, in dojion die 

zugoliilrigo Ti’unktion O([it(o) — versohwindot. 

MuUiplixiort man nook im oniten Xi'allo //liklor und Nonnor von 
X mit l„ und fafit oin Produkt nls oiuo zorfallonde ^OiHinktioi^ 
anf, so oi'hillt man boi dui'oliwog gloiolior Kfonnoriiinktion don 
2®^ Gkarakteristikon [s] obonsoviolo vorsobiodono V^'l^nnktionon 1 ^, ku- 
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geordnei, welcbe alle in den uamliohen Punkton 

Tersobwindon, und tou denoii jede weitei* 0* wil'd in jouon p Punkton 
Oj, • • •, in denen die zur Charaktenstik [e] goborigo Fuulction 
vorsohwindet. 

Beh'oohtet man jotzb oinou Thotuquotiouton : 

(100) 


Q 




so ist ei' oine in der Fliiobe 'V einwoi'tigo b'unlction, die 0^ wird in 
deni) Nullpuiikten von oo|. in don p Null- 


j. f L”.' ^ „ X' 

punkten von mid dio boiin Ubei'sohroiton doi 


Quoi'solinitto die Faktoi-en.' 


( 101 ) 




(- 1 ) 


* 


(i'»si,a, -tp) 


% «o 


erlangt. Sein Quadrat ist rdso eiao in O’, in k ^', ^ 

woi'dondo Fimktion der Klnsso imd untm'solioidot sicli dahor von doi 
Funktion nur um oinen konstaiiton Faktorj mnii erldill ho diu 
fundomontalo Cfleiobung: 

‘'•V • 


( 102 ) 




Zur AusAilinmg der im yorigeu angogobonon Zuordnung dor 
2*^ Wurzelfunktionoii 'j/V', zn don 2 *p Tbotafiiiiklionon ?iiuB 

man dio Nullpunkto dor Thoinfiniktionon koniiun. Man kanu abor 
dio Zuordnung der Wurzolfunktionon ku don Tliotaftinktionon aiio)) 
ohno Benutzung dor Nullpunkto duroliflibrcn, indom iiiaii vorrilbrt, 
wie folgt: 

Han beslimmo naoh dem Frbboi'oii auf I'oin algn})raiHclioin Wogo 
die 2''-^(2^+l) oigentlichon nud dio 2^“*(2 p— 1) zerliillmidoji 

K — 1 W— I 

^•Funktiouen; die oi'stereu siud jono L^mklionen h \ e ), woloho in 

• tt ni 

den d Doppelpunkton von J’(a|«) « 0 iind don w -I- « • - 2 von « vnr- 
sobiedeuon J^nllpunkbon dor im Piinkto tt 0“ wnrdondon linoaron 
Funktion l„^a 0 -]rhs’\-c vorsebwindon, wliiirond ibro *Jp (Ibrigon 
Ffullpunkte paarweiso zusammonfallon; dio lotztoi'on sind jono Fiinktionon 

«— 8 m— 8 ‘ 

Kvi 8 I )) bei donon (p(8 1 0 ) in den d Buppolpnnkton von 7'’(s | ’ 0 
versoliwindet, wabrondibre2i)itbrigDii Nullpunkto pnanveiso zusainmoii- 
fallon. Aus den zugobiirigou 2*^’ Wiirzolfunktionon l/V i>ildo man 
2*)' — I Quotionteu mit gomemaamoinj willkflrlioli gowilliUom Noniior 
und ormittle fllr dioao dio Faktoi'on ^ woloho sio nii don 

Quemohnittcn orlangeji. Bnmit iat zu jodom Quotionton 

Vr# 

bei'oits dio Diffei’onz der Ohai’akfcoristiken dor zn seinon boidon Wurzol" 



Dag Umhohrproblom. 


funktionou golifirigoii Tlietafunkbioiiou gefundeu, nnd man hat jotist 
nnr nooh diojenigo Charaktevistilc (i;) zu ermittein, welche die Eigen- 
sohaft hat, dafi duroli ihro Addition zu don 2*** — 1 gofundonen 
Gharakioristikon oine gorade Clmraktoristik cntstoht^ Venn die 
Wurzelfunktion dos Zalilei'S im zugohdrigen Qnotienten oino eigent- 
lidio, oine ungorado Gharnlctei'isMk, wenn diese Wui'zelfunktion eine 
zorfalleudo iat. Bio ^ beatimmte OJiarolctei'istik (ij) iat dann die 
ziir Wurzelfiinktion gohSH^ Clmrolctoristik, wKhrend die 2*^—1 
dnrel] Addition oiOialtoiien GharaktoL'iatikoii in dor gloidiou Beihon- 
folgo don 2*^—1 im Ziihlor atohoudon Wurzoifnnktionoii angehiiron. 


§ 7. 


Das Umkelirproblem. 

Bozoiobnct miui die p NuIIptinkto dor Jjkiiiktion ‘&U|l|[»(e)J) niit 
P NiiUpimkfco dor Bunktion — c) mil 

1?!^ • ■ *, 80 oigebon sidi aiis don Eongruonzoii, wolohu in den 

boiden Eiillon dio Nullpunkto dor Thetafunktion mit ihron Faramoioin 
vorlciitipfon^ durcli Snhtrakfciou dio nonon: 

(IO:i) 0 i=i, 8 . --.P) 

1'al 

Barmm abor sclilioBfc man sofort, dofi dor Tliotnquoiiont; 


<>1^1 (J* »(<»*) 

(104) 

I »(«,) « (4^1 

alH lAinktion von o: 

1. 0‘ wil'd ill p Pimktoii wolclio diirch dio ICon- 

griienzon: 

(tor.) ^ I (O-»v(O'.N0; 

icul 8^1 


2. oo‘ wird inp Punkton e^, —i 0 ^, wolclio diii’oli dio Kongriionzou; 










( 100 ) 
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bestimmi: aind. Waiter erlangt $(o) an den Quorsolmitten a^, b,. die 
Faktoren: 

(107) (-O'"-''") (^==i.a. -.ri 

aekst man daher mit lltlclcsioht auf die Symmotrio vun in Do/iiig 
auf 0, 0, 

(108) Q = S,8r-8^1i, 

wo: 

(109) '■'■ ”> 

iat, so iat gleiohfalls oiuo ^mmotrisoho Fniiktioii von ’ 

dieselbe ist ala Fuuktiou tou o betraohiot Funktion der KIiikko nnd 
wird: 

1. 0* in den p Funkten (i^^\ in deiion 8q ( x >‘ wird, nud 

in den p Funkten in donoii Q 0^ wird, 

2 . 00^ in den p Funkten in donoii 8 ^ 0 * wird, nnd 

in don Funkten in denou Q oo^ wird. 

Urn eine soldhe Funktion li xu bildon, oline din iinbnkiinnlnn 
Funkte benutaoii, vorJUhrn mini win Iblgt: 

Mon bestimino eine Funktion dor Kloaso, dorou /iUilnr* nnd 
Nennerfunktion von hinroichond iiohom Grade aind nnd boido in don 
(I Doppelpunkten von jF(s|^)«0 voraohwindon, ho, datt aiiBur go 
wissen weiteren gomeinaamon Knllpunklen dos ZUhlorH und KonnorH 
der Zahlor O' wird in don q Funkten dj, und dun p I’linlctnn 

"'j dorNonnor in den q Funkten o^, ■■■,«,; die /; weiteren 
Nnllpunkte dos Nenners aind dann dadureli bcBlimmt nnd inif Grund 
der Kongriienzen (106) die p Riiikto js?,, ■ • JMiimib juilm 
dann in dor gloicbon Weiso eine Funktion t, dor KIumho, woUdin ()‘ 
wird in den <7 Funkten d^, •••, 5^ und den Funkten • • *, «***, dit- 
gegen oo* in den q Funkten u,,---,©,, und duller mi' Grnnd der 
Kon^iienzen (106) in den p weitei-on Piinkton ho iut der 

Quotient : r. O' in don 2j} Funkten a^l‘\ und »/,, 

oo' in den 2p Funkten a^\ und unberflolieidot Hieh 

also von M nur um eiuon von o unabhilngigoii li'aktor, dor /lUnlloliHt 
noob von abMngt, abor auoh davoii iinnlihilngig wird, 

Bobald man es so einriohtot, doQ die Funktion r„ : t, HyjnmotriHoh iHt 

m Bwug auf die q + l Fnnkto o, o^, „ Man orldUt dimu I’llr Q 
den Auadinok: 

(110) 
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wo oiue von cion ({; + 1 I’nnkteu o, • ••, o, UJinbhaiigigo Mfio 
boKcionnot, dio bostimml; woKlon kann^ iiidom man dioson Fuukfcen 
passoud gowtllilto spoxiolle Lngoii glbk 

Bns Jacobisolio Umkehiproblom bosiiobfc nun in doi' Aiifgabq, mis 
don p Bloichiingeii: 

(111) 

v»l 

boi gogebonen Intogi'olgi'euxon und gogobonon Worton 

Iniiogralgronaon 0 ^, “, Op sni boroolmon. Bostiramt 
man Glr88on e^, •••, durdi dio Gleiohmigon: 

(112) ^«^(>1,.) +U^ + K- 'V- 

woboi dio untor (11) ang^bonon Itiomannsobon Konstanton 

bozeiobnon, ao wird: 

*V(»r) + */.“«« -.rt 

und dio Vorgloiobung mii don S^izon dor §§ 4 und 5 lioforl; dus 
lloaultnl, dafi stota oin abor im allgoinoinon oiTcli nur oin Fuukir 
Hyalom Oi,-“,o^ oxistiori;, wolchos don Gloiohungou (Hi) goniigfc, 
iiilinlioli doH Systom dor y; Nullpunkto jonor Thotafunktion ej, 

wolcho mill don imch (112) boroclinoton Gi^ifion c ala Para- 

motorn gobildol ist, und in dioaom Sinno iai; dna Jaoobiaono Umkohr- 
prolilom nichtH Hiidoroa ala das Problem dei* Bostdmmiing dor Null- 
])uHklo uinor Thotiifuiiktioii mifc gogobonon Poi’ametom 
Ziigloicb abur orkonnt man; dn& boi boaondoron Worlon dor GrSBon 
womi niiinlich dio mifc don Pnramotorn (112) gobildofie 
TJiobafiiuktion idonliacb voraobwindefc; dna Jacobisolio Umkobrpi'oblom 
unmullio}! violo Ldauiigon boaibab, in dor Art; daB man dann einon 
odor mohroro dor Pimkbo o^, willktirlioli wllblon konn. 

Nacdidom ao liowioaon isl; daB doa Jnoobiaobo Umkohrproblom; 
vou AuaniibinofUllon ubgosohoii; oiuo und nur oino LBsung bosilzb; iafc 
loiolil m Holioii; wio dio obigo Porinol (110) zur ISrmitGung diosor 
IdlRung vorwonclob wordon kiuin. 

Sotzb man nuinlidi in (110) lliBt den Fnnkb o mib dom 

gomoinaamun niiboron GHnnipiinkb dor Inbogralo u ziisammonfallen und 
orliobb linko iind roobbo Soibo nufa Quadrab; ao wird dio linko Soito 

bokaunb; die roobbo Soibo abor; womi in o^^ 
H’^Su iab; zu oinor rntionalon Punkidon von 0 ^^ •••} 0 ^, 8p. 

Bildov man cfolior die Gleiohung (110) fttr p voraobiodene Oborakte- 
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ristiken [s], so erbHlt man deraridge G^leioliungoii, ^reloho ssnaiuninoii 
mit den j) G^leichungen: 

(114) “■ 0 

die Uubekannten bestimmeu^). 

1) ZU don beidon letzton Fartigriipben vorgl.: Stahl, t^bor die Bohiindlaiig 
dos Jaoobischen Umkohrprobloms dor AbolsQlion Intogralo. Innng, •Diso, Borlin 
188S undi Thoorio der Abol'solion Funotiouon. Lpx. 1806, pag. 880. 



' Pollutes Kapitel. 

Die liyperelliptischen Thotaltuiktloiioii. 

8 1. 

Bezleluuig^eu der FeWodlzltHtamoduleu 
elueB liyperelll^tlfiohen lutegrols X. Ctattnng 
zii seltteu Wei^teu in deu Verzwelgungspiiiikteu. 

Dio xwoibl&ttrigo die Voi'zweigiing doi* Funktion: 

(1) s - ^.]j 

(InrKboUoiHlo llicmnnnscho li'laobo 'f soi in dor diiroli dio l^igiir A ftit' 
gogebonen Woiso durcli p Qiioi'schnibtpmii’e a^,, h,. und p HilCHlinion 
0,. (v= -'‘fp) in oiiio oiafiujli Kusamuienliiingondo Flilclto T' 



m- * 


ssorBolinibtou. l<'itr diosos Quoriiiclniitb)ys(iom gORtaliion aioli dniiii dio 
Formolu, wolcho dio Poriodissifciltsniodnlon Ay, 1)^ 
uinos InbogrtdR oi'ator Giabiiting w iiilb aomon Worboii Kwiaokoii don 
VorKwoiguiigHpnnkbon vorkntipfon, wio folgb. JSs iab: 


( 2 ) 






Wrt.6. 


wo diis lotsslo Inbogml oin dirolcbos, in T orati'ookboa, also dio Quer- 
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Bohnitte tibersehreitendes ist iind dw' den Werfc von dw nuf dor 
linken Seite der Linie oboi’en Blatto von T bo- 

zeidhtiet. Es isl: ebeuso: 

iw' 

^11 Cl 

(v«=l, 8 , •••,#*) 

WO die Integrale wie vorhor zn versteben aind und dtif don Wert 


••SI* 

i J Hit/, 


(S) 


R 


Jdw^-2f cUo* 


a ^ ^ ■ ct, 




Fig. a. 


von dw im oberen Blatte bezoiohnet. Aus (2) nnd (6) Polgfc: 

« 8 r “iv-f-l 

(4) J*dw'-^\ A,,f ,p) 


«a »— 1 


“ 8 1 - 


wo in del’ eraten Formel im Mo v »» 1 unter K Null zu voj-- 


«» 


atehen iat, Dna Intogi'nl J* dw' iab mit dioaon Up luLugraluii dnrnli 

a 

die Belnbion: 


"I a. 

J dw' J i/w'-\-'“+ J dttt'^’O 

“ usf, 


(B) 


verknUpfb, die aioli aofort orgibb^ woim innn im oboron Blnibo voii T 





eino goaohlossone Kurvo urn nllo 2jp + ^ Voi'zwoigiingapunkto ziolib 
nnd durqli dioae dna liitogral w orah'ec^b. Ana (5) folgb nboi’i 


( 8 ) 





Die in (2) bia (0) nufbrobondon dirokbeii Inbogralo zwiaohou don 
■Veraweigungspnnktan Insson aioh durdi 2p -|- 1 niuloro anadrllokon, 
dweu Inbegrabionaknrvon in T' vorlaufonj und dio aioh domniioli nla 
DiiFoi'enzen dei‘ Woi’ie von w in don YerawGigungapniikbon boi bo- 
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n. SatB^): MQwi mm m dm Systeme der p liimamschm Not'- 
imlintegi'alB m Sidle det' mteren Gi'on/ie den Vet'- 

gweigunff^unkt u ein md Uiftt hieixiuf m Slelle dot' ohemt Qfeme dcr 
Seilie nadh die 2 ^) + 1 iiMgen V&'imeigmigsjmikie 
it'eimf so gdht da88eV)e nadicimnder in 2 p + 1 Systeme I'crn'espon- 
diet'ond^' SaVtor dot VcriodmUiismodulen alter mii den Olm'ahlet'isiilten: 



(?r' 



(«.)=s:(r 

(“.)=o : j (T'“ 

cy- ; 

; cr 

/ s A'"* i 

(Ptp-l) “ (o) 0 1 

(«.,)= cr" I 




Beiraohtot mnn dio im H. SatK aufti’ofcuulDn 2 ;; -(- 1 Pur. (^Inir. 
(®i)? "'} (®»o+j) g^wuor, BO ertanl inmi, tlalJ Bio m j« nwouiii 

azygetisob and, aaB sio nlao uooli dor png. 267 gogobunon DoHniliun 
ein F. S. Ton For. Char, bilden. 

No(di sei fttr BpS,tor bojnerkt, diiB die CliiU'iikliuriBtilcnii (<(,), (((,), 
”’i (fiip+\) gei’ado, dio Oharaktoriatikou (a^), (a^), («„,,) iiiigunulu 

sind, und dafl dio Sninmo dor oinou wio dor luidoruii: 

( 10 ) (»)=(;:::::;) 

beh'Sgk. 

Im XTUl. Satz png. 270 isi boAvioson wnrdoii, dnO duroli oinn 
gnuzzoblige linonro TrAnaforiiifUdoii dor Poriodon niiH oiiium F. S. vun 
Per. Chftr. immer wiodor oiii V. S. von Por. Ciinr, horvorgolifc, und 
dofi mnn nuf diose Woiso von oinom F. S. m jodoin luidoraii golnngon 
Icnnii. ] 3 ei*lloIcBicbiiigt mnn nun, dnB nndoi'orsoilis joduiu Dborgaiigu 
von einem QuoraolinittsyBteTn zu oinom fuidoiH)]! oino linonro Trans- 
formation der Poriodon ontapiicbi iind umgokohrt, so urkonnt mnn, 
dnB oiumnl dio Eigonsobnfb dor Por. Clinr. (II), oin S. von I*oi-. Olnw. 
zn bildon, iiiobt nur diosou apoziolloji; boi doi* obun gowiUiltun Zoi'- 


1) Ztt Sats I und II vorgl. Prym, Zur Tlioorio dor FnnoUonnu oto. 
Zdiichor N. Donksohr. fid. 38. 1807, prtg. fi. 
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stdinoidung dor lliemanuscliou Fl&clio nufh'oi;endeu Per. Ohoi*. (a) zu- 
koinmt, sondorn boi jodor boliebigmi Zerachnoidung sbitt bat^ und 
weifcor, diiD bei passoiulor Walil dor Zoi'sdhneidiing an Stolle dieses 
bknidainentalsysbema (aj, (a^); •••, jcdos beliebige I<\ S. von 

Per. Chav, tvilt. 

])afi in del* Tat jodor iindoi'ung des Quorsobnittaystoins oine gauz- 
zahligu linoaro Tronsfoimation dor Foriodon ontsinioht, folgt nnmittolbai' 
darans, dali dio Foriodizitlitsmodulou oluos lutogrola die Worte dioses In- 
tegrals auf gowisson gosoblossoiion 'Wegou slud uud sidi infolgodossou sowolil 
dio uouon Foiiodizimtsmodulen als Itoinogone Hnooi'o Funictiouon dei* niton 
mit ganzzahligou Koeffizienteu dai'StollQu, wio nuoli nmgekobrt. Dofl abor 
anoh jodor gauzzabligon Uiioaron TVansforniabion doi* Poiiodon oiuo Jindo- 
ning dos Quorsohnittssysloins outspiiolit, bowoist mnU) indom man os von 
jcnon olomontaran Transformatiouon J)^„ (p, 0 *= 1, 3, • • 

zoigfc) aus douQU sich naoh dom V. Satv. pag. 163 jodo bellebigo gouz- 
zuhligo Ituoiu^ Tranafonnaiion xiisaminoiisotzou l&Dt^). 

J)nU dio in don linoaron Ansdrftokon dor uouon PoriodizitiltBinodnIon 
diu'oh dio alton und don nnigekobrten als Kooflizienton aiirbrotondou ganzon 
Zaldon in dor Tat don Bodingungcn piig. 131 und 137 gcnQgon, wil’d wie dorl 
aus don zwischon don Poriodizitittsiuodnlon zweior Intogralo boatohondon 
]>ilinonren liolafcionou (2) abgoloitot, woboi sioh fdr dio Zolil n infolgo 
dor dortigcm ITngleichungon (4) und (11) oin positivor und wogou dor 
weoliKolsuitigon gniizzaliligon DarstoJlung dor Foriodizitiltsmodiilon dor 
apo/ielln WuH. 1 ci'gibt. DalJ dioso Bodingiingcn xwisubon don Koei' 
fizienten abor anob obno Hilie dor Intogi’ulo mit roin guomeiriHuhon, dor 
Analysis altus augoliOrondon llililnnittoln bowioson woi’don kanii, lint in 
tier jHiigslon Z«it 1/orr Wollatoiii^ g^soigi. 


§2. 


Bereohnuug dev Blemauuaolieii Koufitauten A'^, •••, A^. 

b'ilr die iiii vorigon Ptu'agraphon aiigegobono Zorsobneidung dor 
Jt'lilcho T ktiiinen die llicinaniisohoii Koustnntou: 


(II) 

vollsi^indig bni’eohnot wordoii. 


= I- (%,i “ 

r“al r 




1) Vorgl. iliixu 'J'hoaiao, Fiuigo BIUko aus dei* Analysis situs lUemnim- 
Multcr FlOolion. Z. filr Hatiu lid. 18. ISO?, png. 801 undi l)oiti>ag xur Thoorio 
dor AboVHOhon Fiinotionon. J. l^r Math. M. 7b. 1878, png. 8S4; audb Stahl, 
Thoorio dor Abol’sobon Fiinotionon. Lpx. 1880, pag. 887. 

S) Wollstoin, Zur 'IViuisftinnation dor Quorsohnitto Riomann’adhor FlUohon. 
Math. Ann. lid. 68. 1800, png. 488. 

Kykxqx, 'fliaUbinkllonni. 
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1. Metliode von 0. Neumann^). 

Ba langs m\([ fd% = xi isl, ho iflt: 


(12) ■ 
und woitov, woim man 


^ u+(lu^-a^^^3ci 



ri 

(Ifi) w(o) « J dn^ 


sobat: 


(14) J u+du,^J 

by 0 


•=» w(y) — f/;(d), 

Nun sei mit y dor mit y „vffPbundeno“, d. U. dor untor y ini '/.woiUm 
Blatto liegoudo Punkt bossoichnet uiid oh Hoicn, wnn niioli dor I<'igiir 
stots m6glieh iat, fHr dio Inioginle: 

(IB) w(y) - ftf(«j,,) w{y) - tp(a^ J - J ve^, du, 

U^p iruy 

dio Intogrationawogo so gowiiblt, dafl sio Pnnkt I'dr Pniikl ilbur- 
einander vorlnufoii und koinor von ihnon oiiion QnorBobnill. iriirt. Da 
fdr dioson Pall: 

(16) f?«^(6) flfit,(o) 

nnd: 

(17) tt^(5) - tt^(«g,) = - I'w^/o) - n^,(ff8,,)! 
also: 

(18) tt^(fi) = - \it^{o) - 2tt^,(««t) I 

ist, so orgibt sioli: 




w(y) - w(«,,) « J [«,, - f/«, 

(19) "Sf «8i- «a^ 

■" [«'W - JJ - 2m, ,(«»,) [m,(}<) ~ M„(«„)l 

1) Noumann, Vorleauugou flljor lUomimn’s Thoorio dor Aborsolion Into, 
grole. a. Aufl. Lpz. 1681, png, 80a. 
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uud (labor: 

(20) to{y) - toff) - 2«^(«a,)fMXy) - m,((*8,)]. 
lu dersolbon Woiso wird? 

(21) w(d) - w(d) “■ 2 h^,(c8,+i) [m,(^) - «>(«iir+i)]; 

und (la nun undlich: 

(22) to(^=‘W(S) 

iat, BO folgt aiiN (20) imd (2t) dnrch Subtmktion: 

Nun ist; nbor nnoh Formol (8): 

(24) 

weun wio bior isi> dagogo]K 

(25) «,(«8„ h) - tt,(fl^,) 


und (In woitor: 

(2ti) uXr) = «,-(tf) + 

isi., NO (iiidliuli (lurch EiiiNotzon diosor Wcrto in (2i'l): 
(27) w(y) - «)(d) - 3titi^,(«8,+,). 

Nun ial iihor nuuh (I): 

l^sri, W(3nn /*>v, 


(2H) 




uiul man liiifc diiimr nacli (12) mid (14): 

1 . i wonn a > v, 

'' ' ^ * 0, wonn fi<Vf 


uiul: 


(» 0 ) 


vi-4i Ir 


»§/« 


-pal 

*5i« 


liJolissI: man aboi* diuson Worb in (11) oin^ so wird ondlioli: 


•pal 


( 81 ) 


99 * 
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3. Methode von B. B. OhristoiFel^) 

Das Integral 8. Qatbang: 

(88) 

wild an der Stelle e = tf) unendlioh wio log(ir — g), in don boidon 
uuendlioh femon Punkton \no ^logn uud awisohon soinon Poi'io> 
diKitftismodulen 2(„, $8. on den Quoradinitten a,,,h., 1, 2, • • •, n*) 

bestelien die Bez4ungen: ' 


a.. „ >= 2 IT i te (e) . 


0 « ,f<) 


(33) 

Auf Girund dersolben ist: 

mit del' BesclirKiikung, daQ koinoi* dor IntegrutionHwogo dnroli £ 

gobon durf. Will man 

. ■ dftlior dioNou Wort J'llr 

^ in din GU)ioliuiig(l I) 

Ne (iiiiiDliron, ho wird iniin 

j dnrinKiivoi' diiH hiingml 

V ./ -I; 

I «“(/M^dur()b 

VJtf. 10. *•’ 

ni'Hotxon, wo />,. doo iin 

togrationswog nmgibt^ nnd orbUlb dann, wonii man: 

^*3 * VyW 
fte A 





(3B) 

setat: 

(36) 





du, 

di;’ 


‘> 1 .% 


^ 

rifi " ^ 

‘”’S s! ‘il f-' ^ ,4 y ''t v «- i 


"V 

* " 




e 


1) Ghvisboffol, Vollalllndigo Tboorio dov liiomann'schon •O’-li'uiieUon. 
waib. Ann. Bd. U. 1001, png. Bd7, 
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Nun ist nbor in der erston der vier anf dor reohton Seite stehenddii 
Summon: 

"!r 

/ dz wonu v<fi, 

' */ « — f 0, woun 

"a 

dn in don oratoroii F&Ueii a von oingesoHloasoii wird in don 
loixteron iiioKt; os ist fornor in der xwoiton Summo: 

( 88 ) 

wnil e, f! ills Punict von von kei^oin dor Intogrationswego 

K~if V Qingosohlosson wird; os ist ebenso in doi* drifcton 

Summo: 

(30) frJr, = o, 


und Budlich isl in dor viorbon Summe: 
(40) 


■i 


— 2 xi<p^( 0 ), womi Q — v, 
0, wenn 


innn diosc Worto in dio Gloichniig (86) ein, so orblllt mnii: 


r:! ;y. 


('ll) k, ■= 5 - ”0 - J 2 ./ + ali 2'%' J 


/t 


iPf(z)dz 


ixlnr^ dn 
(48) 

und obonso 

(48) 




x$ 


if Oy 


Xt 


ist, omllidi wio vorhnr: 

“ Kft- 

i'mI 

^ v|A 

fail 


(d4) 


1-^ <*/* I- - 'i /*«=*• 
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Eino dritte Hetliodo dor Bostiiminuiig der Konstauieii dio vnii 
Herm Prym^) heiTllhrt, wird in § 4 ousoinandorgosotet wordon. 


§3. 

Bm VevBohwiudeii der hypereUiptlBOIieu TlietafUuktlon. 

Nacli dem XIV. Satz pag. 435 voradhwindoL 

(46) «■((«(») 4 

I’bI 

als Funktion dea PuiikloB o nur in don p Pnnkton ih, **'> >/;i> aolango 
dioBo Funkto koin FunlctByatom I. Gatiung bildon; in doin h'alln dn- 
gogon, dafi dieso Funkto oin Funkbsystom I. Gattung voiii itaiign 
p — 8 bildon, voi’sohwindet dio Funktion (45) Nainl iillon iliron J)uri 
viei'ten dor F®'*, 2*“’, • • • , 8 — F® aboi’ niolit dor Ordiiujig idLyitisoli, 
d. h. fttr alle Logon dos Punktos o. Im byporollipliHolion Fnlln ])n- 
aitson nun dio Integrandon 1. Qattung dio allgomoino Forin; 


wo tp{ 0 ) eino gauze mtionalo Funktion von 0 allnin von uiiiuni Onulo 
— 1 ist; OB bildon also p Funkto unlor donon l(oinn 

zwoi vorbuudoiion vorkommon, niomalK oin PunktHyaloin 1. Uatlnug, 
wohrend dioso Funkto, wonii unter ihnon 8 Faai'o vurlmndoiioi' PiiiikUt 
vorkommon, naoli dem in § 1 dos vorigon ICapitolH AiiKoinandor- 
gosotzton stets oin Funktsystom vom Eitngo p — 8 bildon. J^ioH lioforb 
die boidon SHtzo: 



m. Sats: Die FimkUon: 

(lU) #((„(„) -J- a)) 

Vnal > 

v&>8ehm»de6 im in Mi p JHuihim %, •••, 1 ?,,, Kolmye nnler (licnm 
leeine mtvei va^mndencn Pnnhle sieli liefinden, 

IV, Sata: Die Fnitkl^on: 

(IV) #((w(o) «(i?,.) - a)) 

I'ea 1 

veradhwindet ideiUiscJtf d. h, filr hIIg tks Dunlivs «, untl civtir 
saint aUm i/M*cn Deiivieyten der 1*®”, a*®**, — .1 *“« «///■;• nwht der 


1) Prym, Zur Thoorio dor Fimctionoii oio. Zflriohor N. DunkRclir. Jid. 8)i. 
1867, pag. 16 u, f. 
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gten Of^iung, wain ttjlfcy dm p Fmkten « I^ooi'e m^mdmet 

Puiikh sicfh hcfindeii. 

Boacihtet man, dtiB flir sswoi verbnndono Fniikbo e und b stois: 

(47) + ".(i) 

isi;, so Icanii man dna Eesultai; dos IV. Satzes anoh dohin ausspreehen, 
dnfi dio Fiinktion: 

(48) ((m (o) tt(i7„) - a)) 

r-al 

saint alien iliron Derivioi'fcon der 1**", 2*"", •••,« — 1^°“ aber nioUfc dor 
,,imi Ordnung ftlr jodo Lago des Punktos o vorsdiwinde, also auch 
dabin, doB die Piiiiktion samt ‘alien ibron genonnten Deriviorten 
vorschwiudo, wonn man: 

(49) ^ 

sotst, bei willkllrlieher Wobl dos Funktos o. liidem man dnnii das 
oino Mnl den mit o vorbundonen Punkt mit 9,^.1 bozeichnot, das 
andoro Mai abor 0 mit dor gemoinsainon imtoron Grenze a dor Into- 
grain h znaammoufallou l&At, orbalt man ondlicb dns Eosultat, dtiB 
<li() li’uiiktion ■0'([y]) samt alien Derivierton dor 1*“', 2'™, ■ • • , s — 1*”'* 
abor ni(dit dor «*“** Ordnung vorsebwindet, wonn 

(50) 

fssi 

p^t 

(51) 

l•=sl 

goHot'/.t wird. Dabui ist angonommon, doB koinor der Fiuikte ij mit a 
zusamninn5illo und dafi uutor dmi Punkton ij kein Poor vorbundonor 
Ibinkto vorkniniiio. Ninimt man nooh dazu, doB uiiior diosor Vormis- 

Htitzung ■9' (( -f- Jclj iiticli dom III. Sntz von Null vorsnliiodon isl, 

da dio Puuktioii (III) fUr o = %, abor iiiobt fUr 0 — « vei'- 
Holiwiiidot, so hat man scliliofilich'den 

V. Bata: Die FunJclion erhtUt oinen von NuU vot'schiedonen 
Werl filr: 

iV) + 

ral 
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dagegen veysehwin^ sie niid eum m%t aVmi Hmn B&'i'omten dcr 
2*““, • • • . s — dbcr nicM dfer 8*™ Ordmmg, wmn: 

j,-2»+l 

(VI) 

f bbI 

odet ': 

(VII) V,, 

I'Bii 

^888^ %omL J)alm ist stets mgmmmen, dafi Mnor der Ihmhlv. mit 
dw gemGinmnm un^cn (h'eim a da' Ini^'ale u eummmai/uUn and 
da^ imter den FxmUm ri hnn Poor v&'hundeHer Punkto eieh Itcfinde. 


8 4. 

Sie zwlsoheu deu Modiilen eiuei* liypevelllptiBOlien Theto- 
funktlou bestehendeu Bezleliuugeu. Prymsohe JUethode zui* 
Beatimmuug der Biemounsohen Konstanten fi\, 

Auh (lorn IctxtQii Satxo ergsbon sioli nun uiunitbolbnr jono lOigon- 
acliafben, wdoho eiiio Thotafiuiktion ala oiiiu }iyi)oi'olli])liKolio uliiu'ulc- 
iorisioren, und zugloioh orOiTnob Bioli boi diosoi' Unbarauchuiig oiii 
neuor Wog zur Besbiminung dor lliomnnusclioi] ICoiiHbiinlon 
Babei worden dio gonaniiben 0r5fion allordings niii* bin imi' koi'i'o 
spondiorondo Banzo dor roriodizibilbsinodulon bosbimmb; ok wird iibor 
nadoi'orBoits oiu Zasammonhniig zwisclion iluion und joiintn I<\ K. voii 
Por. Char, naobgowioson; wololios niioh § L iiufbrlbt, wtuiii itian dtis 
Sysbom dor p Noimulinbogmlo von oinom Voi7.woigmigH)niii]<b zii doii 
2p + I nndoron orsbrookb, und da diosor Zuflainmonhnng von dor 
Wahl dor Zersohnoidung dor Flilolio 2 ' nuabhiingig ini, ko lioi'nrb dio 
nouo Mobhodo dio WorbboHbimmung dor ItiomainiKoIion KonKbnnlon 
fttr jodo boliobigo Zorsoliuoidung dor Flilolio 7', Holmld rilr 
sio dio Oharakborisbilcoii doa gouaimboii F, B. bolcaniib Kind. 

Zuvdrdersb kaim man zoigoii, dafl sboba oiu SyHtom 

korrespondiei'ondor Hulbor dor Poriodizibilbsinodulon isb. lioiliulun Kioli 
n^Hoh uiibor den p Punkbon ijj^ koino zwoi voihundonon, ho 

verBchwindeb naoh dom HI. Sabz dio Funlciion 

(B3) fl- (n(p) - ij 

in den p Punkbon Vif"'tVp/ dio Funkbion: 
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und dnhor aiicli, da ftli* Kwoi vorbnndeue Funkbo £ mid £ stots dio 
Itolaiion (47) boaiiolifc^ dio l^inkfcion: 

(64) u(o) m(^,,) - ^)) = &lu(o) «(^J -f /i)) 

t'ssi I'BSll 

ill don p Punkloii dtuin ist fiber imoli dom II. Snbi png. 423: 

(66) 2 U^XVp) - %{Vp) -h K -‘.ri 

I'sal fsa] 

mid folglioli 

(6fi) 2*^ = 0, = ;P) 

ivoinil gosioigi; ioti, dnfi dne Systsom dor p GrdBoii eiii System 

korrespoudiorendorlialbordorPoriodiidliitsmodiilon ist; desscn (/bnrnkto- 
ristik soil im folgondon mit («) bes^oiobnet werden. 

Mau gehe nnn auf don Y. Sat:: znrdck imd lusso dfiriii an Stollo 
dor Punkto ti Yei'Kwoigimgspnnkte dor Flaclio T U’oten. Wie in § 1 
bowieson wnrde, goht das System dor p Normnlintegralo 
woini man dio Iiitogrolo von oinom Veiweiginigspunkte /.u don 2p -f 1 
auderon orstrockt^ in 2y>+ L Systemo korrospondiorendor ITallior dor 
i'oriodiKitiltsinodulou fiber, doron Obia'aktonstikon (it,'), (Oj), ■ • 

(‘in b’. S. von Per. Oliar. bildon, and dor V. Sata sugt minmobr aiis, 
(lab dio Ji'unkbion O-Jo]) saint alien ihron Doriviorton der 1'®", 2‘®”, • ••, 
s— )(Mi .^ton Ordnm^ voi’scbwindoi^ woun man ffir (w) 

oin Systoin korrospondiorendor lialbor dor Periodiaitabsmodulen niib 
oinur Charakborisbik von dor Form: 

;j — a* 

(67) (x a) odoi* (x -f-^ a) 

HoUl, diigogon von Null vorsolticdeu isl^ wonii ffir (v) oin Sysboin von 
dor Oliiu'aktorisbik: 

(5H) (»+^a) 

gosotab ivird. Iiidoin man abor vermibbelsb doi* Forniol (II) png. 240 
dio Thobafunkbionon 0’(£|{tij oinffibrb, Iniibob dieses Eosulbab dnbhi, 
dnfi dio Punktionon: 

(61)) J> [it «] JtjJ ui^ -O' [x W 

Hiimt alien ihron Doriviorton doi* P®'*, 2**", s — 1*®" abor niolit doi* 
«*®" Ordnuiig ftlr (v) « (0) vorschwiiiden, die Punktionen: 
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(60) e-U+JolW 

dogegen fttr (v) — (0) einen von Null vorsohiodenen Wort bositaon. 
Nun zoigen nber dio Gleioliuiigon: 

( 61 ) 

dnfi dio Deriviorte oinor goradon Fiinktion eino ungortido, dio T)ori- 
viorto oinor uugorodon Funktiou dagogon oino gorado Funktion iat} 
(lafi also fiir oine gorndo Funktion dio l^, 3*®, • • •, 2n— L*" Doviviorto 
ungei'ade, dio 2% 4‘®, Dorivierfco gorado Fnnklionoii siiul; fllr 

den Nullworfc des Argumonts also dio Doi'iviortcii ungeradov Ordiuing, 
abor im allgomeiuen nicht dio gerador Ordnuug 7ovs(shwindon; daB 
dagegen ftlr oine ungerado Fuuktion dio 1*®, 3*®, 2n— 1‘® Dorl- 

vierto gorado, dio 2*®, 4*®, •••, 2«*® Doriviorbo ungerado FiiiikLionon 
sind, also fftr den Nullwert dos Argumonts dio Doriviorlon g<>rador 
Ordnung, aber im allgcnieinou nicht dio ungormlor Ordnuug vor- 
soliTvinden. 1st also woitor you oinor I^unktion bclcnnnt, daB sio oino 
gerado odor ungerado Fiiuktion ist> imd ist dio orsto ttlr das Argu- 
ment Null nicht versehwindondo Doriviorto von gorador Ordmiiig, m 
ist die Funklion sclbst gorado, ist sio von ungorador Ordiiung, ho {hI 
dio likmktiou solbst ungerado. 

Dioso Siitze tlbortragoii sicli unmitlolbav aul‘ dio parliollon J)uri’ 
vierteii dor Funktionen mohroiur Argumonto uiul goHtabton aiiH duiii 
untor (69) ongegobonon Bosultato sofort den Bchlufl, duB dioFiiiiktiunon: 

;>~4m 

(62) nnd (hi-i.s,---) 

gerado, die Funktionon: 

|f— 4mH-8 p — 4w + 8 

(03) iind <"■ ) 

ungerado Funktionen sind, wBhroud iiacli (GO) auoh dio J^'unktion: 

(64) 

oino gerado Funktloii IhI. 

Nun kanu man abor loiolit znigon, daB dio (IharaktoriHtik |x| 
keino amdoro ist als dio pug. 272 oiugofUbrto \ind dort init |»| iio- 
zeiohnoto Summo oiler ungorailon (odor goradon) untor don -h 1 
Oharnkteristikon (a^), (cfg), (ttajj+i)* SSuniiobst isL [xj jodonlullH in 
dor Fonn: 

m 

(66) 

darstellbar, wo dio [a'] gowisso dor 2p -|- 1 Ohwoktonstikon (ttj, 
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(^s+i) mlrlici'b mail nun m dor Ihiken uiid roohton 
Soiio dor Gloiolmiig 

^ M 

(0B) |0|=.U+^»'J 

oino diosor Charnkborisbikoii [/I'J, so orhiili man: 

(67) [fl'J =- [« - lx 

addiorfc man dagogon oiiio dor 3^ + 1 — andoron Gliaraktoi'isbikon 
dos F. S.j so orliillb man: 

M MI-1'1 

(6a) [a"| =. |» -y:Sn + «") =. |« . 

Daraus folgb abor naoli doin untor (63) inid (66) Bomorlcfcun, dafi alio 
Obarakfcorisbikon \a'] nntoroinaiidor von domsdbon Clmrnklcr, and 
obonso alio Gharaktoristilcou \a”\ uutoroiimudor von dom&clbon Cliaralcfcor 
and von oubgogongosotutiem wio dio Gharaktoristikou ja'] aind, daB 
also l^el tatflilcblioli nuoli (06) gloioh ist dor Bummo dor iintcr don 
Sjj-f-l Chai'aktoristikou (fli), (c«s)> («*p+i) vorkomniondon nn- 

goradon (odor govadon) Glmraktoi'isbikon. 

Damit isl oln MiUol goiiindeu, fiir jedo boliobigo ZorBolineidimg 
dor li'liiolio T dio lliomannsohon Konsbanton A,,--, kp bis' anf korro- 
Hpondiorondo Uain^o dor Poriodixitilismodalon kii boroohnon, sobnld das 
dioHor /icmriiiiciduiig goinaO § 1 onlaprooboude K B. von Por. Char, 
bokannt isb, 

Ji'dr dio spoKiollo in § 1 aiigogebono Zorschneidnng orgibb sioh^ 
ivio sohon unbor (10) angogeben, in tyboroinsbimmuug mit dom in 
§ 3 nrlialtonon Uosiillato: 

III dojii Vorsdiwindon dor goradon Kunktioiiuii (63) sumb iliron 
guradoii Doriviorboii bia xur 3ni — 3^' Ordniiiig oinschlieillicli iind dom 
Vorschwindon dor itngorndoii Dorivierbon dor migoradon FimkUonou (68) 
bis /.nr 3m- I'"” Ordnuiig oiiisdiliofiUoh sohon wir oino Eigonsohaft 
vor niiH, wolnlio don allgomoiiion Thobafiinicbionon niohb :sukomnii, 
viidinohr don /,iir vorgologbon Fliiolio T golibrigon hyporolUptischon 
Thotal'iuikbioiioii oigoiibninlich isb, mid man liab dalior ala Eigonsohafbon 
dor I'lioliunodulon, wolelio oino 'rhobafunkbioii als hypoi'ollipbisolio 
oliarakboriHioi'on, dio folgondnn ans/.iisproolion: 

VI, Sate: man dio Inic^raU dor FUidho T' von oinein 

Vrmvnitfunffspunkle ifn den 2p -h 1 dhrigen, so das Sgstein der 
, )) Nomalint<^i'alo in 3j7 + 1 Sgsteme Jcon'o^oiuliei'enda' 

l/albci' dor J?eHodiMUllmod%den iihi't deren OlmaMeHstiikm (pi), (oi); 

man [«] die Summe 
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der (odet' gmtden) unter ihnen, so verschwindoft von den de. 

Flaclis T’ (Htgeordneten ThetafmkHonm fdr die Nnlhecrle dev A}'ijmnonte 

die geradm MaikUonen: 

(VIII) #[)»+J'a]W ««<i! 

die geraden Fnt^onen: 

p— 7 H 

(IX) «’[»+^a]W 
mii alien Hwan 2*®" Detivw'ten; 

die gearaden FimkHonen: 

p—Il ;»~H! 

(X) ^[«+^a]H 

mii aUen ijiren 2‘"“ md 4*®* Derivierten; 


die geraden Fuidctionen: 

J» — <«+! p— _<itH 

(XI) [« a] W md fy [« -|-^'rt| C«)} 

mii alien ihtm 2““, 4*®", •■•,2m — 2*"" Deriviarlan,' 


ferner versclminden (Ur die Nidliv&tle der Argnmmle: 

die 8dmUi(^en l'°” Derivicrlm d&' ungemdm Fmklianni: 

(XII) d- [« -1-^ fll JvJ) itnd d' [m a | ^w]) ; 

die smiUichen and 3*'"* DemmUnt. (hr nngemden Faukiitmen: 

p— 0 p—lfl 

(XIII) # [n 4-^ a] W md ■O- 1 n a | j[«J ; 


die smnUichm l*®“, 8*"", •••, 2m— I‘““ Dmvicrtath dnr Hugaradm 
MmhHonen: 

p— 4m— 1 p— 4m U 

(XIV) ^ [»« 4-^ a I {d} nnd iy [» o] ([t»J \ 


Dioser Sate liefoii sx)oxioll: 

im l^alle j? •» S die oiiissigo Bodingimg, ila3 Itlr (v) <-> (0) din gn- 
rade Funktion ^ vorsdiwindot, 

im Falle p "• 4 die 10 Bodingungoii, diiB fUr (v) (0) din lU 

1 

gei'Bdeu Fimktionen ^[»](v} und ^[«4'^<j]W vorsoliwindonj . 
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im Falle » 6 die 66 Bodingiugen, dtiB flU* (v) (0) die 11 

1 

geradeii Funlciiionon <9' [«; + fv]! mid dio 66 goradon Funktionon 
8 

‘9’ f« + JJaJ (vj verachwindoii und ale 67*® Bodiiigung, daB ffir («) — (0) 
dio orsfcoii pai'tiellen Denviorbon dor uugoradeii Funkbion vor- 

schwindoii; 


Beaoiibob mau nuu; daB die Anssahl dor Modiiloii dor allgomoiiion 
j^'faoli unoudlichon Thotaroilie i-j7(p + l); dio Aussahl dor weseiiblicbeii 
fConslaiiton doa hyporollipbischon Gfobildes vom Giesclileoht p abor 
^p — 1 botrilgb; ao orgibb aioh ala Auxahl dor awisohon den Modulcn 
uinor liyjiorolliptiaobon Tliobafiinkiion boabebondon woaontlioli ver' 
acliiodonon Lbolationoii: 

(70) l-p (2J + I ) - (2;) - 1) » i - 1) (P “ 2)i 

dies sind iiu Fallo p « 3 t, iin Folio p’^ 4 <3, im Fallo /) =« 6 6 • • •. 
Voi'gloicht mail dieso iSnlilon mib deu obigon, ao erlconni man, daB 
dio in dom VI. Sabst aiigogebonou Bodiugungon niobb unabbiuigig tou- 
oinandor aoin kBnnoii; daB aio sich violitiobr, aobald j? > 3 iab, teii- 
woiso inttaaon anfoiniuidQr ruduxioron laaaoji, dio 10 Bodiugungon im 
l<'aIIo aiif B, dio 67 Bodhigimgeii im Fallo auf 6, 

In wolulior Wtiiao dioac Uudukbion abnbtfindol, hoII im niodrigatou Fallo 
p^4 jebxi gexoigb wordon. 

'An (loin Eiido goho man anf don XLllI. Sabz ]ing. 349 xni’UcIc 
uml Imxoiolino dio 10 Th. Char, oinos F. S. dcs Falloa p^4 mit 

(71) 

mil |f}] abor diu Sumino dor ungoradoii (udor goradon) iinbor iluion. 
Nauli Formol (rjH) iab dann: 

'i- 1 ««()» f^y i ViHf] 

“ -2 i 1 I "*■ I 1 ^ 

wonn dio dorb niibor (LI) aiigoadlniobonon Anadriloko bo- 

xoiohnou. Sotxb miui in (72) I'oj] « [« j auch (w) « (0), wodurch «= 
wil'd, HO orliiilb man, da dio Obarakboi'iabikon uiigorado, die 

GfrOBon alao Null sind: 

1 

(78) ®[»fl + I ««!o, 1 ®c«rl ■= 2 ««„ I 


Nun isb abor; 
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(74) \ntt^j§y\~\n,(i\-\n,y\'\&a,(i\’\aa,y\~ 

j3|.|w, «y|j 

man kauii dahor die Gleiobung (73) auob in dei* Form: 

7 

(7B) iC[^, =-\nfi,ny\ ^ \nfi, \ »[ , 

^=0 

scbreiben, uiid wird das diirui eufclialteno Uosiillafc mm besaor so aus- 
spreclieu. 

VII, Sata: Sind [kq], [a^], • • [Wg] die 10 Th. Char, ohm K S. 
dea Ft^fda = so yilt fik dk Qrdpen: 

(XV) = (-!)'*"* 

&[a H- p + 'B'Cfi -I- riM H- ff'IW fl'IfilC*)]) 

die Oleitdnmg: 

u 

*®IiicroJ S I I * 

mm [n’l die Sunme dey unge^aden (oder gomlan) unley den 10 Th. 
Ghar, [a] hmicJmet. 

Geht man nun von dom F. S. von 10 Tli. Oimv. |aol> |kj|, kvL 
indem man » |0] sofczt, ku oiuem F. S. von 0 Pur. i/lmr. 
(tti), (og), •••, (oy) tlbor, so oni»toht ans (XVI) dio Gloiulmng: 

0 

»[.l = ^l»> «,l 

/l = l 

und dioso rodinsiert siob; wonn man in ilir 

(77) («) = («) = (0), 
aitoli 

(78) (q) = (a^ »„«„«,) , (a) -=- (aifl6a««») 

sotzt, auf 

0 

c^®) ®W"- 2" I 

. /iBSll ' 

» 

da alle Th. Char, von dor Form [?j + ^a] iingerndo sind xiiid infolgn- 
deason die Qrafien sllmtlioli vorsobwindon. Dio 

Gloiobung (79), bei doi* die x diiroh die Gloiohungj 
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p 

(80) 

fl.[, ^ &\s + Q]m «■[« + tfipj 

uuter ((>) nud ( 0 ) die ?or. Char. (78) vorsfcfmdon, dofiniorfc sind, Koigi; 

aboi', da dio Gi'dfion + vou Null voi'sdhieden sind, dail 

dn« Voraohwindoji von di*oi dor vtor Gr6Ben: 

(« 1 ) &\n + «•[« 4 ^\n + a^Wif 

utwa dor droi oruton, dna Voracliwindon dor viortou naoh sioh zielil, 
uud da man aii StoUo vou (og) jodo dor 7 von ( 0 ^) uud (Og) voi*- 
schiodonon Per. Char, dos gogobeiiou F. S. troton lassen kann, so ist 

damii bewioaeUj daB in dor Tat das Yorsobwinden der 10 Punktionon 

1 

^I^IW 'B'l« + .^«1W fth‘ W^CO) dom Vorsohwindon vou 
droi uiitor ihiiou folgt. 

Bosonliain *) hat iu oinom Briofo an Jacobi vom 8. IX. 4d Sfiaorat 
auf dio Schwiorigkoitoii hingowicaon, woicho dor Ansdolnmug soinov Tliooric 
dor ultraollipiiBolion Puiiklionon orator Ordimug auf l>eHcbigos p doslialb 
ontgogonatohmi, woil boi grUilurom p dio Anxahl dor krodulun doi* Thola- 
rcilic liber dio An/ahl dor woaontliuhon Konstanton dos hyporclliptisolm)! 
(lobildoH hiiumagolit. 

Wrlolior Art die boaoiidoi'on liodingnngon siiid, donon dio Kodulou dor 
liy])cndii])tisL')icn Tlit'tal'unktioiiou gondgon, schomon Uiomann uud Wuiur- 
HlralJ^) su)]r I'rUh orlouiut xn liabcii; dio orate Milloiliing doi-aolbon gosuhali 
diircli Ih'rni KHnigsborgor’'); in dor obigon Form abgoloitvt hat aio xuerst 
llciT Pryiii'*). [•lino auafilhrlicho IkMqn'Oolning dor Woioi‘8ti'afi>K(Smg8- 
iKii'goi'KriKM] lioKiilhilo liiidut aich boi iiomi Vriiigshoim ^); luor ial auch 
daraiit' luiigmviMNon, duB dio im Vi. Sak niedorgulogton Jiodingungon fUr 
die ^^odu1o^ niiier liypcrcllipliaulmn TlioiaiunkUon mir ala notwondigo oi*- 
kuiint Hcieii, uiul dor Jiuwma dai'tlr, daB aio auch liinroioliond soion, iioch 


I) ItoHonhaiu, AnsKiig luohroror Soliroibnu dos Or. Itoaonhain an Uon'n 
L’ror. Jacobi fiber die liyporollipliHohon TraiiBoondonton. J. fdr Math. Bd. 40. 
IKOO, pag. 811); vnrgl. daau auch Jaoobi, Hotia flboi’ A. GOpol. 1847. Qob, 
Wtu'kc lid. 8. Boi'liii 1888, png. 146 uud: Zur OoHohiohto dor olliptiaohon uud 
AborHchoii TranHCOudonlou. 1847. Goa. Worlco Bd. 8. Borliu 188S, png. 610’ 

8) Woiui’HlraB, Zur Thoorio dor Abol’aohou li'imotionon. 1864. Math. 
Worko Bd. 1. Borliu 1864, pag. 148. 

8) Kdnigaborgor, Obor dio Tnuisformation doi’ Abol'aohon Fuiiotionon 
orslm* Ordnniig. J. flir Math. Bd. 04, 1806 , pag. 17, 

d) Bryiu, Zur Thoorio doi’ FunoUonon in oinor xwoiblllttrigon PlUoho. 
Zdriohor N. DoulcHohr. Bd. 88. 1807, pag, 10 n. f, 

6) Pringahoim, Zur ^'hoorlo dor l^ovolUpUaohon Fnnofcionen iusboaou- 
dura doijonigon dritlor Ordnimg (9 » 4 ). Hnb.-Bolirift. Mttndbon 1877 uud 
Matli. Ann. Bd. 19. 1877, png, 486. 
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ausBtehe; fttr den spoziellen Fall j) 4 wird diosor Bowois diii'oh Hoiin 
Fringsheim orbraolit. 

Die obigo Bediiktion del' 10 Dodingungon dcs FalloB « 4 auf 8 
stammt von Eeii’n Ndihor*), von welohom*) aucb dio onteprocliondo Iio> 
duktion del' 67 Bodingimgen dos Fallos p ^ 6 auf 0 duroh don NacljwoiH 
geleistot ivii'd, dad die Annalimo: 

(82) — d’[rtflg]fO]) '0-f«f/6]|[0j = 0 

das Vorsobwiiidou dor 15 ivoitoron Gi'ddeii: 

nooh sioh sielio; dio oinsdgo iveitoi'o Annalimo (} ubor hq. 

s 

dann das Versohwlndon nlloi* uooli dbrigon 45 Fiinkiionon -Oif/ + 
und das Voi'sohwindoii dor parbiellon Doriviorton dor FunkMon 
Pttr (v) — (0) bedingo. 

Woierstrafi*) Imfc ondlioli ziiei’sb auf dio Tatsaclio liuigowioNon, diiD 
aus oiner hyporolUptisolien Thofcafunlction kwoi* durob oino Hnoiiro, nlohfc 
abor durch elne Transformation liSUoron Grades initnor wiodor oino Iiyprir- 
olliptisolio Tliebafduktion iioi'vorgoho. 


§ 5 . 

Dos AddltlouBtIieoi*em der hppeirelllptlsohett ThetaAiuktioueu. 

Mon gehe auf den XXXVIII. Satis png. 307 ssni'iiok und iiohmo 
an, dafi die in dou Dediiitionsgleiohuugeu (XXXVIII) dor GrilBcn 
SBj y aufkreteuden Thetafunktionen spossioUe, hypoi'olliptiRolio Hcion. 
Setisb man dann dos Argumonbensystem (#>) «-< (0), so vorauliwiudon 

(ille GrdBen mit Ausuolime dei’jeuigou » doroii Glmrnlcbo- 

risbiken [i;] die Form babeii. Siuo jodo diosor GrSBun y 

aboi' liiBb sich^ wie jetist gessoigt woi'don soli, auf Woison diircJi 
je 2^ GrSfion x linear ausdrtlcken. 

Zu dem Fndo leibo man ssuniielisb aus dor Gloiohimg (X.I/TI) 
png. 309, dio mnu, indem P •= r gosotisb wird, in dor Form: 

r— 1 f— 1 

I £; I y[?«nl “ I £ I \ \ 

faaO ' faO * 

1) Nfibhor, Kur Tbcorie der TkotnfiinotionoD von vior Ai'guinoiibou. l^nbli. 
Ann, B(1, 14. 1870, pag. 848. 

8) Nothor, Zur Theoxio dor TboiaAiiiotionen von boliobig violon Argu< 
monton. Mntb. Ann. Bd. 10, 1880, pag. 870, 

8) KOnigsborger, Dbor dio Frivoiberung dee Jaooblsobon Tnvnsfbrinnbions- 
prinsips. J. fOr Mabb. Bd. 87. 1870, pag. 178, 



Abloituiig dosaolbon aua dor Eioanrumaohon Thotofonnol. 


466 


schreibo, imd in dor A und S irgond zwoi adjungierte Gfnippeu Torn 
Bange jp bezoicbnen, duroh 7oi‘tfiU8ohuug von A und B dio woitei'e: 

r— 1 r— 1 

(86) 2 1 e, Sj I !/[,j ] - 1 1 !, « I 2 1 V, a, I 

p«iO ’f 

ab; graife uuii aus don + 1 dos zur vorgologten Flocbo 

T' im Siimo dos § 1 gebfirigon F. 8. von Per. Olioi'. p beliobige 
beraua, die mit (c^), • • (u^ bozoiohnot aoion, und bildo dio zu 

ibnen ids Basisobnroktoristikon gohdrigo 8nippo A Ton 2^ "Per. Cbai*. 
Idontifiziori; man donn in don Formebi (84) und (85) dio Gi'uppo A 
mit dor soeben gcbildoton, so iat an St^o ron B jone Gfruppo Ton 
2^ Ohnraktoristikon xu aotzou, wolche auf p linoaininabb&ngigo zu 
don Pei'. Choi'. (a|), (a^), • • •, (a^ f^z^etiaobo Per. Char., etwa: 

(80) (ft) (“p+i«Bj>n)» (ft) “ (*p+8®l^+l)> '“t (fti) “ (®^ji*>l>+l) 
ids Baaisdiai'fllctoi'isfcikon aufgobaut warden konn. Sotzfc man dnnn 
nooh, indem man wio immor mit [n] dio Summo der ungoradon uiiter 
den 2p + 1 Por. Gbni*. dos P. S. bozoicbnet, on Stollo ron ji;] dio Char,: 

(87) ■ ■ ■ «,]> 

80 verecbwiiidon, wio man unmittolbar aiebt, auf den linkoii Suiten 
dor Gloiobungon (84), (86) infolgo dor obcn gemachten Voraua- 
Hotzungen alio CrOflon j uud j, fUr weMe p > 0 iat, und 

man erhy.lt so dio Qleichun^n: ^ 

r—l 

C^'*^) ?Av.i ^2 1^®* 

r—l 

f S)0 

ZU donoii man iiocb boraorkon kaim, doB da (aj, (a,), •■«, (tt^) 
aus don 2p -h 1 Por. Chav, dos P, S. wmkflrlich hornuagogriffoii 

siud, dor Itupiitsuniant oinor boliobigon dor uicht voraoliwin- 

dondoii Grbfion p iat. ^ 

In don boidon Pormeln (88) mid (^9) kaim man fHr [£] jedo 
dor 2’*^ Til. Char, sotzon; os onist^ion abor, wio pag, 810 ausoinandor- 
goaetzt wurdo, auf dioso Woiso aua jodor Pormol im Cauzoii nur 
2^ vorsohiodono Cleioliungen^ imd zwor gewinnt man dio in (88) ent- 
Imltouon Giloiohungon, indom man mit (ft), (ft), • • •, (ftj p Poi'. Char, 
bozoiolinot, die znaommon mit den Por. Ohn.r. (ft), (ft), • • •, (ft) 
2jp linoarunnbliiingigo Ohtu'oktoristikon bildon, etwa: 

(00) (ft) “ («ifl^|,+l), (^a) (ft)) =" (ft(«8p+l)j 

mit (ft), (ft), (ft_t) dio 2'’ Per, Char, der auf ilinen ala Basis 

iCrniori Thotnlkinktionaii 
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a.ufgsbauteu GK'uppe, mit aber eine willkflrlicli bloibondo TJi. 
Obaj:. and dann in (88) an Stolle von [£] dei* lloibo nnob die 
2" Th. Ohar. "•» Bntaprocliond 

gewinnt mnn die in (89) enidialtenen 2^ versoUiodenun Gloiohniignii, 
indem man mit (yj, (yj), P Per. Olmr. boKoiohiiot, dio ku- 

aammen mit den Per. Char, (oi), (wj), - • (a^) 2 ^j Ihienniiinb- 

bilngige Per. Char, bildeni etwa: 

(91) (}/]) ■= («|,+i), (y*)-™ ‘ ' *' ™ (®2ji); 

mit (c,^, {c^)f • • •, (c^«i) <lio 2^ Per. Char, doi* auf iliiion iiIh 
B asis ftufgebaaton Criippe, mit [^q] willktlrlieli bleibondn 

Th. Ghai*. and donu in (89) an Stolle von [g] dor lieiho nnch dio 
2^* Th. Char. RoCj, [go^^r-i] ti-eton lilfil. SoUt man diuin 

sohliefilioh nooh [fg] » [%], so erhillt man auf dio niigegeboiio Woiso 
aus (88) und (89) dio beidon folgendeii Systomo von jo 2'' (Boichuiigen: 


r—\ 


(92) 

•fVhl ^2 

r— l 


(93) 




Sowohl die rdchten Soiten dor 2^ Gleiehungon (02), wio dio rooliton 
Seiton doi* 2^ Gleiohungou (93) ontliolton ssuBoinmon dio HllmilioUcn 
2^' GrSfien ns and jedo uur oinmol, und da dnroli Addition dor 
2^ Gleiehungcn einea jodon dor boiden Gloiohuiigonsystoino dio dom 
Systems (XXXIX) png. 308 augohdrige Gloiohung: 

(94) =_2'ho>'l*[.1 

f«l 

hervoigoht, so roprdsentioron diosolbou oino morkwdrdigo Zorspaltuiig 
dieser Gleiohung. 

Die Yei'sohiedonheit, woleho hinsiolitlioh del* Gostalt dor Bnson 
der auf deii reohten Seitcm von (88) und (89) nuftrotondon Gruppou A 
und B hei'i'soht, versohwindet, wonn man stntt dos P. S. dor 2^) >|- 1 
Per. Char, (ft^), (a,), («i|,xi) oin dui'oli Addition und llin^uniihmo 

einer beliobigon Th. Char, '[ao] dnmia abgoloitotoa P. S. von 2|) -h 2 
Th. Char. [«i], [ai], einfOhrt. Da nlUnlioh: 

(96) (ttj) - (ao «;) , (e^) (4 c(i) , ■ - ■ , («J “» («o «?) 

iat, so wird die Gruppe A von alien Kombinationon gorndor Ordnung 
der j)+l Oharaktoriatiken [4]) M, •••, M gobildot imd das auf 
der reohten Soite von (89) stohande System dor 2? Gliaraktoi'istikeu 
B®^1 (^"“0; Ir*'; >*““1) geh^ wonn man nooh dio boliobigo Oharalcte- 
ristik [Q duioh [g«o] ei’setzt, in das System der 2^ Th. Ghav, 



ISndfoi'mol. 


407 


(P W]> WL ' • ■; [o»-iJ 4io Wflsonlr 

liehen Kombiiiationen del- i)+ 1 Tli. Char, [ffi], [«!], • ■•, [«'| siiul. 
Ill dorsolboii Woiso liostoht dio Gruiipo init der Bania: 

(90) (A) = (aj»-^l«ap^ 0; O^s) =“ (tfH-fi«ap.n), • ' (/Sp) “ (a8;,a9p m) 

aus alloii Kombiimtioiiou goradar Ordniiiig dor |) + 1 Ohrti-nktoriatilcoii 
Wp-^A) r^aa+ij iiiid os gohl das auf dor rooliioii Soito von 
(88) stolieudo Systoni dw ^ Charaktoristikou (p=-0, 1, r— 1), 
wonn man bier !’&«>, .|.i| siiatt; [gj soliroibfc, in das System dor 2/' Tli. Oliar, 
[g&JJ (p “» C, 1) ilbor, wo [/li], \hr-{\ die wosont 

lichen Kombinationon dor Th.Cliar. - sind. 

Db oudlicli infolgo dor pag. 287 bowioaonen llcxiolimig 

(97) [n]=-M + F+TKl 
auf don linkoii Soitou von (88) und (89): 

(98) [i?oi "= ly • • • <] = ti 

wird, so kaim man die Uosultato dioscs Paragraphen in folgeiidon 

Satz zusommonfasson: 

Vm. Satz : JI£a« teile die 2p")-2 Qiarnhinristiken I'wq' |, j w, '],•••, [aa'p+i | 
jenes F. 8. von Th. Ohm\, iodchea aus dm im VI. Sals {fonanntnn F. 8. 
ron Per. Char, du/rd^ Addition and Hinsanahm einm' hdiehitjon Th. Char. 
|<| hci-vonjeldt m moei ITalften, |VJ, kp'I die rhm, 

[«/+»]; l«AaJ> •••; l«aV+i] die andtar.^ nenno l>iT» 
die f = 2^ Th Char, des Sijsicms mit dor Bash |«/l, j«'|, 

dageffen [VJ, p,'|, die r - 2^' Th. Chm\ des Systems mil 

H&i' Bash [«/+iI, («/+8|; • ■ ‘1 l“8V+i.l> hegoieJm: mit I»'( die 
Samme tier ungtmdm {odor gernden) anter den 2^ -h 2 Ohm'akterhlikvn 
fa I, mit |iyj,| die Charakterhtik : 

(XVII) h/ol = [k «o • ffp] “* Kp+a ■ ■ ■ ttSp + i jj 

mil [SI <d)er vim hMtdiige Th. Ghm'. Bildel man dann am den mr 
vorgelcglen Flndic T' rngm'diietm hy'gereXl\^iih<d\vin Thetafa^Umen, 
W(ditv.nd man tinier u , &t « 1 , 2, . . • , ju) wiahhdngige VatinUe 

verslvMy die AmdHicke 

p 

^ L® “H p + ( t] Cm -h w + w J 0' I'fi + p] C«} O' [fi H“ d\ & [«] {— tv} , 

p 


(XVIII) 
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80 hest^ien giiMien diesm din Qleiehungen: 


(XK) 

r — 1 

^flo] 

(XX) 



VamUtelst diesor GleitHiungm hmin man jede dm' mi Null 

v&'scliiedenen Grd/inn y mf 2 ■ 2 ^ Wemn dm'cli jc 2 ^* Orofim a; dm'- 
atellm. 

Aub deu Foimolii (92) imtl (9iJ) otlor (XIX) uiul (XX) urgobon 
sioh fill’ (w) -(—«), indem man zwoi Formoln inifc dov gloichon 
Cbarakboristik [17 + 9 ] diii'oboinnndoi' dividiert, AdditiuuHtliuoromn 
fttr dio Qnotienten byporolliptiBchor Tbotafunktlonon; Hlr (v))»»(if;)»(()) 
dogegeu Belntioneu zwiaohon diosoii Fmikiiouen^). 

Dio Formel (89) stimmt im wosoiitlichon mit oinor voji Jrnn'ii Klhiiga- 
borger^ mitgotoilton Woioi'sla'afisolieu Foimol flboroiii; din h'nrninln (9^) 
und ( 93 ) sind von Horrn Prym®) angogobon wordnii. llovr FroljoiiinH'M 
bat gozeigfc, wio man aus don obigon Additioiiailioornmou jono liolntionnii 
abloiton kann, wolclio un liyporolliptiaolion FnJlu zwiaolmu dnn Nullwovbin 
dor goradon imd dor Dcriviortou dor iingoradon Tiinlafuiiktiotion boalnlioii 
und welobo im l<'alle p~2 aohon von li. 08 nnbui]i°), iiii L<'ulIo ninoa bo- 
liobigen p zuoi'st von Horrn Tliomao*') angogobeii wunlnn. 


1) Vorgl. daKU Fringslioini, '/aw Tlioorio dnr hyporollipliHnlioii Piiiic- 
tionon otc. Hab. - SolirifL. Milnchon 1877 und Malh. Aun. Jjcl, 18. 1H77, piig. 4«ri; 
Bolntionen smschon hyporoilipliaclion Thobarankiionnn liubun huh dnn algC' 
braisobon Ausdrdckon fdr dio' Thotaquokionton Driaxobi (ba I’nlaxinnn di 
GOpol per Ainxioiii iporollitUolio d* ordino qnahmquo. Ann. di Mat. (8) 
Bd. 10. 1888, jiag. 101), Brnnol (l^fcudo Hur los rolationa algdbriquoH unlro bm 
fonctions hyporelliptiquoB do goni-o 8. Ann. do I’fto. norm, xiiinh'. (8) lid. 18. 
1888, pag. 100) und Craig (On qiiadruplo ThotaftmolioiiH, Am. J. Jid. 0. 18H4, 
pog. Id: u. 188) abgoloitot, 

8) KUnigsborgor, tibor dio Tranaformabion oto. .7. IVlr Malh. Ud. Od. 
1880, pog. IT. 

8) Frym, Unterauobungon tlbor dio lUomann’Holio TlmliiF, oto. /nist, 1HH8, 
pog. 04. ' 

4) FroboniuB, ttbor dio eonafcanlon Faotoron doi- Thotivroilion. .7. fVlrMalli. 
13(1. 08. 1880, png. 844. 

6) Boaonbnin, MfJuioiro aur loa ronotiona oto. Mdm. i)i*(Jh. Hd. 11, iHfil, 
png. 488; dasu: Webor, tJbw dio ICiunraor’soho Fltlolio oto. J. fllr Math. JJd. 8d. 
1878, png. 888; Krnnao, TJobor oinigo DiiTorontialbosciohungou im Gobiolo dor 
Thotaftmotionou RW(dor Vortlndorlichon (ISrato Mittoilung). Math. Ann, JJd. 88. 
1880, pag. 1 undi Dio Tl’amforiuntion dor liyiMiull, Fiinkb. oto. Xipn.lHHO, jmg.d?. 

6) Thomno, Beitrng aur Boatimmung von ^^(O, 0, ■ . 0) duroh dioKlnHBOu- 
modttlu algebriUBolioi' FunoUonon. J, fttr Math. Bd. 71. 1870, pag. 801 
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J)lo rcduzlorbavou Abelsclion Intogrnlo 
und die zugolidrlgon Thotafaiiktionen. 

81. 

Beduktlott Abelsolier Integrale auf eUtptlsolie. 

Gcgebon sei ein Abolsdios lutogrnl orstor Gattnug^): 

(1) 

wolohas (lurch die Substitution: 

(2) £ - y), ff »= Kfa-g) (1-^*1) - ?/), 

wo <P(,r, ij) uud y) rationale hSiiiktioiion von ;v und y bo- 
zoiclnion, nuf dns olliptisoho Iiitogml: 



rodiixioi'l \vor(lG. Dn die 2p Poriodixitritsmodulen des Abolsohen In- 
togrnlH (1) gCHchloHSono Intogrnlo iu dor Itiomonnsolion Fluolio (x, y) 


1) Man Icaim <1iu> I’roljloui doi' Koihilcliion Abolaclior Inlogralo aui' cllip- 
limihu niit JHlI'o oinoH itn wcaonlliohon iHiFAbo] (Pi'doiH (l*unc tlidorio dos fono- 
tioiiH ulliptiqiiOH. 18S0. Oouvron compl. Bd. 1. CliriNtinnin 1881, pag. 618) xu- 
rOHkgtilioiidim HutxoK, don llovr KOnigsbergor (Uobor dio llodnction liypov- 
olHplitKshor Inlcgiivld luif olIipliNobo. ). fHi’ Math, I3d. 86. 1878, png. 878^ 
Uobor oiuo liuxiuhnng dor oomploxon Mnlliplioation dor ollipUschon Intogrnlo 
xur Itodnotion gnwiBRor Klnnsou Abol’nolior Bitogrnlo nuf olUptiaoho. J. f(lr Mnth, 
JUl. 86. 1870, png. S17( t^bor dio Itoduotion AboPsohor Inlogrnlo nnf clIiptiBobo 
mul liyporoIliptiBoho. Mntli. Ann. Bd. 16. 1870, png. I74t Uobor dio Boduotion 
Abol'Bclior Intogrnlo nuf niodoi'o lutogmlformon, Bpooioll nuf olliptisoho Intogrnlo. 
J. fdr Math. Bd. 80. 1880, png. 80 undt Allgomoino Untorsuolumgon nus dor 
'L'hooriu doi‘ DilForoiitinlgloiohungon. bpx, 1880) wiodorholt oingohoud oi’Ortort 
und bowinsou hnt, tntBitohlioh nuf dio Intogrnlo orstor Gnttung bOBohrllnkon, da 
nnoh (lioHOni Sntso unmor, wonn untor don Intogrnlon oinor Klnsao sioh solohe 
iindon, dio nuf olliptisoho Intogi'nlo rodusioibnr Bind, dieso Bodiilction nuoh fflr 
oin Intogrnl orstor Gnttnug dor Klnaso BtattSndot. 
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sincl, ihnen also auoh gemaB dor Substitittioii (2) gosohlossoiio Into- 
grille in der ITlliolie (|, a) ontisprochon, so sotKou sicli dio 2p Porio- 
dizit^tsmodnlen (a„ («» 1, 2, •••, 2j)) des lufcogrtils (1) aus don rAVoi 
Periodizii^lfcsmodiilen v, dos Integrals (3) zusnimneu in dor ]<'orm: 

(4) ( 0 „ « Uj + H»„a Uj , («-i, a, . . . , a;.) 

wobei dio m gonze Zahlen bozoiobnen. 

Bieser Satz gilt auoli nmgokehrb. Botzon Hioli niltnlicli dio 2p 
Poriodizitlitsraodulon (« *= 1, 2, •••, 2jw) aus zwei GriSlion i>j ku- 
Bominon in der Form (4), so ist das ziigohorigo AbolKcho Intogrol 
stots auf ein elliptisolies raduzierbar. Zunilobst hat tnnn zii zoigon, 
dafi dio beidon GrBBen v^, weloho in dou G-loiobuiigon (4) anf- 
treten, stots ols Poriodon oinor doppoltporiodisclion Fiinickiou go- 
nommon werdon kdnnen, wozu notwondig nnd hinroichond ist, daB, 
wenn p, ihre roellon, ihro latoi'olon Toilo bezoiohiioii: 

(B) 

ist. Bozoiohuot man abor don roollon Toil von mit i/,,, don Jalo- 
rnlen mit tj, ao ist uaoh (4) png. 120: 

"" Vjp+/t £jri) > 0| 

/I cal 

and da auf Grund von (4): 

C^) Pi + Srt “ («— i,a,- -,9))) 

also: 

/‘■"l /IS,] 

ist, so ist in dor Tat pitfs~P 9 ^i von Null vorscliiodon und innii 
kaim dio lleibonfolgo von luid tiji so wiihlon, dab 

(9) Pitf9--P9tfi>0 

isi^ danii ist abor stots ancli: 


/i*-i 

1st nun A(tO oino oinwortigo, mit don Poriodon v^, ii, doppolt- 
^•lodmobo Punktion dor komplwen Vorltndorliohon u, woloho iin 
ISndliolien koine wosentlioh siugullu-o SfcoUo bositzt, so wird A(iO, 
Tvonn man fHr a, das Abolsobo Integral orator Gnttniig (]) aotzt, zn 
oilier rationnlen Fimktiou <P(®, y) von a: und y, Es wird (labor woitor: 
nn d.Uu) du d(9 
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odoi*: 

(12) 


du den 
“ dx(u) 

dit 


iBb nun spossioll A((() oiuo Funktioiij dio im PoriodonpEU'ftllologi'amino 
luir an sswoi Sfcellou oo' wird, sodofi: 

(18) 'iM _ +'W"T^’T^+o 


is(^ 80 folgb nus doi* Gloichimg ( 12 ): 


( 14 ) 


<1^ 

^ 

dx " yd^*^ ^*+ rf® -I- 0 


und es geKt, wenii man dio rationnlo Funktion (D(s6, y) uls uouo 
Variable wShlt, das Litegral tt in ein olliptisobos Integral orator 
Qnttuiig tibor.^) 

1. Satz: Wird das Melsdie Ini^’ol oyster Gat^g: 

(I) /p(®,y)<?® 

dureh erne SiibsiHuUon: 

(II) J = ® («, y), 1/6(1 -l)(i -■?«)' - ?!«•(*, 9 ) , 

WO ®(a, y) und 1^(3:, y) raHontdo l^^ddi<ynGn von x und y smd, auf 
das oUiptische Intcgr^: 

(III) C 

mhtgioHf HO seism sidh seine 2p PeriodmUdsmod^en (« « 1, 2, • • • , ^p) 
auH don boiden Pcinodisitalsinodulen Vj, Vj dieses letelereti tfusammen in 
dor Foi'm: 

(IV) + 

wo die m ganee Zdhhn heseichnen. — Setsen sidt umgekehri dio 2^ 
PoriodmiUistno(hlen eines JMsclien Integrals aus swei Qrofiet* Vi, Vj 
susa/infuon der Form (IV)) so isi dassdbe stets dwrcii eine S\d^UiuHon 
v&i% dfst Form (II) auf ehi dUptisdies Integral red/ui^ba/r. 


Man nohmo jotsst an, daB die 2 p PoriodizitHtBiuodulen ta^ 
(« ~ 1 , 2 ) • • • , 2p) oinos Abolsohon Intogi-als (I) sioh ans zwei Gh'Bflon 
i»i, Vj znsammonsotzen laBsen in dor Form (I^, woboi man Yoraus- 


1) Aiipoll ot Goursab, Thdorio dos fonobionB algdbxiquos ob do lours in- 
bdgrolOB. Paris 1896, pag. 868. 
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setze, dafi woder die 2jp Zablen nooh die Sp Zablon oinou 
gemeinsameii Faktor hesitzen^ nnd stelle sieli die Aiifgabe^ das Sysfcom 
der 4|} Multiplikatoron: 

^ ^ Wi»» »*si» *»SA> 

durch gaiizzahligo liueare TraiiBfoimatioii doi* Poriodon auf oiiio 
mdgliohst oinfaoho Foim zu bnngon. Ftlhvii man abor on Stollo dor 
Ferioden a noue 0 ' ein mik Hilfe eiiioi* ganzzabligoii liuoaron Trans- 
formation: 

(16) tOfl Cfia Oft , --.llrt 

aal 


bei del' die 4p^ ganzo Ztdilon bozeiohnon, wolelio don j^ng. 242 
angegobenen ftolationoii goutlgmi, so wil'd: 

(17) fijji = %ivi + wJjBvj,, (/!»«.- 1, art 


wo; 

(18) 





in 


'«fi > 




isb. Hon boinerko nun vorei'si. Naoli (10) bositzt dio dort ani' dor 
linkon Soite steliondo Summu oinon positivon Wort, nonnl man don- 
Bolben h, sotzt also: 


(19) 







so isi, da auf Grand dor liolatiunou (8) pag. 242: 


ist, anob: 

( 21 ) 


fi^X 


Ow^iw*p+/i,i — w>;m) = 


OB wird also dor Wort dos Ausdmckos (10) duroli linoaro Trans- 
formation dor Poriodon o) nioht goitndort. 

Mon lasso nun weitor an Stollo dor Transformation (16) jono 
Bpeziollen ganzzahligou linooron Tronsformationon trabon, ans donon 
nooh dom V. Satz pag, 163 jodo bdiobigo gaiizzalillgo linoaro Trans- 
formation zuBommongesetzb worden kaiin, uud botrnchbo das jodosinal 
durch die Gloiohungen (18) golioforto Syatom von Zidilon 
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Der Ti'AUBforiiintioiv oiilsprioht ein Systom von Znlilen m', 
wolchoa aus dom Systomo (16) dadiii*o]i liei'vorgobt, daB man dio 

!E!lcnioni;o dor p + (j’®* Vorfcikalroilio ssu denoii dei* addierl. 

Dor TrnnsformaiiioiL enlspriolit oiu System von Zolilon in\ 
wolohos iiuB dom Systomo (16) dadurch hei'vorgoht^ daB man die 

ISlemonte doi' Vortiknh'eiho mit denou der p + vertAusohi^ 

niichdem man dioso lotstoren zuvor mit — 1 multipliziort hat. 

Dor Ti'ansformation ontsprioht ein System von Zahlon m', 
wolchos Alls dom Systome (16) daduroh hervorgolit, dafi man dio 

Dlomonto der cr‘°“ yortikulroiho m donen dor p'®* addiort mid gloioh- 
zoibig dio Momonto der j)-!- p*®" Yertikalroiho von donen dor + 
subtrahiort. 

Dor Transfoimation ontsprioht ondlicli oin System von 
Znlilon m', wolchos uns dem Systomo (16) daduroli horvorgeht, doB 
man dio Dlomonto der p'®" Vortikolreiho mit deiien dor 0 ^®“ und 
gloichzoitig dio Elemonte der p + Vortikolreiho mit donon dor 
p + 0 *®” vortausoht. 

Indem man mm zuniiohst nor die Elemonte dor zwoiten Hori' 
zontAlroiho ins Augo fafit, koim mtiu dnroh pasaend gowiihUo Trons- 
formationen A^, (p -= 1, 2, • • •, ji) aus dom Systomo (15) oin neuoa 
ubleitoii, boi dom » ■ ■ • — »» 0 isl, und hiorauf aus 

diosoni iliircli Ti'ansformationon G^„ (p, tr « 1, 2, • • • , p) ein nenos, boi 
dom Huch p-~ I dor p Zahlon don Wort 

Null bositzoii; dio p*® diosor Zahleii Imt daun wogon (10) oinon von 
Null vorscliiodonoii Wert und zivar^ <la ilir absoliitor Boti'ag mit dem 
groBton gonioinsamon Toiler dor 2p Zahlon •••, Ubci*- 

oinslimnit, don Wtu’t ± 1. Dioson Wort loinn man endlioh, ihlls or 
— 1 ist, (lurch oino Tmnsformution B^^ in -I' 1 voi*wandolii und dnrcli 
oino Tranaibnnation P an dio p-l-l‘" StoUo bringon, sodaB dio 
Eloiiionto dor zwoiton iLori/ontah’oiho schlioOlioh dio Worto 0, 0, * • 0; 
1^0, •••,() hositzon, mid os hut daun in dor orateu Horizontalroilie 

auT (xrnnd von (IH) wjj, don Wort hy wiihrond man indom 

man nuuoi'diugH als GrBfio oinftihrt, gloioh Null 

iimcbon kann. 

liulom man mm dio 1'® luid p + l‘° Vortikalroiho aus dom Spiole 
lilBt und dio 2p — 2 (Ibrigon Elomento 

orslon Homontalroilio ins Augo foBt, konn man 
in dor glolchon Woiso wio vorhor zuorst dnroli possond gewilhlte 
TrAiisformAtionon A^, B^ (p»2> jp) oin neiios System ableitoii, 

boi dem ea . . . »» « 0, und liioi'Auf aus dioaem durcli 

Traiisformntioiion (p, tf « 2, 8, p) oin iieuos, boi dom 

mioh *«•••« =■ 0 isi 

Aus dem Systomo (16) ist auf cliese Weiso das System: 
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( 22 ) 


It, 0, 0, ■■■, 0; 0, 0, •••, 0 

0 , 0 , 0 , 0 ; 1 , 0 , 0 , 0 


hervorgegaiigoD, und inan wird daboi entspreolioiul dor frllhovon Aii- 
nahme h Und oIb rolntiy prim Torousaotzon. 

Im FdUe konn man endlioh durch f»^^s,]-maligo Anwon- 
dung del* Traiiaformation welcho dio Subtraktion dor 

Blemento dw 1“*“ yeri;ikab.'eib.e von denen dor p + 2*®“ und dei* 2‘““ 
von denen doi* p + 1*®" bewirkt, das System (22) auf dio oiiifoolisto 
Form: 


(23) . 


1, 0, 0, Oj 0, 0, 0, 0 

0 , 0 , 0 , 0 ; 1 , 0 , 0 , •••, 0 


bringen, und es ist dann: 

(24) m, •»«!, 

wabrend dte 2p — 2 tlbrigon Qrdfion a don Wort Null bositzon. 

Im Ftdle /<: > 1 leito man aus (22) zunuolist duroh dio TrniiH- 
fonnation oin uoues System ab, boi dom dio Nlcmunto dor 

ersten Horizontalroihe die Werto: 

(26) h, h, 0; Oj — ^ 

besitisen, und hiorauf duroh Transforiuationon A^f danuis oin nonoH, 
flir welohos diese Elemente: 


(26) 


h, 0, 0, 0| — 1; ^ 


sind, wabi-end dio Elomento der zwoiten Horizontalroilio jodosmal iin- 
ge&idert geblieben sind, und bringe so, indom man sohliofilich nocli 
die GrbSe u,— neuordings als Grdfio Vg oinftihrt, das Syatom 
(22) auf dio einfachste Form: 


(27) 

sodaB: 


0, 0, Oj ' Oj 1, 0, 0, • • •, 0, 


(28) 




ist, wahrond dio. 2p — 3 ilbrigon Grfifion co don Wort Null bositzon. 
Man hat so don 


n. Sats: 8elgmMdie2pPGnodieitUtfimodulen(o„(«’=»ifU,">,2p) 
ernes AbeJsdhm Integrals mt&i' Gailmig ms mei Grofim Vx, Ug eusammm 
m der Form (IV) tmd seUst man: 

(y) ^ Ki »*i,+M - 1 %,) ■= ± * , 

/i=i 

so kam man dieses Integral stels dmydh cine Uneare IVansfornwMon so 
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umformn^ da^ unt<H' llimtna^nw sUtes passend gewahlt&% honaUait&i 
Faikiora seine. 'Pmodieititts^mdnlen: 

l , ini Fallc k=^l: 

(VI) roi-wi, (Oa = ---«»(Op=*0; » roj^>= 0; 

a, itn FalUi1i> 1; 

(VII) 10^’=* jei\ ■«•••«*» 0| 

®p+l = »; “/i+s" jT' 

sind, wo a dm Jconiplexe Owfie mit negcUivetn t'edlm Teile heeddvnct. 

Kohrt man nochmnls ssnm Systomo (22) ssurflok, so orkennii mnn^ 
dafi man don Fall 1 duroh (lio Transfoilnaiiou Ordnung: 

(29) = — 

^enn man nachhor (lio GrSfiou hv^y uonerdinga als Grbfion i>|, Vg 
oinfllbrii, auf don Fall il; =>> 1 zurtic^filhron kann; man orh&lt so untor 
Anwondiuig dos il. iSai»se8 don 

m. Sate: 8eteen8iclidie2pFeHodmtatsniodulmoJtt^Xy2y'’'y*ip) 
eines Aielsehen Iniegrds &‘8^ Gaihing mts ewd Gfd^m Vy , mtsanmen 
in der Form (IV) vmd ist dahd: 

(VIII) ^ ()»^, w^,j,) ^±h, 

so hann mm dieses hUegi'al steta dnwdi nine Tranaforntaiion Ord- 
nmy so tm^ormen, dafi unter Iliiminahne eines pasamd gewdklien 
konslanlen Faktors seuis PenodisitdUnnodiden: 

(IX) raj = ari, Og =.... = 0)^=. 0; %^x'~ay m, •••*=• raa,= 0 

sindy wo a einc komjicsBO Gro^e mit negaiimn r^hn Tdle hceddmeL 

Nimmi: man m dom Intogralo mib don Poiiodon (VI) odei* (IX) 
boz. mib don Voriodoii (VII) p^l andoro Inbogrolo dorsedben lOaaso 
hiiizu, woloho mib ilim oin Systom von p lliemannsobon NonnalintO' 
grolon bildoiij so orliiUb man fUr doron PoriodiziUitsmodulen dns fol- 
gondo Solioma: 

1. im Fallo dor Gloichiingon (VI) odor (IX): 
miy 0, 0, 0; Uy 0, O,"*, 0 

0, stiy Oy Oj 0, Oyaj (Xjjgj '•*, 

(30) 0, 0; 0, Ogu tZggj Ogp 


0, 0, 
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3. im Falle der Gleidiungen (VII): 

set, 0, 0, 0; a, y, 0, •••, 0 

0 f sei, 0 , 0 j y , Ogij Ogg} ■ • 

(31) 0, 0; G, Ogi; Ojigj ■ “} Ogp («/( f “ “v/O 


Oj 0, 0, '•*, sei'y 0, fflpj, •■*, (tpp. 

Indem man nun von deu InfcQgmlen m don inToraon p<n'io< 

dUcHen Ihmktionen ttbergelit, hut man also das Bosultat, d(i3, wonii 

sich untor den Perioden (aZi’s’...*y 

disohon Pimktiou die Perioden oinos PeriodonsystomB, ntiwu 

p) ana zAvet GrSBen v^, KuaainmouBoUon in der h'orin : 

(32) Wi a == m„i vj H- m„B u# , (« i. ■ ■. ^p) 

dann aioh steiB ana don Poriodon durcli oino TriiuBfoj'matiou Z:'"' 
Ordnuag, wo Jc dnroli dio Gleidiung (VlII) doHniorl isli; dio Poriodon 
(30), im Pnllo %>1 aber dnrch oino linoaro Trimaforinaiion din 
Perioden (31) abloiton Inaaoii. FOr dio xugohdrigon 'niobtfnnkbioiu'ii 
abor folgb der: 

IV. Sate: Findet si<dt mUr dm AheUchm Intcymkn niufir Kltmv. 
mn aoldics, das auf ein dliptisclum Integt'ed mheicrltm' isf, dmnn 
Periodmiaismodidat <o^ {a= •••, ifitdt also tm etoni (iwfim 

1 ^ 1 , Vg msattmensetem in dor Form (IV), so garfdlU dio guf/olimtfo 
TheUxfmMon naclt ctnei* IS'ansfortnaiion Gr(/nM»//, wo k duroli dio 
Gleichmg (VIII) deftniorl ist, in das VnKliikt imor ThoUtfunUum von 
einer imd eincr sdedion von j? — t Vorandcrlichon, und fmwr gihl rs 
m Fdle % > 1 tmtei' den un&tdlidh vidcn mr Klasm yohurigon, durolt 
lineare TramformaHon iminander HWfidirhai'on BysUmm von T/iolU’ 
modtdm eines vm der Pbm; 

«, 0 ,..., 0 

W 'ht *hij *■■» ,, . 

» ^ ('V<v -'"j’/O 

0 , , (Jgg, • » 'f (l^p 


0 » fljji; ^pi) ^pp' 



Zorfallon dor xugoh, Thoiaf. >— Ilistonaohos. 
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Das orsto Boispiel oinos rodui^iorbaroii Abelsolion Intograls wui'do 
von Logondro^) ongogobon, doi' zoigto, dub das isum Gosohloolito jj » 3 
gohOrigo hyporolliptisclie Intogi'al: 


(83) 


/ 


djB 

ie*) (1 — 


dui'oli dio Substitution: 


(84) 


i + jtfs* 


in dio Buinmo KWoior olliplisolior luiogralo: 

(SB) _ J, _ J /■ 

^ K(y + a V«)(y’ -<!+»*)•) 

tlborgobt, 

Handolt os sioii nur nm dio Gowinimug sololior liyporolliptisclior Into- 
grulo, wololte auf olliptisobo rodn^iorbav sind, so wird man don Wog dor 
algobi'aisohoii Transformation ciiiftohlitgon, wio ilm Jacobi^) siir Trans- 
formation dor olliptisclion Intogralo angowondot lial. b'dliri man nllmlicl] 
in doni olliptisobon Intogralo orstor Oattnng: 

(36) ■ f'^, 4 = V'J(1-S)(1-«'S) 

ill] HtcDo dor Yiu'iablo | cinn nooo Vurinblo a* oin mil Milfo dor Gloi' 
oliimg^): 

(37) J 


WO //, V gunxo rationalo Funktionon von x olmo gmnninsamon Liuoai'- 
lakb)!' sinil, so gobi. dns Intogrul (36) Ubor in: 

p (U'V ~l/ir)flx 

W J yrr-v~(v'—WC^—~^^fo' 

nnd man but in dicsom Intogralo oui hyporolUptisohos Intogral gowonnon, 
dus nun nnigokohrt duroh dio Substitution (87) auf das olliptisobo Intogral 
(3C) itnlnxioi’t wil'd. Daboi ^vinl nuui boniorkon, dab dio vior Faktoi'ou 
dos Uadikandon piiarwoiso rolativ prim sind, da os 17 und V sind, dio 
Wur/ol sioli also nur daduroh vuroinfaohoii kanU) dab oinor odor mohroro 
dor vior Faktoron U, Y, Y — ET, Y— 0*7/ qnadratisolio Fuktoron ont- 
liivllniif oil! Holohor FiUctor toilt danii inimor uuoh don Ztlhlor. 


1) Logondro, Traitd dos fonoiions olliptiquos ot dos intdgralos ouMrionnos. 
S"*” HU}}pl. Paris 18D2, pag. 88d. ' 

8) Jaoobi, Fnndomonta nova tliooriao funcUonum olliptioarum. 1880. 
(ioH. Worko Dd. 1. Bovlln 1881, pag. 40. 

8) Dab dio ini Anlhngo diosos Paragraplion betraobtoto Substitution (8) 
gogonbbor dor liior vorliogondon (87) koiiio -wosontliobo Yorallgoinoinorung bo- 
dontot, soigt Horr Kbnigsborgor (Ubor dio BoduoUon oto, J. fdr Slath. Bd. 86. 
1878, pag. 877). 
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Da soil auf dan Fall, dafi XJ uud V gansso rutionalo Fnnktiouoii 
awaiteii Orodea von m aind, nUhor oingegaugen wordon. Han sotao: 

(39) Z7-(l-«)(l-(5)®, 


oa ffillt danu oiuer der Voi'Kwoiguugapuukte doa m bildondon hypoi’cllip- 
tiaclieu Integrala in don Punkt a; » 0, oiii Kweitoi' in don Vuuki a; 1, 
oin dritter iu den Punkt a; — oo, wHbrond xwoi nndovo und 

aind, und os mid, da: 

(40) r - 17 =. - (1 -h ff |S) « -h «§ = (a-’ - X) (ff - «/i) 


iat: 

(41) f^J 1/(1 - „)(l = « 

wo Kiu’ AbkdrKung: 

(43) 9 )(») = (» — nr) (* — (3) — c*(l —«)(!— j3).'B 


goaotat isl. Doinit nun das ontstandouo liypovollipUsolio Intogriil von dor 
orston Ordnung woide, bostiinino man so, da3 <p(a;) oin Quiuli'itl. wini, 
wozu notwondig und hinroidliend ist, dafi: 

(48) (b + |3) + «>(I-<,)(1-^)-T1/«P, 


also: 

(44) 

£s wild dann; 


(y«±vD* . 

(X--«)(1-W 


( 46 ) (p{x) ={x± y^y 

und dio Gloiohnng (41) nimmi dio Oosialt: 


(46) 


/ “--1/(1 -“«)(! -(5) 


' da 

■«)(«:— ■'pXfli. 


atf) 


an. Hon liat also dns Bosultat, dab diirah dio iillmliolio BiibH(ilul.loni 
(47) 


( 48 )' 


£ 


/ 


(1 — flf) (1 — ft IB 

(« — «) (® — P) ’ 
(a‘-'\/u^)da 


l)(ai —"«)(« — (})■(«> — «/!) 

1 f _ 

yTi - «) (I-'W J yfii - 8) 


/ 


(as + Y«p) ( 1(0 


y«(a— !)(« — cf)(ar - j5)(rt)' ^ uf) 

.1 r . 
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wil'd. Dio vorBtohondo Rodukiion dor boiden hyporelliptisohon Intogi'alo 
(48), anf olliptisoho isfc sohon von Jaoobi^) ongogobou woi'don. Kaii 
siolit iimnifctolbai', da8 Bio das oingaags angogobono Logondi’osoho Ro- 
Bultat als spossiollon 1^)11 (««>• — l) ontihHlt. Auob aohlioBt man aus dom 
Vorsi^iondon iiiitor Ainvondiiiig doi' Substitution: 

® (Cfj — tf,)’ 

dab bol boliobigor Lago dor 6 yoi'zwoigtingspuukto ‘ "i 

byi)orol1ipilsc]ion Vlllolio dio uotwondigo und binroioliondo Bodiiiguug fUr 
dio RuduKuu'barkoit dos bypoi'dliptisolion Intograls auf oin obiptisolios toi*- 
uiiltolst oinov Sitbfliitutioii xwoiton Grados dio isfc, dafi 



(fiO) 


1 

ft 



1 

I 

Si 

. Cfo — ff, 

Cfg ef| 

' «* 

— a. 

dfg 

* ffo ff| ' 


d. b. dab dio DoppolvorhnUnisso for^ (fg or^' ) und [oii ceg ofg rrgj oinandov 
gloioli sind. Roachtot man ondlicli, daU aus don Gloiobungon (48),' wonii 
man dio roolits auRrotondon olliptisohon Intogralo mil i/'itt/g bo:toichnot, 
lUr boliobigo Woi'lo von X! und {: 


(M) 


(i-f 


J y^s6 — 1) (x — *e) (s — '|i) (.-c — tf p) 


Ibigt, BO orkcunt man, dab sioli jodos aur Irrationulitbt 

(fiH) Yx (x — l) (® — (If) (ar — p) (a* — «/?) 

goiibrigo Tnlogral i. Qattnng dui'oh dio Substitution (47) auf oliiptiscbo 
Intogralo rodn^inron lllbt. 

So oinftioli wio boi don Substitntlonon xwoiton Grades gosiultot sioli 
abor dio Sauho im Vallo dor Subatitniloneii hOlioron Grades koinoswogs. 
'J)io8 xoigt sclion dor nllolisto Fall dor Substitulionon dritten Gi'ados. Naoh- 
dom xuoi'Si Hormito^ xwoi hypoi^lliptiseho Intogralo orstoi' Ordnnng 
angflgobon Iiatto, wololio dui'oh Substliutionon dritton Grades auf olliptisoho 
Tiilrfigralo roduxioi'i wordon kOnuon, liabon Goiiraat^), Rurokhardt**), 


1) Jiiioobl, Anxolgo von Logondro, Thdoiio dos fonotions cdliptiquos. Troi* 
Nibmo Ntipplditioiil. 1888. Gob. Worko Bd, 1. Borlin 1881, pag, 878 ( vorgl. auch 
Kotiinyi, Zur Roduotion hyporoUiptlsohoi' Intogralo. Wionor Slteb. Bd. 88. 
1B88, Abth. li, iiag. 401. 

8) Hormito, Suv tin exomplo do rdduotion d’intdgraloB abdliennotf aux 
fonotions oHiptiquos. Bruxollos Ann. boo, eoiont Bd. 1. 1870, pag. 1. 

8) Gouraat, Suv un ons do rdduotion dos intdgi'olos hypei'olllptiquos du 
socond gonro. 0. It. Bd, 100. 1886, png. 688 undi Sur la rdduotion dos into-* 
gcalos hyporolUptiquoB. Bull. S. HI. F. Bd. 18, 1886, pag. 148. 

4) Burkhardt, tTntorsuohungon aus dom Geblote dor hyperdlliptisohon 
Modulfimotiouon. Brator Thoil, Math. Ann. Bd, 80. 1890, pag. 871. 
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(61) 


£2 

ff 


121 

6 * 


8 


und dorauB folgt, da n > 3 ist, dafi der Modul dos olliptisolidn Intograls, 
auf welches ein Abelsohes Integral der oben boBoiclmetou Art roduxicrboi' 
ist, ein Modul der komplexon MiiltipHkation sein muA. Nun ist abov 
no^ dem I. Saia pag. 210 dor Multiplikator doi* koinploxon Mtilii- 


plikaiion yon der Form A -j- *1^} wo A und J3 rationale Znhluii be- 
zeiotmen, und man sohliefit daiuus, da 00s ^ rational und sin ~ dio 

Wurzel auB einor rationalen Zabl sein doJl n uur dio Worlo 8, 4 
odor 6 haben kann^ und zeigt nun weitoi* loicht) dafi alio olliptisohen 
ibitogralO) auf welohe sicdi die Abelsohon Intogralo (60) in den Fallon 


n>"d und n B* 6 reduzieren lassen, don Modul odor oinon 

aus diesem durch Uneai'o Transformation ontstohondon, alio olliptisclion 
Litegrale, auf wolohe sioh die Abelschen Intogi'alo (69) ini Fallo n »» d 
reduzieren lassen, den Modul odor oinen aus diesoin diiroli linouro 
Transformation ontstehondon besitzen. 

Spftter hat Hen* Kdnigsborger soino Untoi'Siioliungon auf dio xu 
algebraisoh auf Idsboren ^), und sodann auf dio xu boliobigou algobiuisohoii 
G-leichungen^ gehdrigen Abelschen Intogralo ausgodelmi. 

Die obigen Satze I — IV riliirou von Woiorstrai) hor; dio oi'sto kurzo 
Mtteilung darflber findot sioh bei Ednigsborgor^), oino ausitllirlichoi'n 
bei Eowalewski^); dort ist angogobon, wio man don Ifl. Satz dh'oklt 
ohne Zuhilfenahmo dos H. Batzos boweison kann; oinon soluhon BuwoIh 
gibt anoh Biermann"); dio obigo Bowoismothodo hat fttr duji 11. Batz 
Herr Poincard®), fftr don Fall jp = 2 sohon l\*Uhm' Tloir Picard’) 
angegoben. 


1) EOnigsberger, tlbor dio lloduotion uto. Math. Ami. Ikl. 15. 1870, 
pog. 17i; anoh: tlbor dio Beduotion Aholsohov Intogralo auf ollipbiuclio tiiui 
hyperelliptische. Gstt. Naohr. 1870, pag, 186. 

^ KSnigsborgor, t)boT die liednotion oto. J. f(tr Math. Bd. 80. 18K0, 
pag. 89. 

B) EOnigsborgor, t)bor dio Transformation dos xwoiton Qrados oto. .1. 
fflr Math. fid. 07. 1807, pag. 7S. 

i) Eowalowski, Ubor dio lloduotion oinoi* bostiimuton KIiuhq Abolsohur 
Iniegrole S‘*° Bangos auf olliptisolio Intogralo. Aotamatli. fid. 4. 1884, pag. 808. 

0) Biermann, Zm* BoduoMon Abolsohor Intogialo auf oUiptiisolio. Wiomir 
Sitzb. Bd. 106. 1800, Abth. H* pog, 034. 

0) Foinoard, Sur lea fonotioue abdiiounos. Am. J. fid. 8. 1880, png. 880^ 
Bohon Torhert Sur la rtfduotion dos intdgi'alos abOlioimos. Bull. S. M. F. fid. 18. 
1884, pog. 184 und: Sur la rdduotion dos intdgralos abdlionuoa, 0. li. fid. 108. 
1880, pag. 910. 

7) Pioard, Sur la rdduotion du nombro dos pdriodos dos intdgralos abd- 
liennos et, on partiouliei*, dans lo ons dos oourbos du sooond gonro. Bull. S. 
M. P. Bd. 11. 1888, pag. 86 und: liomnrquo snr la rdduotion dos intdgralos 
abdliennoB auz intdgralos oHip^quos. Bull. S. M. F. Bd. 18. 1884, pag. 168| 
kurzo Mittoilungon dorflbei' yorhor: Sur uno olasao d'intdgralos abdlioniios ot 



Spoziello Diokasflion dos Falloa j> «■ 8. 


( 02 ) 




§2. 

Spezielle Disknaslou des Falles ^ s 3. 

Ds soien 

«if 0 , fly , Ogi f 

0 , «i, Oji, 0,2 

dio Ptino(lizitS.iBmodaloii doi* boiden fiiemannaohou Normolintegrole 
Njf oinor ICloaso Abclaoher Ini^'ole Tom GeBoblooht 3; existierfc 
drum ill diosor IQasao oin rcdusioi'bai'es Int^'ah 
(63) 

BO mnfi naoli dom 1. Satz ein GHeiohuiigonsystein von dor Form: 

+ »i„Vb» 
hiei — + w*88^> 

ffo,i + Ao^, * i%Vi + 

gOii + - «»4, Vi + 

bostebon, wo die m ganzo Zahlon bazdiobiion. Damit aololio Gfloichuugen 
duroli von I7uU vorsoliiedone Gi-dfion g, h, v^, t>, orfnilt; ooin kdnnen, 
muB din Dotormiaonto: 


(04) 


(06) 


jti 0 Wt, 

0 Zi 77»2, 

«ll 0|S }«B1 rMjg 

fljj Oj, fn^ »»4, 


•“ (»>ai W 48 — w,, «»aj) «i* — («4i — »»,J ff»4i + m„ w#,j — Wji W|j) «i o^j 

-H (»ij, »I„8 - «18, »»„) %i OjB + (fWj, »»J, “ w,i w„) zi Oil 

-(- («l„ «i,j - JH,, W,,) (Oil «M — »A) = 0 


Boin; OB muB also zwieoHoii dcii Qt^Boii 0,1, On, 0,, oino G^loidmng 
von dor Form: 

(OG) (jfi 3ri> H- ( 7 , «, , H- r/j o„ zi + ffiOn + ffr, (ftii "as — "il) — 0 

bostolion. 

Man nohmo umgokobrt aui os bostebo zwiaobon eiuo 

Gleiebung von dor Form (66)1 wo dio g gonze Zohlon bozeiebnoui 


Bur ooriainoi dtinnlions diffdkentiolloa. C. A. Bd. 98. 1881, pag. 808; Sur I’intd' 
gmUon algdbriciuo d'uno Equation analogue It rdquaMon d'Buler. 0. B. Bd. 08. 
1881, pag. fiOO; Snr la rddnoUon doB inlidgraloa abdlionnoB. C. B. Bd. 08. 1881, 
pag. 008; Sur quolquoB exoiuplos do rdduotion dHntdgralos abdliennoa anx Intd- 
gralos olllpbiqnes. 0. B. Bd. 08. 1881, pag. 1180 undt Snr la rddnotion dos in- 
tdgralos abdlionnos auz inMgralos dUiptiques. 0. B. Bd. 94. 1884, pag. 1704. 

04 41 
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XI, 3. Spezidllo Diskiission des Fnllos » s. 


Tind atello die Frnge, ob dies auoh dazu hinreiohend isfc, dafl die ssu- 
geherige Klaase eiu reduzierbaves Integral euthalte odor, was dasselbo, 
ob zu den Zablen ^ ganze Zablcn m so bestimmt werdeu kilnnon, dafl: 

JMSI — Wji JM„ = 

(67) « q ,. , 

(»*11 ^»88 — »*81 »»18) - (m*S1 »»« — M*88) *= Qb 

ist, und femer die fflr die m notwoudigo Bodingnng, dafl: 

(68) (m* 11 Mijj — Mji JHij) + (w^j — ?«ji »/jj) =. h 

positiv sei, erflUlt ist. 

Ans den Gleiohungen (07) folgen sofort die Gloielmngon: 

(will 9 Mi ,8 — ffijj) = _ (W,jj g-j _)_ 

(«*11 »»8B - »*81 M*ia) M*JS ■=■ - (J»18 (7l + «*88 ff*) ; 

(m,! )% — »*5J Mjjj) ^ 

(»*11 »*B8 — *«81 w^is) »*a8 *=■ »Bi 8 (7^ + w*aa ffr, ] 

nimmt man daber an, dafl 

('^0) Wgj, - »*^5, + 0 

ist, 80 orgibt siob; 

.JHiiMi + -I- Wan v„ 

“uMbi— »M iiiWu* W'liWaa— Will W,B* 

A .. gi ± gl. „ 3, ?, H- »»„, ff. 

Will »Mg, — t»„, w„ > ‘ 


(69) 


(71) 


m. 


Bwob dieae G^iobungon sind die vier orston Gloielmngon (07) oi- 
fttUt; es sind also die bis auf dio Bescbriinkimg (70) nocb willkilrlioli 
gebliebenon Zohlen «*ii; »*i8; «%, »*a8 jetzt weitor so zn liostiminim, 
dafl die Qleiohungon (67p) und (68) orfflllt sind. 

Aus (71) folgt abor: 


(^^) ^”81 *^48 — Wjj Jtfjg 

uud es mufl daber wegon (G?^)! 


_-g«.g«_r_gi_g4 

WlltOgj— 


(74) 


(73) ^ 

Oder: 

»*ii W58 - »«8i «»i2 “ 1 (ffa ± -h '4 (ff, (75 ~ q^ q^ ^ 

- K-!Zb ±yff8"»T4(ff,ff;“ 

(7t) 




Bod. fUr dio TliuUimod, boi Exisb. oinos rodiiK, lub, in dor KIniwo. 

!• 

ei'gibt, 80 hat mou ondlioli, dn wogon (68) nur dns positive Zoiohe 
Tor der Wuraol isuliissig iRt: 

(76) 

Ist also die Bodingung (75) oi'ftilll, so vor£ivhi*o man 7.ur Bosiimiiuiii, 
der zu gegebonon q goh8rlgoii Zahlou m folgoiidonnofioii. Miin rioht 
es so ein, dnfi (j's positiv ist; diinn isb 4((2{i + 7<;), wo h dnvoh (75 
definiert ist, jodoiifnlls niolit Null. Nun wiililo man vior Znliloi 

Wii» »*i9> ^hu " w*8J«b9 “ Kffa-MO w^id br 

reoW W'su Zahlon 9% tins (71), daim sind di 

GUeiclinngen (67) und ( 68 ) orBUU; os beatolit dulior auoh dio (illoi 
chnng (65), nnd es sind folglich dio Gdoiolinngoii (64) dnrnh voi 
Null versohiodono Worie A, v^, lOsbor. Dnmit isb abor dm 
folgende Satz bewioson^): 

V. Satz: Damit eine IGaana InUiymln mm (roadilcelU i 

ein redumu^hares Integml mt/ialie, ist notwomliy imU kinrcidmidt dafi 
awiaduai dm l^criodusitiitainodiden a^i, dor euyelmiym lih 

mamsehm NornuMnUigmh omo GUdchnwj von der Form: 

(XI) q^jei^ + j/grtij sei + + Vi^aa®* "H Wi%) iJ 

hestetie, tvo die q ymeo Zaklm Uzoidincn, filr ivddio dot' Aundmek: 

das Quadrat viner yangen Zafd ist. 

In Vorbindung inifc dom IV. Sntzo kiwiii man dioson amili 
folgendormaflon nnss])roRlion: 

VI. Satz: Bind dio MmMm a^^ chwr 

etveior Voramhrliclwn durrJi oino Jielation wm dor Fortn (XI) mil- 
cinand&' vet'hnilpfl, fur welcfio dor Au^dnudi (XII) don Wort beoitst^ 
80 Unnen diesdhmi dnt'oti oino linmro Tramformalion in die Modtdon 

«uj -y, «S8, durdi nine y^nnsfmnation Ordnuny ahr in dio 
Modulen a/i, 0, idtoryefidirt tverdm. 


Dafl os iin orstoroii li'nllo niolit nnr oino sololio llnoarn 'I’rimsformii- 
t\on gibj soudom unondlioli violo, xoigt Bolsa*), wllhrond oinoii dirokfcon 
Beweis fill- dio Existonw dor ssulotst gonannton Transfniwation Ordniing 


|) *l*wsu Biorniniin, Znr Thoorio dor su oinor biiiomitfolion IrraLio- 
nalitHt gehOdgon Abolschon InbogrnJo. Wionor Sitssb. Dd.87. 1888. Abbli JI 
pag. 080. ’ 

2) Bolsn, tJbor dio Bodnofaioii oto. Innng.-DlsB. QObbingon 1886. 
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XI. 8. Spesiollo Diskuasion (lea Falloa jp «« 8. 


HaneP) gibt. Humbert^ tmtsrauobt den aUgemeinoren iFftll, in dem die 
Hodulen a^l^ On, einei' Thetafimktion swoiei* Vorttnderlioben duroh eino 
Gleiohung von def Form (XI) miteinandor verknUpffc sind} boi dor dio g 
irgond veloho ganse Zoblon bexeiohnen. Sezligliob einor solohon Gloiolmng 
xeigt or, da£ bei linearer Tronafoimation dor Ansdrudr (Xll) don nltm- 
lichen Wert behftlt, und welter, da6 umgekehi't alio jono Gloic^ungon, ftU* 
welohe diese Invaiianto ^ densolben Wort bat, duroh lineai*o Ti’ansformn' 
lion ineinander ttberfQhrbar aind. Damit ist dann ziigleioh oin Bowoi»' 
dos VI. Satzoa erbraoht, dn die Qlei<dmng ^jei zur Invaiiaiito 
gehOrt, also umgekehi't jede Glmohiing (^), fdr woloho ist, duroh 

liuoaro Transformation in aio hbergefabrt werden kann. 

Von dor voi'liogendon Art aind auoh dio von Appoll'') untorsiichton 
Thetafimldionon zweior Veiilnderlioben, bei wolohon dio Modiilon duroli 
eino Gleiohung von dei* Form ^ miteinandor vorlcnttpil 

Bind, nnd weloho in eino Snmmo von Pi'odukton jo zwoioi' Thotafunlctionon 
einor Voi'ttndei'liohen lerlogt warden kdnnen. Andoro Beispiolo solohor Zor- 
logungon von Thotafunktionen zweior VorUndoidiolion boi Xtfnigsborgor*^), 
wo bei Doorr*), wo Oii*°agg. 

Appell^ hat aphter seine Untorauohnugon auf Thotnfunktionon bn- 
liebig vider Variablon auagedohnt und von diosen soloho angogebon, woluhe 
in eino Summo von Frodukten je einei* TbotaAinktiou von oinor und oinoi* 
von p — 1 Verltndorliohen zoi'logt warden kOnnen ; xwiaohon ihren Modiilon 

p 

beatohon p — 1 linoai'o Rolalionen von dor Form j «« 

(A»l, 3, 

Geaobtet man feimer, dnS naob dem II. Satzo dio Poriodixitrils- 
modulen des redaziorbai'on Integi'als dor IClasso bei pnssoud gowlUiltor 
Zerschneidung der RiemaiiDsohoQ Flllohe dio Worto; 

(77) «»■, 0; a, 

annehmen, dafi abor dom Sohoma (31) ontsprocbond dio Periodizitats- 


1) Hanoi, Rodnction hyporolliptisdior Fiinktionon auf olliptischo. Tnatig.- 
Diaa. Broalau 1888. 

8) Humbori, Sur loa fonotiona abdlionnoa Hingulitroa (I'rouiior Mdmoiro). 
Ji do Math. (6) Bd. 6. 1800, pag. 888} vorhor; Sur la ddcomposition dos fono- 
tiona 0 on footoura. C. It. Bd. 186. 1808, pag. 804 imdt Snr Job fonoUona abd- 
Homoa aingulitroa. C. B. Bd. 180. 1808, pag. 608. 

B) Appell, Sur un oos do rdduotdon dos fonotiona 0 do doux variabloa A 
dea fbnotioiia 0 d’lmo variablo. 0. B. Bd. 04. 1888, pag. 481. 

4) KOnigaborgor, Allg. Unters. noa dor Tli. dor BBTorontialgl. Lpz. 1RK8. 

6) Doorr, Boihng ziu: Loln'o vom idontiaobon Voi'aohwlndon dev Ulomann- 
aohon Thotnftinotion. Inaug.-Biaa. StraOburg 1886. * 

0) Appoll, Sur dOB cos do rddnotion dos fonotiona 0 do yUiaioiira variabloa 
Ai dea fonotiona 0 d’lmo moindro nombi'o do variabloa. Bull. S. M. X?. Bd. 10. 
1888, pag. 60. 
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modnlon des dnzu gehOrigen zwoiton Biomannsohen Kormalintogrols 
dor Klasso: 

(78) 0, »is b 

siud, so orlcoimii mau, dafi auoh diosos lutegrol reduziorbar ist. Man 
bat damit don 

VtC. Bats : Mi&UUt eiite Klme Ab^/seher Integrah wm QeschleiM 2 
ein mltteiorhayes Integral, so enib^ aie imnet' mdh nodh ein meites, 

Zugloiob isb gossoigb, dafi, woim von don beidoii lliemannsohon 
Normoliutcgralen dor Ktoo das oino rodnzioi'bor isb, es dann iinmor 
auoh das zwoito isb. 

Bor Vn. Sabx I'tthrb von Picard*) hor; BowoIbo dafflr haben auoh 
Appoll ot Qoui’sat*) iind Humbort") gegebon. Bor von Biermann**) 
gomaohto Vorsuoli, niu dom doppolbon Voiisoiohon in don Grioiohungen (74) 
auf dio Exisbonz xwoioi' roduziorbaroi* Intogi'alo zu sohliofieii, isb vorfohlt; 
oino Andorung des Yoi'zoiohons von h bodoulot mir oino Yoi'tausohung dor 
beidon GrOfion nnd Vg. 

Bs erhebb sicb jobisb woiter dio Brago, ob os mohi' als zwoi 
roduziei’bare Intogralo in der Klasso gebou kanu. Jodos woitoro 
Intogral der IClasse Ififlt sich aus don boidoii Normaliniogralon 
ill dor Form (63) zuaaminonsobzen; soino Poriodizit&tsmoduleu sind 
also, wonn (77) und (78) dio Foriodiziiubsmodulou dor boidon Normal- 
iiitogrolo sind: 

(70) (o,-=gni, a„ = hxi, + raj=*'/^* + A6, 

iiiid os isb also zur lieduzierbarkoib dioscs Inbograls nobwondig und 
iiiuroiohond, dafi sich dioso Grdfiou mib Hilfo gonzor Zohlon m aus 
zwoi Grfifion v,, ijg znsammonaobzen in dor Form: 

hiei » -h 

if y + hi Wji Vi -1- Wjs 1^ . 

Bind nbor dioso Glleiohiingou erffillb, danu isb jodos Inbogral von dor 
Form: 


1) Pioard, Sur la rdduobion obo. Bull, S. M, F. fid. 11. 1888, pag. 47. 

9) Appoll ob Gonrsab, Thdorlo doa fonobionB obo. Porie 1896, pag. 870. 
8) nuinborb, Sur loa fonetlons obo. J. do Math. (6) fid. 6. 1890, pag. 840. 
4) Biormann, Zur Thoorio doi' obo. Wioner Sibzb. fid. 87. 1888, pag. 088. 



48g Xr. 8. Spoziolle Diakusaton dos Fallos jj ■» 8. 

(81) + 

yro jp und ^ ii'gend welolio rationftle Zablon bezoiohuonj rodnzierbni:, 
da fttr, seine Pei'iodizitftismoduleii at^\ co^'i ro* dio GHoioliuiigon: 

=" '*^ 1 * ■Ujl t 

- (P - ff) «*sil V + - Gp - ‘Z) %8] V> 

o/ » Ihqm^^ + (2? - ff) »*iii Vi'+ [A2»»« + Q) - ff) m^s] u/ 

besteben, wo: 

(83) 


ist. Man hot also rorerst den 

vm. Sate: BnUMt eino Klasso AholstSier Jniagi'dle mn Qesehlcchi U 
meh/t flto i'eduim''ba/re Inkfft'ole, so mMi sie demi mwidliclk viola. 


Waiter folgfc abor oua don Gloiohungen (80) dor Gloi<»luing (dfi) 
ontsprodhond die Gloiohung: 

(84) (ffi + f “ 0) "*■ ^ ' 

wo dio q die untev (67) angogobenon Worfco luvboii, uiid da dioscj 
Gleiohung, woil g und A boide dor Vomussotzimg imoh von Nnll vor 
scbioden sind, wie man siob leichfc (lborzoiigt> nitdit idontisoh ornilU 
sein kanD} so folgfc aus ihr: 

2iW* + i7j« 



Diese Gleiobung sagfc aus, dab dor Modul h ans dom Modiil a durcdi 
Transformation boiTorgolifc, und man bnt dninib doe Uosullafc goruiidon, 
dnfi mebr ols zwei reduziorbnro IntegiiUo dor Klasso nnr dnnii vor-* 
honden sein kSnneu, wonn dio olliptisohon Infcogrolo, (tui’ wobdio dio 
beidon Normalinfcogrido 77^ I'odnsiorbar sind, solbst inoinundor biauK- 
formierfc wordon kbnnou. 

Bieso Bedingung ist abor fOi* das Auftrofcon unondliob vinlor ro- 
dnzierboror Intognilo ancb biureiobond. lat nUinlidi: 


(86) 


I 


f%i do 
jJrt 






WO dio a, /}, y, S ganza Zolilon bozoiohuou, so ist auBor don Normal- 
intogrolon W, mifc don Poiiodon (77), (78) jodos Intogml von 
der Porm: 


( 87 ) 



Sod. fdr dio IUxistonss unondl. violer rodiix. Inb dor IQasso. 
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wo p und q irgond wolohe gimze 2(vlilon bossoiohnen, rodnziorbar, da 
soine FeriodizitSptsmodulon, wio man unmittolbar sich aus don 

boidon Gi’dfion ^ imd mil; Hilfe gauzer Zabloii ssustiinmoiisotzon. 
Man bat bo don 

IZ. Bata: Mne Klmse Abdscho)' Iniegralo mn QesdliMt 2 ernlr 
hcUte die heiden reduisMai'Gn htiegi'aie Die noUmidigc md 

Hm'Mimdie Ded/mg%mg daflh\ dafi in dieser Klasse ein dtiites mul 
dfMnit Moob dem ^rigm 8aUe unmdlich vide ^'edimerbaa'e Ivdegnde 
wn'lcomnmt ist die, daft die hddm dlipHsdien Integi'ole, auf i^die 
Jx %md i^teierbm' si/nd, adhst ineinmid&' l/i'a/nsfomieri w&'dm liwmen. 


Dafl in speziollen F&llen uioht nm* zwd, sondorn nnondUoh violo 
roduziorbaa'o Integiulo doi* IGasso voi'handen aind, gibt schou Fionrd 
an; doi* IX. Sata rHbrt von Bolza^ her; vorgl. anoh Kumbort^. 

Foinoar^ hat*^) don YUI. Salss auf don Fall oinos boliobigen fob 
gendormaden vorallgomoinort: 

Bata: let aufier dm Integrdlm /j, ••>,</, dner Klasse Abdadi&' 

Iniegrale audi cm davon dbMng^es Integra J' uj^-^ /3>^9+ '*' + 
ioo die tt, Konslmte t&seidmm, mf cin dUpliaehes Integrai redwHa'- 

lar, so endidU die Klasse unendlich vide redtmierbare Inl^rale. 

Znm Boweiso denko man sioli die Feriodon von </j durob linoai'o 
'Pninsfbrmation nuf dio Worto (ITI) gobraebt iiiul nobino xii J, p ~ 1 
fningrttlo binxu, woloho mit ihm oin Systom von p Ilio- 

innnnschon Normalintogralon bildon; dann lUfib sioh das Iniogi'al J' In 
dor Fom 

(88) r =« J , + p : N , + f ' N ^+-. + n ' N ^ 


darstolloii und man sioht nun iinmillolhai’, dab unior dor goimvchlon Vor- 
aiissobzung dor lloduxiorbarkoib dos Inbogi'als cA' aucli dio iinondlioli vinlon 
Intogralo von dor Form: 

(89) + + + + 

rodnxiorbar sind. da dio Poriodixitlilsmodulon aZ von J" xu don l^onodi* 
xiblibainodtilon a von J' in don Boxioiiungon: 


^ ^ Mj u» , ■ ■ Wp — ; 

W M P > P ■" 3 ' »• • I P 3 » 

op+i - j »„+i - --j— ca , (Op+9 - o^i+a + wi) 

M/I+S ■* * • *1 "* wiii 


1) Picard, Sur la rdduofclon oto. Boll. S. M. F. Bd. 11. 188S, png. d7. 

S) Bolxa, Bbor dio liodnotion eto, Innug.-Biss. GhJttingon 1860, 

8) Ilnmberb, Bar los fonotioua oto. 3. do Hatli. (6) fid. 6. 1800, png. 860, 
4) Poinonrd. Bur los fonoMons abdlionues. Ain. J. Bd. 8. 1886, pag. 806. 
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XI. 8. Siioziollo DiskuBsion dos FoIIoh p » 8. 


steheiif flioh also init £Qlfe gau'/zabligei* Koofflzionlon aus zwoi GrOilon 
zusammensefczeu lasseu, sobald os dio G^Odon o' tun. 

Kaoh diosom Sabse oxistiereu also z. B. fUv dio von Kownlowski^) 
betraohteto Klnsso Abolschor Integiule vom Oosohloohl 3 niolit mir dio 
droi dort angegobonen, sondem unondlioh violo roduziorbaro Intogmlo, und 
woitor onihalt eine IQasso Abolsolior Intogmlo vom Gosohloolit i) stots 
unondlioh viole roduziorbare IntogralOf sobald sio doi'on 1 untlUtlt^. 


Naolidem im Vorigen die notwondige und liinroicliondo Bodiiigimg 
ftir das Aufti'eten dues reduziorbaren ^togrnls in oinor IGusso Abol- 
Bohei' Iniegralo vom Giesolileolit 3 dnrin nnohgowioHon wurdo, diiB 
amtor den zugohSiigon Thetafimktionen sioli oino init dom Modul 

Ojji ™ ^ befludet, soli nun gozoigt werdeu, wio num tins dioaor Bo- 

dinguttg die im Falle der Exisfcenz einos roduzioi’bnren Tnlogmls 
zwischen den Modulen it\ 1?, oder den Voraweigungspiiiilcten 
zugebdrigen uigobraisohon Gobildes bostelioiido Bo- 
ziebung ableiton konn. Man gobe zu dem iEludo von dor aus dor 
Formel (X£Q png. 70 fblgenchsn Gloiohung: 


(91) 




ifi fft 
-fft 




auB. Beoobtet man, dafi die auf dor linkeii Soito stobondo Tbofca- 
funktion, da sie in der b'orm: 

in das Produkt zweier TbotafunHionon oiner Yorandorliobon zorBUll, 
fttr »« 0 vei'sobwindei^ wenn «« //j « »= «=> J gunominon 

wil'd, BO erh&lt man aus der Gleiobnng (01), iiidom man nooh 
Agg setzt, das Eesultat, dob dio Thetofiinktiun : 

(93) 

filr die 17ullwerto der Arguments versdiwindet. Indom man nbor die 
Fuuktion (98) mit HUfe der Formoln dos zwoiton Kapilols duroli 
Tbotafunktionen mit den Modulen a, b ausdrUokt, orblUt man oiiie 
Beziebung zwisoben den Nulhverteu doi* lotztoi'en und nus diusoi' 
sofoi't^ indom man dio KuUwerte dor' Tbotofuiiktionun diirob dio Mo- 
dulen >«*, A*, Oder dio Verzwoigimgspunkto « ausdrftckt, dio vor- 
langte Belation. 


1) Kowalowski, Obor dio Eeduotion eto. Aoiia inabli. IJd. d. 1884, 
png. 808. 

3) Foinoard, 8nr la rdduotion des iatdgralos abdliennos. 0, B. Bd. 00. 
1884, pag. 858, 



0bMg. aum algobr. Gebilda — Bod. in don Fftllon ft *> 8 imd 4. dOJ 

Zur Erltluiei'img kBnnon die oinfiiohston Fttlle ft«- 3 und 
dienen. Im ]?alIo ft ^ 3 benutzt men die aus dor Foimol (601) pag, 36d 
for 9 i« ft ■= 0, oi= tfg =" li «i = «s 0 folgonda Gloiohiing: 

%i % 

aus dor uaoli dem ebcn Bemoilcton awischon don Thefcafunlitionen init 
dem Hodul: 

(96) %-T 

sioh die Bolation: 

(96) 

orgibt, A^eloho infolge doi* zwist^hen don Thotanullworton in j'odoin Folio 
bestehendon Bolationen ^) die einfhohoro: 

( 97 ) = 

nach sioh sieht und zwisohen don Modiilen A’, dio Boziohung: 

(98) — 

zwisohon den Voi*zwoigungspiu)kt<m a abor dio Gloiohuug: 

/'nQ'\ ?».- — _?i =. 

^ ^ «J — «8 • «4 — Of, ttg — ft • ft — or, 

lioferfc. 

Die Relation (99) stimmt, von der Boihonfolgo dor yoi'zwoigungspunklo 
abgesehen, mit dor pag. 479 angegobenon Bodingung (60) tlboroin; obonso 
geht aus (98) dui'ch linoaro Ti’ansformation dio pag. 478 orlinltono Ko- 
lation V? 1* ft* hei*vor. 

Auf die hioi' angogobono Wois(» von dor Bodingnng aus zii 

der illr das algobraische Qebildo bostehondon Boziohung zii golangon, wnrdo 
xuerst, otwas wenigoi* einfaoh, von Kdnigsborgor^) nngegobon, und von 
Fringsheim^ dos nfthoron ausgoitibrt. Don vorliogondon Fall boliandolt 
aueb oino Arboit von Booh^); fomor hat Sohoring'^) dio diosorn besoii- 


1) Hiereu nnd xu Spfttoroin vorgl. oLwa XrauBO, Dio Transformation dor 
byperolliptiBOhon Functionon oretor Ordnung. Lpx. 1880, png. 80 u. f. 

8) KBnigsbergor, Dbor dio Transformation dos awoibon Grades oto. J. 
fOr Math. Bd. 67. 1807, pag. 08. 

5) Fringsheim, Zur Tinnsformation xwoiton Grades dor hyporolliptisohon 
Funotionon orator Ordnung. Ifath. Ann. Bd. 0. 1870, png. 446. 

4) Bocb, t^bor spodollo viorfach x>oriodiBoho FunoMonon. Z. fCir Hntli. 
Bd. 11. 1800, peg. 408. 

6) Sobering, Zur Tbeoi'io doe BorobardVaobou arithiuofcisoh-goomotrisobon 
Hittels aua vier Slomenten. J. f«r Math. Bd. 86. 1878, png. 116{ dnsu nuohi 
Doerr, Beitrag aur Lehre etc. laaug.-DIae. StoaObnrg 1888. 
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XI. 3. SpQziello Dislctiesion dos Falloa >« 8. 


doron Fallo ontsproohonde Biemannsclie FlUclio untoi'suohi imd gbzoigt, 
dafi man diesolbo dm'oh Anfoinandsrlogou zwoior elliptisolior lliomaiinsohor 
Flttohon orhalten kann; endlioh ]jat Oayloy^) fUr don vorliogondon Fall 
alle Wurzelfanktionen duroh olliptiaohe Funktionon ans^di'llclct. 

Im Folio « 4 bonutet man die aus dor Foiinol ^XIX) png. (18 fdr 
r = 2, — — = horvoi-gohomlo Forniol: 

(10°) *0 C J1 ( 01 -^ (- 1)"'-""' [“.U 

auH weloher sich naob dom obon Bomorkton Kwisclion don TboltirimkMoiion 
mit dem Modnl: 



dio Bolation: 

(102) 2'(-i)'''^''iiC.UW“0 

a„a, * 

orgibt, wolobo biiiwiodoi' xwisohon don Moduln (Ito riloioliiing: 

(103) - y^tt^ =• y*k (*i /*jt - ^ 

naoh flioh jsioht und aioh mitbelat dor boknnnton Formoln, wohslio din 
Modnlen x, A, ft dui’oli dio Verxwoi^mgBpunkto aiiAilrilolcon, aiioli oIk llo' 
xiohnng sswisohon don aeoba Verawoigunggpunktou Hobroibon )ilUi>. 

Bolza*) bat die im Fallo it — 4 KwiBohon don Modulun odor don 
Verzwoigungapunkton des algobmiai^on Gobildoa boBtoliondo llohition aiiK 

dm* Bodingung in einoi* kompliziortoren Form orbulton, da or niidit 

die einfoche Qloidiung (100) bonntzt; dio vorstobondo oinnKihfirn Form 
(103) der Bodingung iat ziiorat von Igol^ angogobon nml ibiu tllmroin- 
stimmung mit dei' Bolxasohon nocligowioRen woi'don; dio woitoron von Igol 
in don § 4 und § 6 soiiior Abbandluiig auK dor Gloiuhung (103) gn- 
zogonon Sohltlsso aind ana loiolit oi^iohllichom Griimlo ralKob, 

Bozilglich dor AuibtolluDg der beidon roduxiorhiu'oii Tiilogiiilo dor 
IQaaso und dor roduziorondon Substitution mag auf Bolza^) vorwioaon 
werden, wo sioli dio boidon obigon apoxiollon Ftlllo & 2 iiiul ^ <{ 

ausgofUbrt bndon. 

Ftir don Fall jp > 2 ist bis jotzt nuv dio linduktion oiiior Klawio 


1) Cayloy, Sur un ozomplo do rdduoldon d'lntdgraloa abdlionuofl aux 
fonotiona olliptiquoa. 0 H. Bd. 86. 1877, pag. 806, 878, 480 und 478. 

8) Bolza, Bbor dio Boduotion oto. Inaug.-Diaa. (}Oli>ingoii IHRO nndt 
Ubor dio Roduotion oto. Math. Ann, Bd. 88. 1887, png. 447. 

8) Igol, tlbor dio PnramotordnrHtolbnig der VorhUllnisan dor 'I'liotafiinu- 
tionon zwoior Yorilndorliobcn. Monatsh. f. Math. Bd. a. 1801, png. 167. 

4) Bolza, Oboi' dio Ilednotion oto. Tnnng.-Bias. Gdttingoii 1880 undt 
Uber die Boduction oto. Math. Ann. Bd. 88. 1887, pag. 447) anoln Floavcl, 
Sur la rddnotion oto. Bull. S. M. F. Bd. 11. 1888, png, 48. 
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Abelsdhor Intogrolo vom Gosohlecht 3 auf elliptisohe Integrolo dui'oh oino 
Ti'onsformation xwoitoii Grades untersuoht vrordon^). 

Dor Inhalt diosoi* boidon PaLtigrapbon '>m‘de ssum grdBoron Toilo 
sohon Ailhei' von mir vei’UiTontlioht^. 


§3. 

Beduktlott Abelsoher Zntegrale vom d’osohleoht q auf solohe 
ulediigereu C^esohleohts p. 

Die beiden YeiUnddrlioben $ und a soiou duroh dio irraduKiblo 
nlgebroisolie Gleiobuog: 

(104) F{ft,s)^0 

vom Geachledht g, die beiden Yei^indei'lioben I und o dui'oli dio ii*^ 
reducible nlgebraisolie Gleiobung: 

(106) ®(g;tf)“0 

vom Gesolileclit j) < g miteiurindei' verlcutlpfb, und os werde das Kur 
Kloase (104) gebdrige Integral I. Gattung: 

(100) //•(*,»)* 

duiYsb dio SubBtitutiou: 

(107) s), s), 

wo Ttiie, a) und {e, a) rationale Funktiouen von e und a bozeiebnen, 
nuf das ziir Klnsso (106) goliSrige Integral: 

(108) ftp{^,a)d^ 
raduzierfc. 

Mon wird donn zunaobst bemerkon, dn3 jedes Integral I. Gattung 
der IGosse (106), wonn man ilni'in g und 0 durob die rationalon 
Funktiouen (107) von a und a orsotzt, in oin zur Klasso (104) go- 
bdriges Integral I. Gattung bbergebt, dnB es also umgekolu't don 
p linoai'unnbbB.ngigon lutegralon. I. Gattung dei* Klasse (106) out* 
spreolioud p linoornuabbongige Integi'ole I. Gattung in dor Klasso 
(104) gibi^ welcdie dui'oh dio nSmbobe Substitution (107) auf Integi'nlo 
von der Klasse (106) roduziei't woi'deu. Mon liat so don 

X, Satz: Mndet aieUt in ein&' Klaaaa Abdadiu:}' Iniegrale vom Go- 
achleeht g ein Integral I. GaUung, wdchea dnrdi eine mUonaU M- 

t) ICownlewBlci, Obor die Beduotion etc. Aota math. Bd. d, 188d, 
peg. 89B. 

3) Eraeor, Die BoduRioiborkelb Abelsoher Integrale. Strafiburg. Post* 
solirift dor pbilos, Faoultftt xnr 46. Philol.-Ters. 1901. 
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sHtuHon auf ein Infefft'ol vom Qesdhledlii p<Q redueieii tvird, so mt- 
liSli Mm Klasse stets p Imeemmc^Mngige MraHige Init^'ah: 

(Xin) Jfi^0,s)di, ff,(ii,s)dg, Jf^{/I,a)de, 

wel^ie (Me dwelt Me ndmUiihe SuhsUtution: 

t) 

(XIV) 6 “ “ -3^ (^; s) 

auf Integrcde d&' nSmiUehen Klasse: 

(XV) 

reMm&i werden. 


Da die 3$ FeriodissitH.t9modulen jedes Integrals (XIII) gesohlossono 
Integrate in doi* Eiemannscben FI&oIlg {Sy s) siiid, diesoii nbor anoh 
gemilB der Substitution (XIV) gesohlossono Integi'alo in dor IHiiclio 
(g, a) entsprechen; so set^ siob filr /a 1, 3^ • • die 3(7 Foriudi- 
aiiat^odulen (s » 3, • • •, 3^) des Integrals (XlII) aus don 

3jp F enodizitatsmodulen 2, •■•,S|>) des /**"“ Intograls (XV) 

zusammen in der Form: 


(109) 


aal 




wobei die m ganze Zahlen bezoiohnon. 

Mon nebme umgekebrt aii; dofi sioh die 2pq PoriodizitUtsmuduluii 
®/n (g™ J’g’ . . / jg) von jjj lineoinnabliiingigen Intograleu I. Gnttnng 
einer Klasse Abelsohei' Integrolo vom Gosoblocbt q aus don 3j;‘' 
Periodizitatsmodulen (« « 1' a ! ! ! ’ a^j) P linoariinabhiingigon 

Integi'olen I Gfattung einer lOasso Abelsohor Integralo vom do- 
sehleobt p zasammensetzen in doi* Fom (109); sind dnnn /iM”*; 

p mit den Perioden !!"’ ap) peidodischo 

Funktionen dor p Vnriablen %;•••,«, oline wesontlicU siiigullU-o Stello 
im ISndlicben; so wei'den dioselben, wenn man an Stello der Argn- 
moute %,•••> Up die Integi'alsuinmen: 


(110) 



einftllu't, rationale Funktionen dei* Punkte ^l^y 8^, also algobroisohe 
Funktionen dei* p Werto und daber auoli umgekebrt die Gh’dfion 
algebieisohe Funktionen von 
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Bxiat. yon p roduss lut. — Bed. fflr die PoriodizitHtBinod. 

% 

• XI, Satz: Sind p Integrak outer Klasse Ab^<dt&' 

Integi'ah mn OeschleeJd q aif liUcgrcilo mn Qeseldeeld p redwtiet^'j 

so setgm sich Hm 2jpsf (f«i’a ..** 2(?) ®**® 

dm 2_p*' J^eriodmtdtsmoddlm tOf^„ (^"1*3...'^ dieser Utderm 
smmm ut der I^orm: 


(XVI) 


Ajl 


Q 


/(• 


U«a1 




^.=1,8, ..,av/ 


ioobci die m yarns ZdJden Imeietmm. 

Scigm^tdhumgckchrt die^pqFmodmtatsinodidm^f^, (t—i’a ...* 2g) 

vm p linear widbMngigm Integralen I. QaUung einer JClasae Mdstdier 
Jntegrah vo7n GeseJdeeld q aus don 2j)‘ J?ei'iodieitdtm%od%dm 

(a^i's ^ Integralen tww QesdileeM p tmaimnen »#t afcr 

Fonn (XVI), so lassen sud^ diese Integrale auf Integi'oAe vom Ge- 
schleclit p ivdimeren. 


Soizon fliob^ ^yie in dom XI. Sats augenommou, die 2pq Poriodi< 
KitlltMraodulon (eZi’s y ^ latogi’alo vom 

(loHohlocbt q ana don 2jJ* Poriodiisit»UsmodulBu (o^,„ (jZi's '!!’y 

YOU p liilograloii vom Oesohlocht p zusnuimeii in dor 

I<^orm (XVI), HO orgobou siofi, wonn man in dio KwiBcbeii don I’orio- 
diziUitamudnlon Q boatobondon bilinonron llelationon: 

.V 

(III) = 

an Btollo dor Q dio o oiufnhrb und bordolcsichtigt) daB zwisohon don 
(0 im allgoinoinon nnr dio \ {p ~ l)ji Bolationen: 

i^i 

boHlobon, itlr dio ganzon Zablon w dio p(2p^ 1) Bodingnngou: 





1<J) 


fif wenn ,/*"(/ + i, 
0, wenn ^ ff + *> 


wo n oiuo ganzo Zabl bozoiohue^ von dor jebzt sofoi’t gezeigb werdou 
soli, daB sio stots posibiv isU 
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Bezeidinet man nKmlicK mit: 

(114) -.tfv) 

die Pei'iodiKitKtsmodulen ii'gend einer linearen yerbiudunf^ dur lulu- 
gi-ale “i** 

p 

(116) -.M 


die Periodissi^tsmoduleii dei' niimliolioii linearon Vorbindiuif^ dnr Tnin- 
grole so bestohon Kwisoheii don roollou tnul lutomloii 

Teilen Z, bez. dor Gfi’dOon; 

(116) n.-H.+iz;, o„=,„H-ie„ 

die Ungleichungen: 

(117) ^(H,z,+^~H,^.,z^)>0, 


Nun ist aber wegeii (XVI) 

(118) 


(* l|U, ,Uv) 


und dabei' auf Grnnd der Uolationeii (US): 

(119) Z^) - « J'(,, e, - ,,, , , (,). 


Daraus folgt aber mifc Rtlokeioht auf dio TJiigloioliiingoii (117), dab ti 
mtr positiv sein kaun, 

Mon stelle sioh jotat dio Aufgabo, das Syskom dor dpr/ MultipM- 
katoren »»,„ («=, i,'a' . . , 2 ^ durcli pnssondo Trnimfonniiftioii dor 

Pei*iodeu auf oino mSgliohafc oinfaoho Ponn aii brjiigoii. 
soil der Untorauolmng dor spoaiollo Pall J(> a, 6 aug^fiiiulo gtj- 
legfc Worden, aua dom sicli sowolil dor Gang dor Ilntoj-siuaHing ills 
doi-en Rosultat fflr den allgomoinon Pall oi’soliou lllbl;. 

In dem Systome: 


»«SI «*W «*4i )»ni «*7l «*8i «*ui 

( 120 ) Wfiia «/,o,si 

«*ia JMjs »»B» W48 »% 

M*a 4 «*8* M*6.i «»|,4 

der 40 Zahleu fosso man siiiniiolisl; nur dio Blomoiito dor a*"‘ 



Transf. dor For. von p rodue. Int. anf oine kanouucho Fonn. 497 


Horizoiitolroilio ins Auge. Dui'oli posseud gewfthlte lineni'e Truns- 
foriniitionon dcr m kaiiii man, wio in § 1 nusfUhrlioh auseinandeiv 
goaotsb ist; aus doin Systome ( 130 ) ein noues ableiten, in weloliem 
dieso 10 Elomonto dio Werto: 

(121) 00000«i0000 

bositzen, wo oiiio positivo gauze Zahl bezoiolinei;, die dem grSBten 
goinoiustimon F'nictor dor 10 Zablou »>,({ gleiob und daber, wie sicb 
nus ( 118 ) orgibi;, jodoiifolls oin Toiler von » ist. Auf Gbniiid der 
Gloiohuiigon ( 118 ) ist dann in der orston Verfcikoli'oibe: 

(122) ™ , jjjjj = 0, *= 0. 

Nnu Insso man dio 1 ^ uud 6 *^ Vertiktdroiho aus dem Spiele und 
ItiBSo dio 8 tlbrigon Elomonto dor 4 ^°“ Horizontalreilio ins Auge. In 
dor gloichou Woiso wio vorhoi' kann man duroh passend gewSIilte 
litioavu Trnnsformntionon oin nones Sysloni ron Miiltiplikatoreii ab- 
loiton, in wolohem dieso 8 Elomonto Worte: 

( 133 ) * 0000 * 000 

bositzou', wo wioderiun oin Toiler von n ist, und os ist dann auf 
Grund dor Oloiohiiugon ( 118 ) in der zwoitoii yoi'tikolroihe: 

(124) • 

"3 

Jjiifit man sodnuii 1*", 2“*, fl*® und 7*" Vertiknlreihe aus dom 
SpiolC; so knnn intui durcb linoiuro Transfomationen der a in der 
orston llorizontnlroiho nodh: 

( 125 ) »% = 0 , J%» 0 , %i= 0 , fl» 9 i-. 0 , »»io.i = 0 

mnohon, und ondliob, indom man nm’ nooh mit der 4 ^®“, 6 *““, 9 “® und 
10 ^ Yortikoli'oiho oporiorb, in dor zvreiten Horizontalroibo: 

(120) w.„“0, f»fis=-0, }»io,2«0 

maobon. An Stollo dos Schomos ( 120 ) ist auf diese Weiso das 
folgondo spozielleiH) gotrotoii: 

0 0 0 0 0 
/j07\ 0 «*8a 0 0 W«, 0 

'''' 00000 % 0000 
00 000 % 0 0 0 

Diosoa soil abor nooli in dei' Woiso umge&udert worden, dai man 
duroh Oporioreu mit dor 2 ^‘ uud 8 ^^* und gleichzeitigem mit der 
7 ‘®” imd 8 *™ Vortikolreihe dos Element 

( 128 ) 
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maoht; es ti'eten dabei an Stelle der SSabloii nnd niirloro Ziihloii, 
deren Pi'odnkt aber gemEfi dei* Eelntionen ( 118 ) wiodev n aoin imiQ, 
nnd waiter ti'itt an die 8^ Stelle der Tlorizontnlroilie iiiiHliitt dei' 
jetzigen Null ein von Null versohiodonoa ISlomenli lUfu, aodaU duM 
Schema ( 120 ) nunmehi' die Form lint: 


JWii JMjl 0 0 0 Wlfli W7, #«81 0 0 

0 0 0 0 4% 0 

0 0 0 0 0 wiaa 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 wifl4 0 0 

Wljj = fHgg ~ ** 

Die 16 Dlemente der 1‘®”, 2'**“, C*®" uiid 7*"” VorUlcalroilio Hiinl 
ffir sich allein znfolge der Eelationen. (113) die Ti'nnePuriimlionHzahlnii 
einer zum Falle = 2 gehdrigen Trnnsformation «*"” (jradcH. .Iflr 
ganzt man nun die ^> — 2 Intogrolo Jj, diiroh Iliiizuiialiiiiu voii 
q — p — ^ lutegi'olen J,, Jg dor Kinase zu oinojri SyKleiii von 
— 6 liueanmabbangigen Integi'olon oi'stoi' Gatiung, iiunii(< dcjruii 

Periodizitatamodulen « 1 ] g] ! iS) loitei, aiiH diiiHon duicli 
die Transformation n**' Ordimng; 


(129) 

wobei 

(ISO) 

ist. 


(131)Q^3-nn;„, 




Q 


'e8 


Qp8-«S2«' 


•(jb) 




neue »b, so sstzon sioh dio GraBoii 

aus den Periodizitatamodulen J dor IntoKriilo' 

znsammen mit Hilfe von Multiplikaloi-on’ 

durcli das Schema: }• 


1 0 0 0 0 0 0 0 0 

(132) 0 1 0 0 0 0 O 0 

00000100 00 
0 0 0 0 0 1 0 0 


bestimmt aind, in 
Zohleu bezei(dmen 


wdchem jMgi, Jihi und dio ullniliohoii 
wie uu Schema ( 129 ), und os kOnnon nun ondlioh 



Kanon. Foi-m iilr dio Per. yon jp itjdug. Iht. 
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au8 deal (^I’Sfien Qj/a dui'di liueai'e Vransfomaiioii none abgolcitc 
werden, fflr welohe das SoKema dor Multiplikatoran die Form 

1000000000 

0100000000 

0000010000 

0000001000 


bat. 

Sind die beiden Integi'ole J^, J% die KorinAlintograle dor KInsse 
ist alBo: 


(134) 


rOll = «»; 

0 

II 

s' 

®18 ®1I » 

“14 “ ®i8; 

0 

II 

ojaa ^ stt, 

tOaa 

®84 “ »8a; 


80 erhalten die Fenodizit^tamoduleii lo) niif Grnnd 

des Sobemns (133) die Werte: ' * ’ 


(136) 


act 0 0 0 0 Oj, a^j 0 0 0 

0 rti 0 0 0 flsi «8j 0 0 0 


und wenn man dober zu den beiden Integralen droi weitei ‘0 

Integrale der Klosae hinzuuimmt, wolcbo mit ihnon oiii System von 
5 Riemannseben NormaUul;egi*alou bildon, so erhiill; nmu f(lr doron 
Periodizitatsznodulen das Schema: 

nfj 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

(136) 0 0 0 0 0 0 Ojia «S4 OflB 

0 0 0 «» 0 0 0 O44 

0 0 0 0 art 0 0 Ogi Obb 

Domit sind abor die folgouden Stitze bewiosen: 

Zii. Bata: Findm sick mter dm AUUc^im Inkgml&i t QatHng 
ein^ Klaase vom Qesclileclii q p linem'unahJiiingigc, ivddito auf Into- 
grale voift OescMeclit p t'edimerlm' sind, so oni/UlU dim IClasse g—p 
tveit&'s, mtsi' sidt und von den UneoiHniahhd^tgige Int^'tde 

1, Qattung, wdcJie auf IntegreUo van GesddedJU Q'—p i'sdueiei^' 


XIU. Bate: Mndm sieft wniet' dm Ahelschen Itdegrcden J., OedUmg 
einei' JS^sse vom (js^lecid g p li/nearunahhd^g^o, wdelte mif Inte^ 
grde vom Gesddei^d p rAeierlxx^ sindf so eetfdlU die jSfiw Klasse gth 
Theta^kxnkHon nacit ciwer l^wtsformoHon in das FroduJd enter 
TheUtpM/^Uon von p und ewwr soldim von g — jp Verikideriidien. 
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Man kelu'e nun zu don Untersuchnugen dos viorton Knpitole 
zurttdk. Bs hat sich dort (pog. 118) ergebou, dofi zu jodor 2j)-fnch 
periodiaohen Funktion 7on der iin II, Satz (png. 115) nu- 

gegebenou Art mit 2p Periodensyatemen 

Klasae algobmadier Funktionen (24) ron oinem Geaohleoht O' 
zugeordnet woi'den kaun, in welcher v^, ' • p linenrunnbhlUigigo 

Integrale 1. Gnttnng aind, deim Penodizitatamodulon 

an den 2^ Quorachnitton dor zu (24) gohdrigeu BioinaniiBohon Milclio 

aich linear und gauzznhlig nus den a' ! ! . ^ zuHnmmon- 

Wendet man dieaes Beaultat auf die aua nllgomoinon 'Hiotn- 
fauktiouen — dei*en Moduleii also nur den Bodinguiigon dor Kou- 
vei'geiiz unt6i*worflan aind — gobildeten 2j}-fnch poriodiaulioii Fuuk- 
tionen an und Toi'bindet ea mit dom XIII. Satzo^ ao orgibt aioli dor 

ZIV. Sats: Es gilt apmdlc Klasson cAg(^>mut(^mr JPwnlitmtm 
von cinm Oea^iMte q'^p, der&n {Melacho) TlKitaf'niiktUmn mah 
einer hcaHimnim Trmtafomia^n libliet'on Grades m ProduUe je tinot' 
ThetafiMkiion von p md einor von q—p Vmiablen eerfaUm, thrarlf 
dafi die erateren cAlgemeine Theiafiwdctifmm Bind. 

Die im Voratehondon ontwiokelto Lebro von dor Rodulclion Abnl- 
sebor Iiitogralo auf soloho iiiedrigeron Gosohlooliia ^) vordnnkl man don 
Hcrren Pioard*), Poinoari®) and Wivtingor^) und zwnr vtlhi'on din 


1) Spesiello hypoinllipUacho Intogralo, woloho sioh auf Roluho luodrigHroii 
Qoacbleobta roduaieron laaaen, hnbon ftTolot (On Uio rodnetaon of nbolinnH in- 
tegrala. J. fUr Math. Bd. 70. 1878, pog. 07; Boino thoovome In Uio nidnoUon 
of byperelliptio integrnla. 11. Iriah Aond. Trans, pd. 05. 1875, png. 070 uiid: 
On oortaina doflnito integrals, ii. Irish Aoad. Trans, Bd. 88. 1880, png. 107), 
Briosohi (Sur doa caa do rdduotion doa fonotious abdlionncs luix fonoliona 
olliptiques. , C. 11. Bd, 85. 1877, png. 708) nnd Gonranl (Suv la rdduolion olo. 
Bull. S. K. P. Dd. 18. 1885, pog, 148) angogobon; nnoh hat Biormann (Siur 
Theorie eto. Wien. Sitab. Bd. 87. 1888, png. 086) dio Bodingiingou untorsuolit, 
untor donen sioh doa h;perollipti8oho Inbogi-al 9. Ordnuug auf nin hoIoIioh 
1. Ordnung roduzioron lllBt. 

8) Fioard, a. a. 0. aioho png. 488. 

8) Poincard, a. a, 0. aioho png. 489 und 400; dnsu nooh: Bur loB foiio- 
tious abdlionnes. C. R. Bd. 09. 1881, png. 068. 

4) Wirtinger, Untersuohungon fiber Thotnfhnktionon. bps. 1806. Hinr 
hat Hen'Wirtingor auoh angegohon, doB man dIo Riomannsdliou PlUohou flolohor 
olgehroiachor Pupktionen, woloho zu reduaiorboroi Intogralon fHliron, dadnroh 
orhal^ konn, daB man mohroro untor sioh kongruonto Rioinannsolio PlUolion 
uiedrigoren Owohleolits lilugB Quei'solnutton mitoinandor vorbindot. limbOBOudoro 
hat er auf dieso WoiBo durcdi "Pei'schmolzung von «woi konginonton Riomonn- 
Bohen FlUehon vom Gosohlodht p -I- 1 sponiollo IClnsao idgobutiaohor Funk- 
tionen vom Gesohlecht 9p -f 1 goaobalTon, doron ThotafimkUonon uadi einer 
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Sittzo XI, XU und XHl TOn Pioa^ und Foinoar^, dor X. Sate imd dor 
fttv dio Thoorio dor Thotafimklionon tlbomuB intoressonte XIV. Sate von 
Wirt ingor hor, desBon Darstellung auoh doi* obigo Sowois dor Sltteo XII 
und ZtQ folgt. 


Tranoformation awciten Gfrados in Frodukiie von jo einor 'riiotafunktion von p 
und oinor von p -f ^ Vivriablon zorfallon. WiUirond die lotefcoron dio Abolaohen 
Thetnftinldiionen dor ssu grando gologtou XIasso al^braiaobor Fiinktionon vom 
Gteaobloobt j) + ^ oi'steren allgemeinere, indoin aie von 8|) voaonlr 

libhon Foramebem nbbtogen. Zu Tliotafimktionon, dio naoh oinor Ti'anafonna- 
tion Bweiton Gradoa aorfUlon, iai auoh Horr Sohotfiky (Obor dio ohoiivklio- 
riatiaohon Gloioluingon aymmetriaobor obener Flilohen und dio augohOrigon 
Abel’aohen Funktionen. J. fUr Math. Bd. 106. 1800, pog. 100) golangt, indom 
or jone nlgobxniaohon Funkfdonon nntorsuohto, woldio zii borondeiion, aymmo^ 
triaohon, die Ebono einfiioh tlbordookondon Beroiobon gohOxqn. Bind daun t 
Pnaro und a niit aioh aelbati aymmetriaoho Bandlinion vorhondon, ao iat dio zu- 
gohOrige Elaese algobraiaober Funktionen vom Goachloolit a t, ihvo Thote- 
^nkiiionon aber zorfallon naoli oinev quadratiaelion Trouaformalion in aolcho 
von V und aolobo von « Variablon, von donon dio oratovcn Abolacbo, dio lote- 
toron dngegon koine Abolaohen aind. 
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don Jao. imd Weierstr. F. 828; Hiator. 886; Voraehiod. Ableitungamobb. 886; 
Folger. 880; Vorollg. fiir Thotaf. mit Char. 870; Folgor. 888. 
Biomannsdho Thebofunkbion 417; Parameter 417; Nullpunkbo 410; Boa. daav. 
481; die Biomonnsohon Eonab. 484; Auadohn. auf Thotaf. Ordg. und 
auf die gomeba. HuUp. mehzoror Thebaf, 484. 

Rdemann-Boohaohor Sata 414. 
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RosenhaiuBoho Gruppe von Per. Char, (im Fallo J) »> 2) 887; ^ Sjotom von 
Th-Char. 888. 

Rosenhainsohe Modulen h, 1, ft, Bez. zvisohen dens, im Pallo dor lloduaierbork. 
401, d02. 

Singulftre Funkttonen (Humbort) 88S, 466 { — > Transf. (Hnmborb) 180 Anm, | 

— lin. Transf. (Erazor-Fl^m) 800. 

SummaldonBbuohBbaben, Einf. uouor — in unendl. R. 44 { Anw. anf oine Tliobar. 
86; anf oin Prod, von Thotar, mib veiBobiod. Mod. 77; mit gloiohon Mod. 
80; dor spoz. Fall ganzs. EooiT. 84. 

Supplomoutftre Trnnflfbrmation 104. 

Systome von Tli. Cbni*. 896, 870, 801; Zub. mit Griippo von Per. Ohav., IlnBig 
806, 878; Eomplei korgug, Sysi, A^jnng. Byst. 207, 870; Anz. dor gor. 
u. nngor. Th. Char, in oinom Syoi. 307; spoz. Fall dor GOpolschon Byol. 208; 
Fall pn8 888; Roaonhainsoboa Sysb. 886; dio zu Byzyg. Grnppo gohOr. 
Sysfc. von Th, Char. gl. Char. 808; t)boi-g. von oinom Syst. von Th. (llmr. 
zu oinom andoren dui-oh lin, Trwif. und Addit, oinor Tli. Chiu'. 804; Bpoz. Fall 
dor GOpeleohen Syat. 804. 

SyzygetiflohQ Gruppo von For. Char, 806, 876; dio zu oinor — guh. Hyat. von 
lautor gei‘, und ungor. Th. Char. 808; — For. Ohnr. 844, 676; Invar, boi 
lin. Transf, 864; — Th. Char. 868; Invar, boi lin. Transf. undAddil. oinor bol. 
Tb. Char. 864; Char, oinor Sumuo Byzyg. Th. Char. 866; •» Untorgriippo 
898, 876, 

Thotaoharakteristik (Th. Char.) 80, 847, 878; lin. Tmnaf 847; gorado «. u)>gor. 
Th. Char. 860; woBonU. unabk. Th. Cbar., woBonbl. IComb. von Th. Char. 
868, 870; Symbol |«, i], S\t Syzyg. and azyg, 'lli. Cliar. 268; zioho auob Fun- 
damontalsyBtom, Systom, Zorloguog. 

Thotafunkbion oinor Veiftnd., Eigonaoh. 6; Bout, diiroh dioso 6; VorBoliwindon H; 

— von p Veranderl., Eigonaoh, 98; Boat, duroh dioso 86; Vorzohwindoji 87; 
^ mit Charaktorlstik 80; Eigonaoh. 88; Bost. diiroli dioso 84; — u'o' Ordg. 
80; Darsb. duroh gewOhnl. Thobaf. 40; Anz. dor linoarimabh. 10; Vorsoliwin- 
don 41; — mit halbon Char. 980; Eigonsob. 840; — mib r'"* Char. 870; 
Eigensoh. 871; tBioig. zu don Thobaf. mib halbon Obar. 404; -- mib Drillnl- 
dhar. und oinor Yerandoi-l. 800; — liOborw Ordg. mit halbon Char. 867; 
Anz. dor linoarunabh, gor. und ungor. 801; Dai-Bl. duroh di<» gowOlnil. 
Thobaf. mit halbon Char. 400. 

Thebareihe, oinfaoh unondl., EonT<ffg. 8; an dor Gronzo dor IConv. 100; |)-hioh 
unendl., IConvorg. 10; Uniform, duroli Eiuf. nonov Hummabionsb. in oino 
Thotar. 66; in oin Prod, von Thoiar, mit versoli. Mod. 77; mib gl. Mod. oinf. 
00; dor spoz. Fidl gauzz, SoolF. 84; Umf. duroli dio Fouriorsoho Forniol dor 
unendl. ^otm*. 00; dor p-faoh uuimdl. 106. 

Thetwrolationon im Fallop—l 881; im Fallo 840; Vorgl. mit don Bod. 
oinor orbhog. Subsbib. 844; im Fallo 8 866, 808; zw. Thobaf mib 
Char. 880; zw. hypereU, Thobaf, 408. 

Totroedorirrationalimt, — aubatibutionen 800 , 

Toilungsproblem BpezielloB 400. 

TruufDnDation der Ferioden 128; ordin. und Bingol, (Humborl) 180 Anm,; ganz- 
zohl., lin., Grad od. Ordg., Charaktoriiyic 181; IlhiuiBformationBznblon, Bod. 
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boi ordin. Tr. 181, 187; Dotei'm. w. Untovdetonn. ders. 187; Xnder. doa 
Periodenparallolotopa bei Tr. 188j ZusfunmonB. von Tr. 148; idoaUaoho Tr. 
144; iuverao Tr. 146; Zna. oinoi gfuxM. lin. Tr. ana dou ij)(8p-|-l) olo> 
mentaron .B., 163; Eod. dioaor auf wunigor 164; ganxss. 

niohtlin. Tr., 8qiiival. Tr., Klaaso, Reprtlsentonton 160; sapplem. Tr., Maltipl., 
Divia., ZuR. oinor lUobtganRK. aus dor Div. n. eiuor ganaz. 104; Kraxois 
Frymache elomontaro Tr. 108. 

TraQRfbrmation der 'Iliofafiinlctionon , Zna. dor Arg. ii. Mod. d. ursprfingl. u. d, 
tranaf. Thetaf. 141; Zua. dor nrspriingl. u. d. tranaf. Thotaf. fOr ganssa. Tr. 
104; fdi* ganaa. lin. Tr. 178; spea, Fallpa i 188; — dor Thotaf. init halben 
Chav. 407; — prinaipalo doi' l^obaf. oinor Vor. 811; mohr. Vor. 881. 

Tranafbrmationakonatante im Falle ganzz, lin. Tr. fOr boliob. p 181; fUrponl 188. 

Tranaformatiouaproblom, apoaiellca 409. 

Ti'anaformationaaahlon, Bed. bei ordin. Tr, 181, 187 ; ibro Determ, und Untoi’dot. 187. 

DberaohuO einea Punktayab. I. C. 410. 

Umkehrproblom 441. 

Unabhftngige Feriodenayatomo 110; — For. Char. 844, 374; — Tli. Chav. 868, 870. 

Undgentliohc For. Char. 844, 874. 

Ungcrade Th. Char., Ana, 860 ; Daret. duroh dio Th. Chav, oinoa F. S. 880 ; Boat, 
der Ana. der in einom Syat. von Tli. Char, yorkomm. 807; apoa. Fall dor 
GOpolaohon Syat. 800; Fall 8 338; dio an oinor ayayg. Qruppe gehOr. 
Syat. yon lanier ungoi*. Th. Char, 808. 

Yorbundeno Fankto der awoiblOtti'ignn Biemannaohon Flllcho 460. 

Vollatilndige Thotaprodnkto 380, 801, 809, 406. 

Vollabllndigoa Funkbayabom I. G. 410. 

Weierabrafiacho Thotaformcl 888; Zna. mib don Jacob, und lliom. Thotal'. 888; 
Hiator. 885; Yerachicd. Ablcitnngsmobh. 880; Erweitov. auf Prod, von inobr 
ala 4 Thotaf. 887; Yoi'allgem. filr p > 1 816, 888. 

Wondopunkbo, Wondepunktlinien, Wcndepnnkbdroiooko , Wondobangonboii oinor 
Smyo 8. Ordg. 894, 807. 

WoBOntliohe Kombinationon gogob. Th. Char. 868, 870. 

Weaoutlioh unabhUngigo Th. Char. 868, 870. 

Wuraolfunktionon, Zuordg. zn Thotaf. 480. 

Zovfallende Thetafbnktionen 87, 48, 470, 400, 600. 

Zorlogung oinor For. Char, in zwoi Th. Char. 866; Anz. dor Zorl., Eint. in 
8 Arton 860; apoz. Fall p»8 887. 






Vorlng vou B, 8. Toilblior in J.iMiiKiK- 

Theorle der zwelfach unendlichen Thetareifi 

auf Grund der Rfemannsclion Tliotaforniol. 

Von IW, Dr. Ailolf Krazar. 

[VII u. «« B:\ gp. -K IHHL*. K">'* »■ 

DiOHO Arboifc boliondoH. iKm «|Mwi«»nnii VnW t\w Tli 

roUion. Yon dor WoihimiubcIioii aiwtoRwuiid iiiiKKOlmnd, vvml Miiilki'ltHt .hi', .h.- 
Folio ontsDroohoiulo Syntom liininw<Hi»bdnmK^'» ''!! 

gttolit. Mb M-Bobon Hioh iliibol sswul Winlirln* Sj-hIi.imi. v.hi i bui b.lil 
die als VioroinyHliomo «r«tor inul awiiitor Art l.o«.ij.-biit.l w.'r.lwi. uiid urn ili< 
BDiltor dofl oiB^o S5U don (JdimlHohoji, iliio «w»'iln wi di'ii lh«M‘Jiliw)n«ih.'n 
hliiiiborloitot. Duroli Hiiossialiiiiin’iiiiB *!«»»* In ihim I'nvUImli'ii hyHli«jn.. lim’i 
aiololumgon vorkomiiiwiaon WrllBoii win! bh'iuur ilin KmubuiMTiii»lh.iiiM*l hn; 

BOiixe TUooiIo obBoloitofe, iiiid oh dubid kukI *V" '‘“‘ bli.h.. 

BO^rlsBO Syfltoiiio von jo hooIw ObarakloriHUk.'ii li.'tv.'i’. .li** «»i'‘ Hi'rmiilimiiw 
HooIiBOrBysLomo bossoiolinot woition. IMo wi'lli.ro lln!i'iiiiii»hiiiiff llpi«'»l ihuiii 

Grund oiiior vollHttbidlB wiUlcflrliHbwiJ AiioriluiiiiK dor iii'.dm 

riBtikon dlo Bilintliohoii in «lur I I'nMinllnm'ii 

aUgomoiiiator GoHtalL Mh wiiKt hIHi 1 m*i iliriuM' llt.hiiii.iliiiiK «'Ih wdlnl.iii.lii 
PiixnlloliBinuB bwIboIioh don IIiiliumitOiiiiiB^'n v.ni <lO|ii'l iiii.l li.rfii'iiliitiii, timl 
wil'd BO orst oiuo oiiihoilUohn Tlienrin illi'mn Kiiilih.'h 

iiiro Sliralcliurvoi'blllliiilHHO iiiul ilirn AlihlinBiKkoil voiipitiiiinii'r f.fi'^^"Oii.<ii 

Neue Grundlagen 

einerTheorie der allgemeinenThetafunktioiioi 

Von Proi'. l^r. A, Kl'azop iiiid Prol'. Dr. F. Pryill. 

JCurK xiitniiiiinoMBoraBli tiiiil lu.i'initiBon^.bi'n inii 

I>r. A. Krazor. 


[Xir 11. Ijb-i K| B*** *D IHUl!. B'di. n M I 'Mh 

Din voL'IioBOnilo Arbciit IionIoIiI- niio /.wni iiolhiitUiidiK.'n mii ilmii' 

flur oraliodoii Titol: ^I'l'lioorin dnr'rtK'hiriiitltUiiiioii mil rutioMiil.'ii i 'liuiiililoiiiiiilion 
disr Kweito don Titnl; „Tlinorl(i diir 'ikntiHrnninitiiiii dor liilii 

Don Mtfctiol[iiiii](t lion otmLoii 'iVIbiH hiMol oino, aln .,t‘'iiiiiliitiM><iliiiiiiitiiol ili 
Tboorio dor Thiinilbnlcbiuiiuii mil niytniiiloii (iliHriililoiiiililo'ii" >H>.‘iil«'hiii><i> Tti.du 
Jurmol von Bolir allfifonioninm (Ilianiktor, mu iImi- dii. \'(«iliiiiiii.r BidiiimUui, irtibu 
hIo aioli die Aulkalin Htfl]ltoii» din itliBOinciiiiHlo 'riioliirnnunl mmI/,uIIii.1i>ii> wi'loli 
dnihirch whaUmi wordon hunnt dtiP tiiun in dm' nin I'riMliihl vnii *i 'rinduliiiih 
iionoii mil vorBuliioilonon funiiiioliini <iai'HLolli.iii|i'ti nii '1(10)1 iiiu'iiilllt’lii'ii 1(1.1111 
an biiiidlo dor bifihorimni Kiimn)aUn)iN)»uidiHiiib(.ii vormifli.lnl oiiioi- Null 

Btitutioii nono RiiiuntiilioiiHluiidiHliiilniii niaiillirli, IMomi. i''itriiiol luilV.iinlidliiii mol uui 


Jurmol von Bolir allfifouioinnin (Ilianiktor, mu dot- dio \'(«iliii.iior Bidiiii|j|oii, iruim 
alo aioli die AurBalm Htfl]ltou» din aliBouKiiiiHlii 'riioliilnnunl hmI<',uIIii.1i>u^ wi'loli 
dnihirch whaUmi wordon kuiuit dtiP man in dm' niu I'riMliilil v.ui *i 'rioduliiiih 
iionoii mil vcrBuhioiloiioii I'aninioliini daroLolli.nilon nii '1(10)1 mu'i(il)lt’|ii.ii l((.|lii 
an bSlollo dur bifihorimni KiimniaUn)iN)»uidiHiiili(.n vormulolid. oiiioi- Ihioari'M Null 
Btitutioii nono RiimniiilioiiHbiiidiHliiilniii niaiillirli, IMomi. l''oriiiol inilViUnlidliiii mol uu' 
doraolboii oiiio f^rJIBoro Aiixalil iltr din 'riuiiiTlo mid Aiim.inlunK wloldiB<*i' H{ii*/iiidl(.i 
rurmom abauloiloii, bildol d«n (lOBaUNlitud dnr DiitorHUoliiiiiBon dim i.rdoii 't'ojioH 
Dor Hwoilo Toil ntifclillit dio iidiHtiIndimi IdlNnim <1i'h ulltfiiiniiitmu i'laiiH 
formatioiiBimoblomK dor Tlinlal'inikliimou. IMoimlbc wird dadtindi i.iii.iohl, dMtl 
man, untor AmvoudunB doa VrJimijm dor Miirli.miiiK oinnr TmiiMtiuiiinilnii in 
moliroro, dio WJaniyr iloa allBomoiiiim Triuuirni-tMiiliioiiMimdiJi.mH rndiuiiorL auf die 
liOaung oinor fformgou Anxalil oiiifaiduw 'JVaiiNii>rinii|.limHnmtiiMiim, wolidui 
mibtolBfc diroklor MCothodoii bobamloli wcnioii Icdtinoii, Din fdoi'bid mm liraudii 
Uoftonao /oi'loffinitf dor allgompliion TraiiNforMialluii wttrdo nhor ttvnl inMinh, 
noondom dor IjogrilT dor iiutiBAirmabluii in dor Art orwollorl. wimlnii war, daP 
man fllr dio oino Tranafonimtlon obarAktm'fKiori.inUm 4 ;i» /.idilon, diit I. 1 h jnUl 


